PROBLEME DE MATHEMATIQUES ENONCE

DETERMINANTS CLASSIQUES

Partie I: Déterminant de Vandermonde

Soit n > 2 et aq,...,a, n nombres complexes distincts. On se propose de calculer le déterminant suivant :
1 1 cee e 1
851 Q2 (o727
2 2 2
Vi, ...,an)=| Q3 an
-1 -1 n—1
aq Qg A

1. Calculer V (a1, az) et V (a1, @z, a3). On les donnera sous forme factorisée.

2. Démontrer que V(ayq,...,a,—1,2) est une fonction polynomiale de = de degré inférieur a n — 1

Indication : Vous pouvez développer par rapport a la derniére colonne

n—1
3. En déduire que V(ay,...,an_1,2) = V(ag,...,0n_1) H(J: — ;).
i=1
n
4. En déduire I'expression générale V(aq,...,a,) = H (o — ).
1<i<j<n

5. Justifier que la matrice (a;fl) , st inversible si, et seulement, si les «; sont deux & deux distincts

14,5 <

Partie II: Matrice circulante

; 2k

Soient a,...,a, des nombres complexes, wy =e" = , et A et M les matrices suivantes :
ai as as o An—1 (075
an ai a2 as e Gp—1

A =

as
a . . 0
a2 a3 ... DY an al

1 . 1
1w wa Wn—1

M = : :
n—2 n—2 n—2
Wy Wy Wp_1
n—1 n—1 n—1
Wy ) Wp—1

n
On pose P = Z apXF!
k=1
6. Justifier que M est inversible

7. Justifier I'égalité A.M = M.diag (P(1), P(w1), -+, P(wp—_1))
Indication : Montrer que les deux matrices de l’égalité ont les mémes colonnes

8. En déduire det(A)

a b
9. Soit a,b,c € C, calculer |[¢ «a
b ¢

Q 0
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PROBLEME DE MATHEMATIQUES ENONCE

DETERMINANTS CLASSIQUES

Partie III: Déterminant de CAUCHY et déterminant de HILBERT

Soit A,, la matrice définie par

1 1 1

a1 +by ar+bs T a;+0b,
110 1102 1

A, = as+by ax+by T ax+b,
1 1 1

Gn+b1 an+bs T an,+0b,

Ou ai,..., an, b1,...,b, sont 2n réels tels que toutes les sommes a; + b; soient non nulles.
10. Que vaut det (A4,,) si deux des b; sont égaux ou deux des a; sont égaux .

11. On suppose dorénavant que les b; sont deux a deux distincts et a; sont deux & deux distincts. Soit R, la fraction

rationnelle définie par

n—1
(X — ai)
Rn(X) _ izl
[T x+0)
i=1
(a) Justifier que R,, s’ecrit d’une fagon unique de la forme R, = ; X/X =

Ou Aq,..., A, sont des nombres complexes
(b) Déterminer )\, et vérifier qu’il est non nul
(¢) Notons Cy,- -+ ,Cy, les colonnes de A,,, montrer que

1 - 1
det (4,) = y—det [ C1, e Co1, Y NG | = 1 Fn (an) det (A1)
j=1

n n

(d) En déduire que

1
1+
En utilisant ce qui précéde, montrer que

12. Soit H,, = ( ) la matrice de Hilbert d’ordre n.
1<i,j<n

(1)

det (H,) = —*=5-—
nl2 x H k!
k=1
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PROBLEME DE MATHEMATIQUES CORRECTION

DETERMINANTS CLASSIQUES

Partie I: Déterminant de Vandermonde

1. Un calcul immédiat montrer que V(g as) = as — a1. On a ensuite :

1 1 1
Viag, as,a3) = a1 oy o3
af a3 o3
1 0 0
= Q. Qg —Q1 Q3 — Q1
af a3 —af af—aof
B Qs — g —aq
| (aa—ar)(ae 1) (a3 —ar)(az + o) ‘
1 1

= (a2 —ag)(az — o)

a2 +a; az+

= (042 - 041)(0!3 - 041)(043 - 042)-

2. On pose P(z) = V(aq,...,an_1,2). Alors si on développe ce déterminant par rapport a la derniére colonne, on
trouve que P est un polynome de degré au plus n — 1, et de coefficient devant 2"~ égal & V(aq,...,q,_1).
3. On remarque que aj,...,a,—1 sont n — 1 racines distinctes de P (puisque dans ce cas le déterminant comporte

deux colonnes identiques). On en déduit donc, d’aprés la question précédente, que

n—1

Vi, ..,an—1,2) =V(ag,...,an_1) H(m — ;).

i=1

4. On évalue la formule précédente en = = «,,. En s’aidant des deux premiéres questions, on démontre par récurrence

que
Viag,...,an) = H (o — ).
1<i<j<n
. i—1 . . o o . . .
5. La matrice (aj )ngn a pour déterminant V(aq,...,a,) = H (aj — ;). Donc elle est inversible si, et
1<i<j<n

seulement, si est inversible si, et seulement, si H (aj — ;) # 0, soit les oy sont deux a deux distincts
1<i<jsn

Partie II: Matrice circulante

6. Ona M = (wifl

j—1)1<i,j<n
7. Les deux matrices AM et Mdiag (P(1), P(w1),- -, P(wp—_1)) sont carrées d’ordre n. La K€me colonne de

1
Wk—1

et les wp, w1, -+ ,wp_1 sont deux a deux distincts, donc M est inversible

Mdiag (P(1), P(w1), -+ , P(wn—1)) vaut }1€Me colonne de M multipliée par P(wk—1), soit P(wk—1)

n—1
W1

D’autre part la EMe colonne de AM vaut ACy(M) et en tenant compte que wy_; = 1, alors on obtient

n
ar az Gz - Ano1 dn 1 > aiwj )
a a a a Qp— i=1
n 1 2 3 n—1 WE—1 Zn 1
%
E AWy _q Wk—1
=| = = P(wr-1) .
as : .
. —1
. . . . n—2 w?
as .. .. .. .. as Wi _1 n . k—1
n—1 § a_wz+nf2
a2 a3 e cee an al wk—l 1Yk —1
=1

Donc les deux matrices ont les mémes colonnes, d’ou ’égalité
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PROBLEME DE MATHEMATIQUES CORRECTION

DETERMINANTS CLASSIQUES

8. On a d’une part
det(AM) = P(1)P(w) ... P(w"™*) det(M)

et d’autre part
det(AM) = det(A) det(M).

Puisque le déterminant de M est non nul (c’est un déterminant de Vandermonde), on a :

det(A) = P(1)P(w)... P(w™ ).

a b c
9.l c a b|=(a+b+c)a+jb+j2c)(a+5%b+ jc) ou j = /3,
b ¢ a
Un calcul bien plus simple sera fourni dans la planche

Partie III: Déterminant de Cauchy

10. Si deux des b; ou des a; sont égaux, det(A,) est nul car deux de ses colonnes ou de ses lignes sont égales.

11. (a) R, est une fraction rationnelle irréductible de degré strictement négatif et dont les poles sont simples, donc,

d’apres le théoréme de la décomposition en éléments simples, il existe un unique n-upplet (A,--- , A,,) € C*
n
i
tel que R,, = .
que R, ; X5

(U,i + bn)

—.

s
Il
_

- C(=by—a1)e(=bp —an_1)
(b) Ona A, = zgrjlb(z +bn)Rn(2) = (=bp +b1)ee(=bp +byp_1)

i
L

(bn _’bi)

Il
—

i

(¢) Notons B,, la matrice de colonnes C1, ...,Cp_1, Z?Zl A;C;. On a
det(Bn) = det | Ch, oy Cuor, > NGy
i=1

= Z Ajdet (Cy,...,Cph_1,C;)  det est n-linéaire
j=1

= Aydet(Cy,...,Cnh_1,Cy) det est alternée
= Apdet(A4,)

1 n
Donc det (4,) = 1=det | C1, ey Co1, Y NGy
j=1

n

D’autre part la derniére colonne de B,, est de la forme . et puisque R(a1) = ... = R(an—1) = 0,

Rn(.an)

1
on obtient en développant suivant la derniére colonne det (A,,) = )\—Rn (an)det (Ap—_1)

V(ay,...,an)V (b1, ....bp)

H (ai + bj)

1<i,j<n
1
al + b1

(d) Montrons par récurrence sur n € N* que det (4,) =

— Pourn=1,0onaV(a;) =V (b)) =1 et det(4;) =
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PROBLEME DE MATHEMATIQUES CORRECTION

DETERMINANTS CLASSIQUES

1
— Soit n > 2. D’aprés la formule précédente, on a det (4,,) = )\—Rn (an) det (A,—1), avec

n

3
|
-

n

H (a; +by) (an — a;)
HR V(al, ceey an_l)V(bl, ceey bn—l)

M=o Balan) =5 et det(4, 1) =
IT @ —b:) IT (an +02) I[[ (a+d)
i=1 i=1 1<i,j<n—1

On remplace les paramétres par leurs expressions, on obtient

1
det(4,) = /\—Rn (an)det (Ap_1)
n
n—1 n—1
H (b, — b;) (an — a;)
_ =1 i=1 V(ar,...,an-1)V (b1, ..., 0n—1)
T (i +ba) ] (@n +2) I[[ (a+by
i=1 i=1 1<, j<n—1
=V(ai,...,an) =V (b1,...,bn)
n—1 n—1
V(al, coey CL7L_1) H (Cln — Cli) V(b1, veey bn—l) H (bn — bl)
_ i=1 i=1
H (a; +bj)H(an+bi) H (a; +b;)
1<i,j<n—1 i=1 1<i,j<n—1
= (a; + bj)

V(ay, ..., an)V(b1, ..., bn)

(a; + bj)
1<i,j<n
. . N . . 2 . N V(17 2’ *) )2 :
12. Dans le cas particulier ou Vi € [1,n], a; = b; = ¢, le déterminant a& calculer : det (H,) = . Mais,
I G+4)
1<i,j<n
2n
JJ
- T 1T/ (04 9)! k=1
II éG+a=TI111G+d|= =
1<i,i<n i=1 \j=1 i=1 (H k")
k=1
et d’autre part,
n—1 n n—1 1 n
V(,2,..m) = [ (G-i)= [HG-o|= (n—Z)'—aHk'
1<i<j<n i=1 \j=i+1 i=1 k=1
Donc,
n 4
_ \k=1
Vn>1, det(H,) = =L L
n!? x H k!
k=1
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