CONCOURS COMMUN POLY TECHNIQUE 2001
.liere PC math 2
PAR%I Ea\
1.1 Pour tout réel x I'application ¢ — cos(nt — xsint) est continue sur le segment [0, 7] . Elle y est donc intégrable

L/, est de..nie sur El

Soit ¢ : (z,t) — cos(nt — zsint) .Cette fonction est continue sur R x [0, 7] et on I'intégre sur un segment (donc inutile de
dominer). cela prouve la continuité sur R de I'intégrale a parameétre fgr(z)(x, t)dt.

Si z € R, on a, via le changement de variable C* v =m —t:
]. i . ]- & . n
Jp(—z) == cos(nt+ xsint)dt = — cos(nm —nu+ zsinu)du = (—=1)"J,(x)
™ Jo ™ Jo

donc

[J,aTaparité de ]

l.20naJ_,(z) = < [ cos(—nt— zsint)dt =L [T cos(nt +wsint)dt = J,(—x) = (=1)"J, () d’apres le I.1.

J_, = (—1)"J

1.3 Soit p € N* ; ¢ posséde des dérivées partielles ﬂ(:p, t) = (—sint)?cos(nt — xsint + nF) qui sont toutes continues sur

ox P

R x [0,7]. Comme on integre sur un segment cela su¢t a fournir le caractere C* sur R de J, .

Ly, € C°(R.R

1.4 Fixons n € N. D’aprés la question précédente, .J,, est dérivable sur R et J/(z) = = [ —sint. sin(nt — xsint) dt ; une
w'(t) = —sint si u(t) = cost
v(t) = sin(nt — zsint) donc v'(t) = (n — xcost) cos(nt — x sint)

intégration par partie avec { valide car v et v sont C* sur

[0, 7], donne alors :

1 ™
J(x) = —= <[cost. sin(n t — xsint)]; — / cost.[(n — x cost)cos(nt— xsint)] dt>
™ 0

Le terme intégré étant nul, on obtient le résultat voulu:

V! (x) = —= [ cost.[(n — xcost)cos(nt — zsint)] df

Onadaprés.3: J/(z) = —= [ sin’tcos(nt— xsint)dt.
Et donc, pour z € R,

1 ™
22 J! (x) + 2J) (z) + (22 —n?)J,(2) = —/ cos(nt— xsint) {—a?sin? t + x(n — xcost) cost + (22 —n?)} dt
T Jo

1

= —/ ncos(nt — xsint)(x cost —n) dt = 72/ cos(u(t))u' (t)dt
T Jo T Jo

1. .
= —=[sin(nt— xsint]] =0

™
on a donc
k2J0 () +aJ () + (2° —n*)J,(x) =(
PARTIE 11
1.1

1 (7 1 (7
Jop(x) = —/ cos(2pt— xsint)dt = —/ (cos(2pt) cos(zsint) — sin(2pt) sin(x sint)) dt
T Jo ™ Jo
or si on pose u =7 — ¢ (changement de variable C'') on trouve

/ sin(2pt)sin(zsint) dt = —/ sin(2p u) sin(x sin u) du
0 0



L’intégrale est égale & son opposé donc elle est nulle.

Vo, (2) = & [ cos(2pt) cos(x sin ) dif

Le méme procédé fournit I'égalité Faps1(x) = = [) sin@p + 1)t sin(zsint) df

. . o g 2T - .
11.2 Traitons le cas n = 2p ; on sait que cosu = Iwo( U”T‘z‘T)! avec un rayon de convergence in..ni. Donc pour tout

2n

t €[0,n] et tout x € R, on a: cos(zsint) = Zn (= 1)"95 (251:),

n s 277,1

1 2
Sion pose ¢, (t) = (—1)"& (;:5! :

e les fonctions ¢,, sont continue donc intégrable sur le segment [0, 7]

e la série > ¢,, converge normalement (donc uniformément) sur le segment [0, 7] :
o, ()] < J(?‘nT quantité indépendante de ¢ telle que 3 &— G ), converge (vers ch (|z|) )

e on peut donc intégrer termes a termes la série. :

|J2p =Ly (=nn (2”), fo cos(2pt)sin®™ t dzl

avec convergence pour tout x € R ; le développement en série entiére & un rayon de convergence +oo .

.12n .
e On peut aussi dire f(;r |6,,| < 7sup(|o,]) < WJ(%‘”T et donc utiliser la convergence de > fO7r |) ]

On obtient exactement de la méme fagon :

IVJEG]R Jopii1(z) =+ :03( 1)"(§i1§),f sin(2p + 1)t. bln2"+1tdtl

is

11.3.1 Les formules d’Euler sin t = "'“‘22_“, cos(2ht) = &l‘;_i et laformule de Newton (a—b)%* p (R (=1)ra*F—hph
permettent d’écrire
it —it\ 2k 2k 2k . . k- 2k
2k e _—¢ 1 2k it\2k—J —iyd _ (=1) i (2K (2k—2j)it
sin“"t = <T) = (Z) Z ( j ) (6 ) (*6 ) = 22]€ Z (*1) ] (& J
j=0 7=0
si on regroupe le terme en j et le termeen 2k —j on a:
2k N 2k . , 2k
< ' >6(2k2])lt + < > e(2jf2k)zt _ 2( . > COS((Q]C _ 2])t)
J 2k —j J
avec le cas particulier j = k qui donne (°")
s k—1
o (—1)" 2K\ (=1)" - (2k .
st = S ) T GV eos(@k =20
j=0
k
(—1)" 2k 1 2k _
— o k + W (-1)¢ kg cos(2qt) en posant g =k — j
q=1

D’autre part pour r # +s

</07rcos((r+s)t)dt+/Oﬂcos((r—s)t)dt>

sin (r+s)t)  sin((r—s)t)]"
| + |

r4+s r—3s

/07T cos(rt)cos(st)dt =

=0

ol— o=

0

et pour r # 0

/ cos(rt)dt =0
0

Donc, si k < p (ce qui suppose p > 1), ona 2h # 2p donc :

k
N ok, o, (=D)F (2K 1 2k
/0 cos(2pt)sin® tdt = > < k) ) cos(Zpt)dt + — T qul (—1)4 req) ) cos (2pt) cos(2q t)dt = E 0=0



de méme si k > p, tous les termes sont nuls sauf si p =

/ cos(2pt)sin?*tdt = C
0 2?2

/ cos(2pt)sin®* t dt =
0

On en déduit aussitot que :

+o0

1 2k T .
Jop(z) = ;Z(— )k(Zk)' / cos(2pt)sin®* tdt =
k=0
donc

k—1

:

2%k
k—p

(0

22h 1

()3

2 ™
K )/ cos?(2pt) dt =
—pr/Jo

2k

(k —p)”

- <k2—kp>7r N

(1"
4k

+oo

D (=

k=p

+oo

1 2 1
AZ(_ )k (2k’)'

4k +p)l(k — p)!ka

T4k )

o (p) = { .

Osik<p
Sik>p

k— 1
O P

11.3.2 On recommence :
Ne vous contentez pas de lire le calcul :
puis comparez. Il faut s’entrainer au calcul.

Les formules d’Euler sint = £ sin((2h + 1)

cit
sin?Ft1¢ =
2

Par ailleurs, [ sin((2p 4 1)¢)sin((2¢+ 1)t)dt
Donc, si k < p (ce qui suppose p > 1),ona:

au 11.3.1. vous avez lu la méthode .

t) =
67“ 2k+1 1 k
A

Js

prenez un brouillon , rédigez ce calcul du 11.3.2

L(2h41)it_ —(2h+1)it
24

et la formule de Newton permettent d’écrire
2k + 1
( * > sin((2h +1)t)

"= [cos((p— q)t) — cos((p + q)t)] dt = 0'si p # q.

/ sin((2p + 1) t)sin* T tdt =0
0

etsik>p,ona:
/ sin((2p +1)t) sin?* 1 tdt =
0

On en déduit aussitot que :

(_

4k

2k +1
k—p

2k +1
k—p

1)P

(eZp) o

((2p+1)t)dt:(_4—?p<

)z

+o0 : ™
Japa(x) = i;}(—ﬂ’“%/ﬂ sin((2p + 1)) sin® ™ tdt = _Z(_ ey ;;g J:) (4}9)1) <2kk+p1>%
soit
Jopi1 (z Z( 1)* 24k(k_ 1 L2k
p)!(k+ 1+ p)!
donc

ok+1(p) = {

O0sik<p

(-)h

. )
rErErESEr A 4

11.4.1 Soit 2 € R ; les applications u

t — cos(xz sint) et v

t — sin(z sint) sont dans C! (R,R) donc d’aprés un

théoreme de Dirichlet, elles sont développables en série de Fourier avec convergence uniforme sur R.

u est paire donc b, (u) = 0 pour tout n € N* et ag(

an(u) == foﬂ cos(z sint)cos(nt)dt = + fg (cos(nt + xsint) + cos(nt — xsint)) dt =

u) = 2 [ cos(zsint) dt = 2Jo(x) et
In(@) (=1)" +1)

b, (u) = 0 et a,(u) = {

2J, (z) sin pairet n >0
0 si n impair

v est impaire donc a, (v) = 0 pour tout n et



bn(v) =2 [, sin(x sint)sin(nt)dt = + [ (cos(nt — xsint) — cos(nt + xsint))dt = J,(z) (1 — (—=1)")

2J,, (z) si n impair
0 si n pair

n(v) =0 et b,(v) = {

On a donc, pour tout ¢t € R avec CVU sur R :

+oo
cos(x sint) = Jo(x) + Z 2.J5,(x) cos(2pt) sin(z sint) Z 2J5p41(z)sin ((2p + 1) ¢)
p=1

11.4.2
Avec t = £ dans la premiere, on a :

|J0(3:) + 22:3(—1)1’J2p(x) = cos(a:j

avect=0o0na:

bo(@) +257° g, (z) = ]

avec t = £ dans la seconde on a

e )" Jop i1 ()]

Puisque u et v sont C° sur R,

pm

la formule de Parseval s’applique et donne, pour tout z € R :

1 [ , 1 13 =
oy cos?(wsint)dt = Za%(u) + 3 Z(L%p(u) = Ji(z) +2 Z J3,(x)
p=1 p=1
et
1 27 ) 1 +o0 +oo
E/ sin”(x sin t) dt:EZbng(v) = QZJQQPH(x)
0 p=0 p=0
En ajoutant il vient :
27
E (cos®(zsint) +sin®(zsint))dt = Ja(x) + 2 Z Jgp(x) +2 Z JQQPH(QC)

p=1 p=0

soit en regroupant les séries

[L=J2(x) 4+ 2527 J2(x)

PARTIE Il1

111.1.1 Posons y(z) = 2*2(z) alors y € C% (RT*,K) & z € C? (RT*,K)
et pour x €]0, +o0] :

y' () = Mt lz(x) + 22 (2) Y () = A\ — D)2 2z(x) + 2021 () + 22 (x)
on en déduit que y est solution de (B,) sur |0, +oo] si et seulement si :
Mz () + (20 + 12 (2) + 22(2)) = 0

et comme x > 0, ceci équivaut a

k2’ () + A+ 12/ (2) + xz(x) =

111.1.2 On suppose A = —<
on a alors sur 0, +oco[ z solution de (B’ ;) si et seulement si z” 4+ z = 0 équation classique
2



z est solution si et seulement si il existe A, B € R tels que pour tout x, z(z) = Acosz + Bsinz
et donc
Acosx + Bsinx
J(A,B) €R? Vx>0 :y(z) = ekl

N
111.1.3 En observant que (B_4) = (By), on en déduit que la solution générale sur |0, +oo[ de (By) est aussi y(z) =
-A-m-ﬁ-ﬂj‘f-s“ A, B décrivant R ; la solution générale sur ]0, +oo[ de (B.) est alors :
2

Acosz+ Bsinx

3(A,B) €R? , Vo >0: 2(x) = -

11.2.1
Supposons que, z(z) = Z;L:S arx® (avec un rayon de convergence R > 0) est solution de (B%) ; comme la somme d’une série
entiére est de classe C™ sur I’intervalle ouvert de convergence et que I’on peut dériver terme & terme, on a, sur | — R, B[ :

[e'e) +o0
Z(x) = Z kape"™' et /' (z) = Z(k — Dkapa"2
k=1 k=2
et donc z est solution de (BY) si et seulement si
+ oo fe'e] —+o00
S (k—Dkaat + 2N+ 1) > kapa" L+ apattt =0
k=2 k=1 k=0
soit :
+oo +oo +o0
D k(k+ Dagpa® + > @A+ Dk + Dagpazk + > ap a2k =0
k=1 k=0 k=1
soit encore
+oo
2A+ 1) ag+ D[N+ 1+ k)(k + Dagsr +ap_1] 2 =0
k=1

L’unicité du développement en série entiére fournit alors : pour tout £ € N :

(k+1D)2 N+ 1+k)aks1 +ar—1 =0

111.2.2 Notons a;()\) = ay ; on cherche les solutions véri..ant ag,;(\) = 0 pour tout k. Comme —\ ¢ N, on note que
A+ h £ 0 pour tout i € N.
La relation du 111.2.1 donne en substituant 2k — 1 & k, pour & € N* : (2k)(2X 4+ 2k)agk + agx_2 = 0 ; on en déduit que

CUF oy

ag A) = = -
2+(3) T, 2i(2A + 20) 2RI (A + )

P - - _ +OO 2 _ 7 .
Donc si il existe une solution de (B4) de la forme z(z) = > 7% a2,(A)z?, avec ag(A) = 1 alors on a nécessairement, pour

— _u_7 L
tout p € N, agy(A) = 4ppgnl<1i<p(x+i)'

Réciproquement, la série entiere > (
d’Alembert, la limite

—1)P

WIQF’) a un rayon de convergence R = +oo puisque en utilisant la régle de

|azpe s (Na27+2] %

lazy (V22| A(p + DA+ p+ 1]

= >p->+00 0

2o 2o —1)P 2p
montre que la série numérique > 4—;—;41) T oo ¢ converge pour tout z € R.
lli=1

Les équivalences du 111.2.1 montrent alors que la somme z,(z) = z;;;; asp(N)z? est solution sur 0, +oc[ de (B)).

+o00 —1)¥ 2
o € R, (@) = 20w ot |

111.3.1 X étant supposé non entier, ce qui procéde s’applique & —\ et z_, est solution de (B’ ,) donc j_, est solution (non
nulle) de I’équation (B_,) = (B)).

jx et j_, sont donc deux solutions non nulles de (B))

supposons A > 0 (I'autre cas est symétrique) alors



ja(x) = 222\ (x) admet une limite nulle en zéro (z, est continue et zy (0) = 1)

A

e j_(x) =z "z_x(x) tend lui vers +oo si = tend vers 0

les deux fonctions ne peuvent pas étre proportionnelles.

(B,) est linéaire, homogeéne, résolue en y”, a coe¢cients continus sur 10, +oo ; I’ensemble des ]0, +oo[-solutions est un
espace vectoriel de dimension 2, (jx, j—») étant une famille libre de cardinal 2 est donc une base de (B)) et la solution
générale de (B)) est donc :

J(A,B)eR Ve e R, y(z) = Az z\(x) + Bx " z_(2)

17 2p+n _ Z+°° 0P 2ptn

1H1.3.20n aj,(z) = 2" z,(z) = 2" Z;_:OB aszy(n)z?? = Sotee o0 Top T & .

p=0 4I'p!l_[f=1(n+h)x
pour n pair: n = 2q ; on a alors:

+o0 +o k—
. (=DP2Y!L oy (—p™e 2k
Jaal®) = D e et = 420! Y 2”* en posant k = p -+ g

| —q)! !
= g+ p) s 0)!(k +q)!

En reprenant les asy (p) du 113 on obtient :

et si nestimpair: n=2q+ 1 ;

bogai(x) =2.492q + 1) Jo 4 |

z, est solution de (B},) et pour tout = > 0,0na: z_, (z) = 2nz?" 12, (z) + 22"z} (z) puis 2, (z) = 2n(2n — 1)2*" "2z, (z) +
dna? 12 (z) + 2?2 (z).

On en déduit que z2” ,(z) + (=2n + 1)2_, () + 22_,(z) = 2" [z2)/(x) + (2n+ 1) 2, (x) + z2,(z)] = 0.
Ce qui démontre que z_,, est solution de (B’,,).



