Déterminant de Gram

Soit £ un R -espace vectoriel muni d'un produit scalaire np{é)
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Partie |

Soitu et v deux vecteurs quelconques fle

On notreGram(u,v) = [EZ ||113 EZ llz)J et G(u,v) = detGram @ p)).

Montrer queG(u,v) > 0. A quelle condition y a-t-il égalité ?
Soitu,v et w trois vecteurs quelconques de.

(wlv) (ulv) (@ lw)
On noteGram(u,v,w)=| w|u) (@|v) @ |lw)

(wlu) (wlv) @ lw)
On suppose que est orthogonal & et v .
Exprimer G (u,v,w) en fonction deG(u,v) .

et G(u,v,w)=detGram @ p w)).

On suppose que est combinaison linéaire de et v .
Calculer G(u,v,w).

On suppose que =t +n avect combinaison linéaire de et v, etn orthogonal au et v .
Montrer queG (u,v,w)= G (uw)|n| .

Etablir 'équivalence (u,v,w) estlibre< G(u,v,w)= 0.

Partiell

Soit u,,...,u, n vecteurs deF .
On note :Gram(u,,...,u,) la matrice carrée d’ordre dont le coefficient d'indicei, j) est(y, |u;) et

G(u,...,u,) le déterminant de celle-ci.
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On suppose la familléu,,...,u,) liée. Montrer queG (u,,...,u, )= 0.

On suppose la famill@y,,...,u,) libre. On introduit(e,,...,e,) une base orthonormée de I'espace
vectoriel engendré par,,...,u, €ton noted=(q,;) la matrice de passage de la bése...e,) ala
base(u,,...,u,).

Exprimer(u, |u;) a l'aide des coefficients de la matrice.

Montrer queGram(u,,...,u,)= "AA. En déduire qu&(u,,...,u,)> 0.

Soit I un sous-espace vectoriel dede dimensiorp et (e,,...,e,) une base dé’.

On appelle distance de vecteur deE au sous-espace vectori&l le réel :d(z, ) = inf |z
yer
En écrivant =z, +n avecz, € F etne F*, démontrer quel(z,F) = .

Gl e,
Etablir :d(z, F) = | O ar=r%e?)
G(ey---se,)

Partielll

Pour tout polyndme” et Q de R[X] on posap(P,Q)zj:P(t)Q(t)dt.

Montrer quey définit un produit scalaire suR [ X]| .



