CCP 2006 PC épreuve 1

PARTIE 1

I.1.Soit B = (u;)}~; une base orthonormale de E .Si on note x = szuz ety = Zyzul on a (z|y) = Zmzyz Comme les
=1 i=1 =1
Z1 n

matrices respectives de x et y dans la base B sont : et : on a, avec 'identification usuelle d’un réel a avec la

In Yn
matrice (a):

(ly) = XY = 'YX

I.2. a)formule du cours :

M»

(zle)e

i=1

k
b) i) L’égalité précédente s’écrit matriciellement M (p)Z = Z 'E;ZE;. Comme E; et Z sont des matrices colonnes , on peut
i=1
utiliser la question I1. :

k
7 = Z E,'E;Z
i=1

k
b) ii) M(p) et Z E; 'E; sont donc deux matrices de la projection orthogonale. Par unicité de la matrice d’un endomorphisme
i=1
dans une base fixée on a :

k
M(p)=> E'E
i=1

c) de nouveau une question de cours : ||z]|* = ||(z — p(2)) + p(2)||* = ||z — p(2)||* + ||p(2)||* (d’aprés Pythagore, car p est
un projecteur orthogonal), d’ou

p(2)[| <l=]l

I.3. a) On vérifie sans probléme que M? = M, donc on a la matrice d’un projecteur noté f . La matrice de f dans la base
canonique, (qui est orthonormée pour le produit scalaire canonique) , est symétrique, donc f est symétrique et donc on a
une projecteur symétrique donc

’ f est un projecteur orthogonal ‘

1 0
b) Une base de 'image est obtenu en extrayant une base des colonnes de M : _01 , (1) est une base de I'image.
0 -1
La matrice est de rang 2 ; le noyau est donc de dimension 2 Un calcul rapide donne alors une base du noyau (ou on devine les
1 0
deux vecteurs) (1) , (1) . Les deux vecteurs de base de 'image (du noyau) sont orthogonaux . il suffit de les normés.
0 1
1 0 1 0
0 1 1 1 0 1 1
base de Im(f):— , —= , base de Ker(f) : — ,—=
0 -1 0 1

I.4. a)



e )\ est une valeur propre non nul donc u € Im(por) C Im(p) = H :

ueH

ou recalculer v = p(v) avec v = r(u)/A

e D’autre part, p(r(u) — Au) = p(r(u)) — Ap(u) = AMu — p(u)) . p étant une projection sur H , tout vecteur de H est
invariant par p on a donc p(r(u) — Au) = 0 . Ainsi, 7(u) — \u est élément de Ker(p) = Im(p)™*, car p est un projecteur
orthogonal:

r(u) — M€ H-

b)
e D’aprés la question précédente, (u|r(u) — Au) = 0 donc (u|r(u)) = A|Jul|*.
e D’autre part "endomorphisme r est symétrique donc : ||r(u)||? = (r(u)|r(u)) = (u|r?(u)) = ((u|r(u)) car r? =r

d’ou

| Al?]] = [ (w) 2]

c) D’apres 1.2.c)., ||r(uw)]| < ||u||. Comme [|u|| # 0 (un vecteur propre est non nul ), A =

Toutes les valeurs propres non nulles sont dans [0, 1].Mais 0 € [0,1] donc :

’toutes les valeurs propres de p o r sont éléments de [0, 1] ‘

1.5. a)
e por est linéaire
e (por)>=p*or’=por: porcarpog=qop

en utilisant la symétrie de p et ¢ on a pour tous vecteurs de F : (p(r(z))|y) = (r(z))|p(y)) = (z|r(p(y)) et donc comme r et
p commutent, (p(r(x))|y) = (z|p(r(y)): por est symétrique.

’p or est un projecteur orthogonal ‘

b)
e por étant un projecteur son spectre est inclus dans {0, 1}.
e por étant diagonalisable non nul 0 n’est pas la seule valeur propre donc le spectre contient 1.

e H = Tm(p) est strictement inclus dans F' , donc on a aussi Im(p o r) strictement inclus dans F .p est diagonalisable et
n’est pas l'identité donc 1 n’est pas la seule valeur propre. Le spectre contient 1.

| Sp(por) ={0,1}]

c¢) par doubles inclusions :

e Soit € Ker(por): on a la décomposition "évidente" z = r(x) + (x — r(x)) avec r(z) € Ker(p) par hypothése sur z et

x —r(z) € Ker(r), car 72 = r

e Soit x € Ker(p) + Ker(r): on peut écrire x = y + z avec p(y) = 0 et r(z) = 0. Alors p(r(z)) = p(r(y)) + p(r(z)) =
p(r(y)) = r(p(y)) =0 (car p et r commutent).

’ Ker(p o r) = Ker(p) 4+ Ker(r) ‘




e Soit x € Im(por) et y tel que p(r(y)) = x: on voit que = € Im(p). p et r commutant, x = r(p(y)) € Im(r).

e Soit x € Im(p) NIm(r). Alors (projecteurs) p(z) = r(z) = z et donc x = p(r(z)) € Im(por)

’ Im(p o r) = Im(p) N Im(r) ‘

1.6. a)

2 . 4 2 A
e R* = R, en calculant ce carré par bloc on obtient R* = ( CA +DC CB+ D2 D . On en déduit

(4> +BC=A, AB+BD=Bct CB+D*=D)|

e [ étant la matrice d’un projecteur orthogonal dans une base orthonormée, elle est symétrique, d’ou’ ‘A=A 'B=Cet'D=D|

b) En calculant les produits par bloc: PR = < 61 ﬁ ) et RP = ( g 8 )

e i) = ii): On a det(PR — \I,,) = det(A — Az)(—=\)""% . le spectre de A est donc inclus dans {0,1}. De plus, A est

symétrique réelle donc diagonalisable. Donc A? = A et donc comme A? + BC = A, BC = 0 et comme ‘B = C : .
t
cC =0.

e ii) = iii) : Tr(*M M) est la norme canonique sur un espace de matrice (ou refaire le calcul pour vérifier que Tr(*CC')
est la somme des carrés des coefficients de C' ). Cette somme étant nulle, tous les termes sont nuls et C' = 0.

e iii) = iv) : SiC =0, B= '"C =0 et le calcul par bloc montre que PR = RP, donc p et r commutent.

e iv)=1):Sipor =0, cest I.5.b.)
PARTIE II

II.1. Soit p la projection orthogonale sur 'image de f et zg € F tel que f(z9) = p(v) (qui existe car p(v) est dans I'image)
On a, pour tout z de B: ||(x) —v||* = [[(f(2) ~ /(o)) + (f(z0) — 0)|[* = [[f(#) — F(z0)|[2 + || (w) — o] dapres Pythagore
puisque f(z) — f(z0) € Im(f) et f(zo) —v = p(v) — v € (Im(f))*

On a donc bien ||f(z) — v||* = || f(x0) — v||>. De plus ce minorant est atteint en prenant = o .Enfin la fonction J/ ¢tant
strictement croissante :

Bro € B, [[J(20) — v = min {[[f(z) — v]],z € E} |

I1.2. Soit z; est une autre pseudo-solution on a en prenant z = x; : ||f(z1) — v||* = [|f(z1) — f(zo)||* + ||f(z0) — v||* et
donc comme ||f(zg) — v|| = || f(z1) — v|| (définition de x1 ) ||f(x1) — f(x0)|| =0, donc f(z1) = f(zo)or f est injective.

lsi f est injective Ja pseudo solution est unique

remarque : on ne sait pas & priori que toute solution est un antécédent de p(v).
I1.3. D’apreés la question précédente, toutes les pseudo-solutions ont méme image par f : p(v)

e Si z est une pseudo-solution de (), f(z¢) = p(v) et donc f(xo) —v € Im(f)*, et donc : (f(x)|f(zo) —v) = 0.

e Si, pour tout € E, (f(z)|f(xo) —v) = 0:f(xg) € Im(f) et f(xg) — v est orthogonal & tout vecteur de Im(f) ; donc
f(zo) = p(v) et donc zq est une pseudo solution, d’apres I1.1)

I1.4.
e L’équation s’écrit matriciellement: pour toute matrice colonne X a dim(FE) lignes, '(AX)(AX,—V) = 0, soit "X 'AAX, =
EX AV,
Or si on a deux matrices U et V telles que pour tout X : XU = XV ,onaUX = VX . U et 'V représentent la
méme application linéaire donc sont égales. *AAX) = ‘AV.



e Réciproquement, si YAAXy = AV on multiplie par *X pour obtenir I’équation de I1.3., ce qui entraine que z( est
pseudo-solution de (x).
On a donc:

7o est pseudo-solution de (x) <= 'AAX, = "AV

a
I1.5. En notant Xg = b et on obtient le systéme
c
3a—3c = 2
6b = 3
—3a+3c = 0

1
donc |les triplets (a, b, c) convenant sont ceux de la forme (a, 3 a),a € R|

I1.6.a) En posant pour (A, i) € R?: f(\, 1) = Aa+ ub le probléme est de minimiser || f(\, i) — c||?, soit encore & déterminer
les pseudo-solutions de f(A, u) = ¢ car f est linéaire et la fonction racine carrée est strictement croissante

ar b

v = c et la matrice de f dans les bases canoniques est A =

an by

b) D’apres le théoréme du rang f est injective si, et seulement si, elle est de rang 2,. | f est injective ssi a et b ne sont pas colinéaires |.

c) L’équation matricielle de I1.4. devient:

( lal|? (alb) ) ( A ) _ ( (alc) )

(alb) [[bl] f (0l¢)

Le déterminant du systéme est |a||?|[b||* — (a|b)? . 1l est nul ssi a et b sont liés (cas d’égalité de Cauchy Schwarz) . La
méthode de Cramer donne alors :

) [[b][(ale) — (a]b)(Blc)
[la]|?][el[* — (a]b)2

y = lalPtle) — (afb)(alc)
[lal[2[]]]* — (a|b)?

PARTIE III

IIT.1. a) Comme dans la partie précédente Soit p la projection orthogonale sur 'image de f .

On cherche donc = € Ker(f)* tel que f(z) = p(y) , donc z tel que f(xz) = f(zo) . On cherche donc z € Ker(f)* tel que
(x — x0) € Ker(f) . Cest encore une projection orthogonal.

On prend 3’ la projection orthogonal de z sur Im(f)* et z celle de xq sur Ker(f)*.

y = f(z) +y avec (z,y') € (Ker(f))" x (Im(f))*

b) Soient (z1,;) et (z2,y5) deux solutions. Alors f(x1 —x2) = yh—v; € Im(f)N(Im(f))*. et donc yh—y) = f(z1—22) =0,
donc 1 — x5 € Ker(f) or 21 — x5 € (Ker(f))*, donc z; — 25 =0

[a décomposition est unique

ne pas aller trop vite:xg n’est pas unique

c) Soient x et y dans F' et A dans R. On a par définition de g : z = f(g(z))+2" et y = f(g(y))+v ,z+ Ay = f(g(x+Ay)) +Y’
les deux premicéres relations donnent par linéarité de f : =z + Ay = f(g(z) + Ag(v)) + az’ + by’ = f(g(z) + A\g(y)) + v” avec
9(z) + Ag(y) € Ker(f))*, g(z + My) € (Ker(f))" etY’ € (Im(f))* y” € (Im(f))*, d’on par unicité de la décomposition de

ax + by : glax + by) = ag(x) + bg(y) donc

I11.2.



e Soit = € Ker(g): « = f(g(z)) + 2’ = 2’ € Im(f)* donc Ker(g) C (Im(f))*

e Soit z € (Im(f))*: = = f(g(z)) + 2’ avec 2’ € (Im(f))*, mais on a également = = f(0) + z avec (0,z) € (Ker(f))* x
(Im(f))*. D’aprés Punicité de la décomposition , g(z) = 0 et = € Ker(g). Ainsi,

Ker(g) = (Im(f))~

e Par définition, Im(g) C (Ker(f))*.

e Soit z € (Ker(f))* on a f(z) = f(z) + 0 avec z € Ker(f)* et 0 € (Im(f))* et donc z est image par g de f(z).

e On a 'autre inclusion par égalité des dimensions : d’aprés le théoréme du rang et la dimension de ’orthogonal :

Im(g) = (Ker(f))*

I11.3. a)

e On vient de voir que Vz € (Ker(f))* go f(z) =z .

—

e De plus si z € Ker(f) , f(x)zﬁdon(:QOf(x): 0:

go f est le projecteur orthogonal de E sur (Ker(f))*

b)

e Pour tout y € Im(f) on a par définition y = f(g(y)) + /', avec v’ € (Im(f))*. Donc v’ =y — f(g(x)) € Im(f) N (Im(f))*
doncy' =0et fog(y) =y
6> —

) avec 0 € (Ker(f))l et y € Im(f)* donc g(y) = 0 et donc foglyy=10

pour tout y € (Im(f))* on a y = f(

’ f o g est le projecteur orthogonal de F' sur Im(f) ‘

a d
IIT.4. Soit B la matrice de g dans les bases canoniques on a B € M35 (R) B = ( b e )
c f

e f étant surjective, (Im(f))* = 0, done, pour tout y € F, y = f(g(y)). On a donc AB = I.

1 T
1
o Ker(f) = Vectu avec u = 7 ( -1 ) . La projection orthogonale de v = ( Y ) sur (Ker(f))" est donc : v — (ufv)u
1 z
1 2 1 -1
. Ce qui donne BA = 3 1 2 1
-1 1 2

2 -1
1
e On développe les deux produits qui donne un systéme a résoudre : | B = 3 ( 1 1 ) .

1 2

II1.5. a) Soit = € Ker(f) et y € Im(f). Soit z € E tel que y = f(z). Alors (z]y) = (z|f(z)) = (f(x)|z) = (0]z) = 0 donc
Ker(f) C Im(f)*. Comme dim((Im(f))*) = dim(E) — dim(Im(f)) = dim(Ker(f)) donc Ker(f) = (Im(f))*
On a donc (Ker(f))* = ((Im(f))*)* = Im(f) car . E est de dimension finie,

Ker(f) = (Im(f))*, Im(f) = (Ker(f))*
On a donc g o f est le projecteur orthogonal de E sur (Ker(f))t = Im(f)
b) Soit u un vecteur propre de f et a la valeur propre associée . On a f(u) = Au

e sia#0: alors g(u) =g {f(au)} = ég o f(u) .Or d’apres la question précédente g o f est une projection sur Im(f) qui

f(w)

. U .
contient u = —— donc g(u) = — avec minonnul.
a a



e si a =0 alors u € Ker(f) = (Im(f))* = Ker(g) ( cf IIL.2) et donc g(u) = 0 avec u # 0 et donc u est vecteur propre
de g .

’tout vecteur propre de f est vecteur propre de g‘

e c) f étant symétrique, E posséde une base orthonormée de vecteurs propres de f. Comme ce sont aussi des vecteurs
propres de g, g est diagonalisable en base orthonormée donc

g est symétrique

II1.6. D’apres la question précédente il suffit de diagonaliser A avec des matrices de passage orthogonales: en changeant les
valeurs propres non nulles en leurs inverses on obtiendra la matrice B cherchée.
Le polynome caractéristique de A est X3 —9X2+18X, les valeurs propres de A sont donc 0, 3 et 6. On trouve alors, avec P =

L2 12 (2 2 0
S —2 2 1| €0s(R): A= Pdiag(0,3,6)P~, d'ou B = Pdiag(0,1/3,1/6) P~L soit: |[B= — | 2 3 -2
3\ 21 22 9 8\ o 2 4




