PROBLEME DE MATHEMATIQUES: MPSI ENONCE

PoLYNOMES DE TCHEBYCHEV

On définit une suite de polynomes (P,) de R[X] par :

[ ] P():l,
o P =X;
e YneN: P,,=2XP,,—P,.

P,, s’appelle le n-iéme polynome de Chebychev.

Partie I

1. Montrer que deg(P,) = n. Calculer le coefficient dominant de P,,.
2. Montrer que P,, est pair si n est pair et impair si n est impair
3. Calculer P,(1),P,(—1) et P,(0)
4. Montrer que
Vn € N,Va € R, P,(cos(w)) = cos(na) (1)
5. Montrer que P, est 'unique polyndéme de R[X] vérifiant la relation (1)

6. Déterminer toutes les racines de P,,.

7. Déterminer toutes les racines de P/,

Indication : Dériver (1)

Partie 11

Soit n € N* et soit P € R,,[X] vérifiant :
o Le coefficient de X™ est 27!

o P([-1,1]) c [-1,1] .

km
On note Q = P, — P, et pour 0 < k < n, on pose xj = cos ()
n

8. Calculer P, (zy)
9. Soit k € [[0,n]. Comparer les signes de Q(zx) et de @ (z+1)-

10. (a) Montrer que :
Vke[l,n—1], Qzx)=0= Q' (xx)=0

(b) Montrer par récurrence sur k € [[1,n] la proposition suivante

{o Si Q(zx) = 0, alors @ admet au moins k + 1 racines comptées avec multiplicité dans [z, 1];

e SiQ(zx)#0, alors Q admet au moins k racines comptées avec multiplicité dans [z, 1]

(¢) En déduire que @ posséde au moins n racines (comptées avec leur ordre de multiplicité )dans [—1, 1], puis

que @ =0
Partie 111
Soit n € N* et soit P € R,,[X] unitaire quelconque
11. Démontrer que inf {|P(z)|/x € [-1,1]} > oS

Indication : Raisonner par l’absurde : Poser k = deg (P) et considérer le polynéme Q = 2"~ 1 X"~k p

12. A quelle condition y-a-t-il égalité ?

elamdaoui@gmail.com 1 www.elamdaoui.com



PROBLEME DE MATHEMATIQUES: MPSI CORRECTION

PoLYNOMES DE TCHEBYCHEV

Partie I

1. Pgest de degré 0 et de coefficient dominant 1. Montrons par une récurrence double sur n > 1 que le monéme de
plus haut degré de P, est 27~ 1X™,

— Pour n =1 ou n = 2 la propriété est vérifiée, vu que P, = 2XP, — Py =2X2 -1
— Soit 7 > 1. On suppose que les monémes du plus haut degré de P, et P, sont respectivement 2"~ 1 X" et
2n X"=1 Par définition de P, 12 = 2X P, 11 — Py, et vu que deg(2X P,11) = n + 2 et deg(P,) = n, alors on
en déduit que le terme dominant de P, est celui de 2P, 1, c’est-a-dire 271 X7 +2,
2. Par récurrence sur n on montre que Ps,, est pair et Ps,4; est impair
— Py est pair et P; est impair.

— Soit n > 0. Supposons que P, est pair et que Ps,iest impair. Il vient alors :
Ponyao(=X) = —2Pop1(—X) — Pon(—X) = 2X Pop1(X) — Pop(X) = Popga(X)

Cela prouve que P, 4o est pair. Sachant que Pg, 41 est impair et Po, 12 est pair on démontre de la méme
facon que Ps, 43 est impair.

Remarque : On peut démontrer par récurrence double que P, (—X) = (—1)"P,(X)

3. Par un récurrence double sur n on montre que : P,(1) =1 et P,(—-1) = (-1)"
— Py=1let P =X donc Py(1) = Po(—-1)=1,P (1) =1et P (-1)=-1
— Soit n > 0. Supposons que P, (1) =1, P,(=1) = (=1)", P,y1(1) = 1L et P,y1(—1) = (—=1)"*L. Par définition
de P42, il vient que
Pria(1) =2P,11(1) — Pa(1) =1
et
Poi1(=1) = 2(=1)Popa(1) = Po(1) = 2(=1)""2 = (-1)" = (-1)"*?
Montrons cette fois par une récurrence simple sur n que , Po, (0) = (—1)" et Pp,4+1(0) =0
— Py(0)=1et P(0)=0
— Soit n > 0. Supposons que , Po, (0) = (—1)" et Py, 4+1(0) = 0. Il vient alors :

Pony2(0) = =P (0) =0 et Pany3(0) = —Popy1(0) = —(=1)" = (=1)"**

4. Par une récurrence double
— Pourn=0et n=1: P,(cos(e)) = cos(nw).

— Soit n > 0. Supposons P, (cos(a)) = cos(na) et P,y1(cos(a)) = cos((n + 1)a). On écrit :

P, ia(cos(a)) = 2cos(a)Ppri1(cos(a)) — Py(cos(a))
= 2cos(a)cos((n+ 1)a) — cos(na)
= cos((n+2)a)

5. Soit @ un élément de R[X] vérifiant la propriété (1). On a alors :
Va e R, (P, — Q)(cos(a)) =0 .On en déduit V¢ € [-1,1], (P, — Q)(t) = 0.
Cela signifie que le polynéme P, — @ a une infinité de racines ,c’est donc le polynome nul. Ainsi P, est bien
l'unique élément de R[X] vérifiant (1).

6. Soit n > 1.

k
cos(na) = 0 < Jk € Z, a= L 45
2n n

km

On en déduit que tous les réels de la forme cos (; +
n n

) sont des racines de P,.

k
Si k € [0,n—1] les réels 21 + “Z sont deux & deux distincts et tous dans D'intervalle [0,7]. Or la fonction

n n
cosinus est injective sur cet intervalle .

T km
On en déduit n racines distincts du polynéme P, a savoir les réels : cos <2 + ) avec 0 < k< n—1. Le
n n

polynéme P,, est de degré n, cela constitue toutes ses racines.
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PROBLEME DE MATHEMATIQUES: MPSI CORRECTION

PoLYNOMES DE TCHEBYCHEV

7. P{=0,P{ =1 n’ont pas de racines .On suppose maintenant n > 2.

En dérivant la formule (1) on obtient :—sin(a) P}, (cos(«)) = —nsin (na) .

km km km
sin(na) = 0 si et seulement, si « = —,k € Z. Si k n’est pas un multiple de n alors sin () # 0 et cos ()
n n n
k
est une racine de P). Les réels o , 1 <k<n-—1,sont deux a deux distincts et tous dans 'intervalle ]0, 7[. On

- . km : .
en déduit comme précédemment que les nombres cos | — |, avec 1< k < n — 1, constituent toutes les racines
n

de P} .
Partie I1

8. En utilisant la relation (1) on a :

P (xg) = Pn(cos(l%-)) = cos(km) = (—1)*

9. Si k est pair, alors Q(zr) = 1 — P(zx) et donc Q(xy) > 0. De méme si k est impair Q(zx) = —1 — P(zy), par
conséquent Q(zy) < 0. On en déduit :

Vk e [0,n—1], Qzx)Q(zx+1) <0

10. (a) Soit k € [1,n — 1] et si Q(x) = 0, alors P(zx) = F1, donc P admet est un extremum local en xy, et par
conséquent, P’(x) = 0. Comme P/ (x;) =0, on a donc :Q(zx) = 0= Q'(zx) =0
(b) — Pour k = 1. On sait que Q(z)Q(x1) < 0. Le théoréme des valeurs intermediaires montre alors qu’il y
a au moins une racine de @ dans 'intervalle [z, xo].
Supposons Q(z1) = 0. On a donc également Q’(z1) = 0 et par conséquent, il y a au moins deux racines
(comptées avec leur ordre de multiplicité) de @ supérieures ou égales a x;.

— Supposons la propriété vraie pour 1 < k <n — 1.
o Si Q(xg+1) = 0 en appliquant le raisonnement précédent xj1est une racine double de Q et 'on a
bien k+2 racines supérieures a Xj1.

o Si Q(xk4+1) # 0 et si Q(xy) # 0alors 'hypothése de récurrence et le théoréme des valeurs intermé-
diaires montrent que () admet au moins k + 1 racines dans [zx11, 1]

o Enfin si Q(zr+1) # 0 et Q(zx) = 0 alors 'hypothése de récurrence montre qu'il y a déja k + 1
racines dans [z, 1] C [Zkt1, 1]

(¢) Si Q(zp—1) = 0, alors @ admet au moins nracines dans [z,-1,1] C [-1,1] et si Q(x,—1) # 0, alors Q
admet au moins n — 1 racines [z, _1, 1], et au moins une racine dans [z, z,—1[ par le théoréme des valeurs
intermédiaires. Finalement () posséde au moins n racines dans [—1,1]. Or P et P, ont le méme terme
dominant : 2"~* X", Ainsi deg(Q) < n — 1. Comme il a au moins n racines, on en déduit qu’il est nul.

Partie I11

1
11. Supposons qu'il existe P € R, [X] polynéme unitaire tel que sup (|P(z)]) < St
—1<x<1

Soit k = deg (P) et Q = 2" 1 X" ¥ P. On a alors :

sup (|Q(@)) =2""1 sup ([a"*P(z)]) <2"7' sup (|P(z)]) < L.
—1<z<1 —1<x<1 —1<z<1
Le polynome @ est de degré n , de coefficient dominant 2"~1 et vérifie Vo € [-1,1], Q(z) € ]-1,1] C [-1,1].

Done, d’apreés la question 10 , Q = P, ce qui est impossible car sup (|P(z)|) =1
—1<z<1
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12. Soit P € R,,[X] unitaire tel que sup (|P(z)]) = 5=
—1<a<1

— Si n =1, on vérifie que seul le polynéme P; convient.

1 1
— Sin > 2. Si deg(P) # n, alors P € R,,_1[X], et on sait que dans ce cas 71SE;E<1(|P(QJ)|) > 3n3 a1
On en déduit deg(P) = n, puis 2" 1P = P,
1
Bref il y a donc égalité si, et seulement, si P = 2"7—1]3"
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