MPSI 2 3 DL 5

Corrigé.

Q1]

1. Unicité : considérons deux polynomes B et Bg vérifiant ces deux relations. Puisque B} = B}, il existe une
constante C' € R telle que Vo € R, Bi(x) = By(z) + C. En intégrant entre 0 et 1, on trouve que C' =0 et
donc que B = Bs.

2. Existence: si A est le polynéme nul, il suffit de poser B = 0. Si le polyndéme A n’est pas nul, il s’écrit A =

apXP+--+ag=>4_,ar X" Posonsalors B=31_, %X’”l +C ot C est une constante. Le polynome
B vérifie B’ = A. Pour qu’en plus, on ait fol B(t) dt = 0, il suffit de choisir C = — Ei:oyﬁ?ﬁz‘)' On
P

trouve donc que le polynéme B est de degré p + 1, et que son coefficient dominant vaut 1

@ 2| On démontre par récurrence sur n que le degré du polynéme B, vaut n et qu’il est unitaire, en utilisant la
question 1.

Q 3| Par récurrence sur n.

P(n): By = kzn:_o (Z) bk X

Bl =(n+1) (Z) by X"
k=0

En primitivant,

- n bnfk k
Bhi1 = 1 Rl G
1= (n+ )kz_o<k>k+1 +C
n+1
1
:Zn—F ( n )an_po_,_C
— pr \p—1

n+1
1
=2 (n+ )X”+C
p=1 p

1 1
ou l'on a fait le changement d’indice p = k+1 et utilisé la relation (n N ) nt

n
= ( )pourlgpgn—i-l.
P p \p—1

Comme B,,(0) = C = b,4+1, on peut intégrer la constante & la somme et 'on obtient 'expression de By, 41 :

n+1 TL+].
Bn+1 = Z < )anrlep
p=0 p
Q4
— Puisque B} =1, By = X+b; et comme fol Bi(t) dt = 0, on trouve que|b; = —1/2 | puisque|B; = X —1/2]
— Puisque B} = 2B1, By = X?— X +b, et puisque fol Bsy(t) dt = 0, on trouve que| by = 1/6|et| By = X2 - X+ 1/6 |

— Puisque B} = 3B, B3 = X3 — %Xz + %X + b3 et la condition fol Bs(t) dt = 0 donne [b3 =0] et
3 1

B3 =X3--X?24+_X|
8 2 T3

Q@ 5| Montrons ce résultat par récurrence sur n.
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P(0) est vérifiée clairement.
P(n) = P(n+1): Posons Q = (—1)" "B, ;1(1 — X). Alors

Q(X) = (=)' Bl y (1 - X) = (n+ 1)(~1)" Bu(1 = X) = (n+ 1) By(X) = Byys (X)

Par conséquent, il existe une constante C' € R telle que Q = B,, + C'. Mais par le changement de variables
u=1-—t,

1 1 1
/ Q(t) dt = (—1)"+! / Buir(1— 1) dt = —(~1)"+! / By (u) du = 0
0 0 0
d’ou C' =0, et donc Q = By, 41.

Q@ 6| Par récurrence:

P(n): B, = 2" [Bn(X/z) + B, (X + 1)/2)}

P(0) est vérifiée.
P(n) = P(n+1): posons Q = 2" {BHH(X/Q) + Bny1((X + 1)/2)} Calculons

Q' =23 B (X/2) + 5 Ba((X +1)/2)]

= (n+ 12" [Ba(X/2) + Ba (X +1)/2)]

= (n+1)Bn(X)

= B;z+1
Par conséquent, il existe une constante C' € R telle que Q = B,,+1 + C. Mais en effectuant les changement de
variables u = t/2 et v = (t + 1)/2,

/01 Qt) dt = 2" [/01 Booa(t/2) dt + /01 By (£ +1)/2) di]

1/2
1| / Buia(w) dut [ B (o) do]
0

1/2

1
= / B,i1(t) dt
0
=0
Par conséquent, C =0 et donc Q = Bj+1.
Soit p > 1. D’apres la relation 3, avec n = 2p + 1 et en faisant x = 0, on trouve que

Bapt1(0) = 2°7 [Bap11(0) + Bapy1(1/2)]

D’apres la relation 2, en faisant = = 1/2, on trouve que

Bapt1(1/2) = —Bap11(1/2)

donc Bgpt1(1/2) = 0 et donc Bgpt1(0) = bepr1 = 0. En utilisant la relation 2, avec p = 2k, on obtient
immédiatement que ba, = By (0) = Bay (1), et lorsque p = 2k+1, on trouve d’apres la relation 2 que Baog+1(1) =
—Bok+1(0) = bary1 = 0. Dans tous les cas, B,(1) = Bp(0).

D’apres la question précédente, Bopyo(1) = (—1)?PT2Bgy19(0) = bapo.
En utilisant ensuite la relation 1 avec x = 1, et la symétrie des coefficients bindmiaux :

2p+2
2p+2
Bopi2(1) = Y ( pk >52p+2—k
k=0
2p+2

=2 (27’.”)@ (i=2+2-k)
(3
=0
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En sortant de la somme les termes correspondant aux indices ¢ = 2p — 1, 2p, 2p + 1, 2p + 2, on trouve que

2p—2
2p+2 2p+2 2p+2 2p+2 2p+2
b = b; bap— b b b
2p+2 ;( ; ) +<2p—1> 2p 1+< 2% >2p+(2p+1 2p+1 + 2p +2) 22

2p—2
2p+2 2p+2
-y (pi )bi+ < p2 >b2p+b2p+2
i=0 p
En effet, les nombres bap,—1 et bapy1 sont nuls d’apres la question précédente. Les nombres bo,4 o s’éliminent et
2 2 2 2
puisque < P+ ) = ( P+ ) = (p+1)(2p+ 1), on en tire le résultat de I’énoncé.

2p 2

1
Q 9| De la formule précédente, on tire by = ~30°

@ 10| Par récurrence sur n:

P(n): Bp(X +1) — By(X) =nX""!

P(1): Puisque B1(X)=X —1/2, Bi1(X +1)— B1(X) =1.
P(n) = P(n+1): D’apres P(n),

Vt € R, B,(t+1)— B,(t) =nt"!

Soit & € R. Intégrons la relation précédente entre 0 et z:

/Bn(t—i—l)dt—/ Bn(t)dtzn/ 1y
0 0 0

/1.T+1 By (u) du — /0 Bo(u)du=a" (u=t41)

x+1
/ B, (t) dt = 2™  (Chasles)

1 z+1
B0 = B B

Bupa(@ +1) = Bup1(2) = (n+ 1)

et puisque cette relation est vraie pour tout réel x, on en déduit 1’égalité entre polynomes.
Q11 Ecrivons

e11(277,—i—1)(1 _ e—i(2n+1)a

24

sin[(2n + 1)a] =

= QL [(COS a 4+ 1sin a)2"+1 — (COS a — isin a)2n+1:|
1

2n+1
_ 1 2n+ 1\ 4 kY wink oo 2ntl—k
= Z[Z < k )z (1= (=1)*)sin” acos a}

k=0
2n+1
1 2n+1\ . .
= _ E i* sin® a cos?" 1k ¢
) k
k=0

k impair

n
17 Z <2n N 1) it sin?P 1 g cos?(P) g
= 2p+1

“ (2n+1
= Z ( n )(—1)” sin?P*1 g cos?("7P) g



