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* 1. Composition de polyndmes @
Utiliser fa formule du binbme de Newton pour simplifier P(X + &} puis distinguer les cas selon a valeur de B.

7 2, Ordre de multiplicité @

* % 3. Polynémes d'interpolation de Lagrange @
1) Raisonner par analyse-synthése.

3) a) Uiliser les résultats de la question 2.

b) Considérer la différence des deux polyndmes dont on veut montrer |'égalité.

4) Utiliser le résultat de la question 3.

5) Considérer la différence ¥ L(X) - 1.
j=1

w v 4. Autour des polynémes de Lagrange @
1) Décomposer Q dans C,,[X]. T -

2) Considérer le degré et le coefficient dominant de T,

% 5. Reste de la division euclidienne de polyndmes @
Utiliser la définition de I division euclidienne puis considérer les racines du diviseur.

% 6. Divisibilité de polynomes @

1) et 2) :Montrer que les racines du diviseur sont également racines du polynéme que l'on divise.

3) Raisonner par double implication

% 7. Décomposition dans R[X] et dans C[X] @

1) Penser 2 considérer les polyndmes P et P’ pour étudier, dans un premier temps, la multiplicité de racines évidentes.

2) Utiliser les résultats sur les racines complexes de I'unité.

v 8. Caleul des quelques produits et sommes frigonométriques @

1) Considérer le polyndme X' - 1 en 1 puis utiliser les résultats sur la somme des termes d'une suite géometrique. Pour
simplifier le produit obtenu grice 1 la factorisation de X" - 1, on pourra remarquer que 1 = €,

2) Raisonner comme dans la question précédente.
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fn n
=Y o X - ¥ oyt et donc :
k=0 L=0

k=

[P - P(a) = (X- QX |

£
B Se souvenir que, si p et g désignent deux entiers tels que p < q: 2 (Ugsr = W) = Uger = Uy
k=|'|

b) D'aprés le résultat précédent, le polynome P(X) - P(2) est divisible par (X - 2)° si, et seulement si, (X - ) divise Q, donc
n k-1
si, et seulement i, 3, o4 [Z akH a') =0.
k=1 i=0
Or,ona:

L k-1 n %1
> (Z aktt a') =Y, (Z akl ] et cette derniére somme comportant k termes égaux :
k=1 i=1

P= k=1

0
P(X) - P(a) est divisible par (X - 2)* si, et seulement si, et seulement si 3, koya*! =0
k=1

n
B Se souvenir que, si n et p sont deux entiers tels que n 2 p, la somme 3. uxcomporte it - p + 1 termes.
k=p

<) Par définition, a est racine au moins double de P si, et seulement si, (X - a)* divise P, donc d'aprés le résultat précédent,

comme X, koya"! =P'(a) :
k=1

[ 2 est racine au moins double de P si, et seulement si P(2) = P(a)=0|

I Se souvenir qu'un nombre A est racine du polynéme P si, et seulement si P(2) = 0.

[*x % 3. Polynémes d’interpolation de Lagrange @ 1

1) . Supposons qu'il existe un polyndme P de R, [X] tel que P(y) =1et: Vie 1, nln{j}, P(x) = 0. Comme, pour tout

ie[1, n]~{j}, % est racine de P, le polynéme TT (X -xi) divise P. Ce polyndme étant de degré n - 1 et P appartenant R...[X],
k=1

1]

il en découle l'existence d'un réel o tel que : P = o [T(X-x).
k=1

k|
De plus, comme P(x}} = 1, ona alors :
1] &
al1(x-x) =1 donc, comme [T {x;-x) = 0
L el
a= - dou:
IT(x-x)
k=l
k#j
]
p=T1 5%
k=1 K- Xx
k#j

n
P -« =Xk I » o o ' .
Ainsi, le polynome P =[] }f—\(“ est l'unique polyndme pouvant satisfaire aux conditions énancées.
k=1 ¢ i'. k
kj
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n
2 Considérons alors le polynome P = T i(—:’i Le polynome P étant ici écrit sous forme factorisée, on peut écrire que les
k=1 Xj = Xk
k#j

¢léments de I'ensemble {x, i[1, n] ~ {j}} sont racines de P. Par ailleurs Pe R,.,(X], et ona :

Pa) =TT donc:
k=1 X~ Xk
kel

=1

On peut finalement conclure :

I Il existe un unique polyndme P de R, [X] tel que P(x) = 1 et : Vie [1, n]~{j}, P(x) = 0|

2) a}Pourioutje [1, n], Ljest le produit de n - 1 polynomes de degré 1 admertant respectivement x, (ke [1, n]~{j}) comme
racines. On en déduit alors :

Pour tout je [1, n], L; est un polyndme de degré n - 1 admettant les éléments
de I'ensemble {x,, ke (1, n] ~ {j}} comme racines.

n

b) Ona: vje[l,n],L(x) = 1'[2"—;?‘, et donc :
k=1 47 Ak
k#j

| Vie [1,n], L(x) = 1]
n  Les polynomes (L), __ sont les polynomes de Lagrange. Ils ont pour propriété principale de s'annuler en n - 1 points
donnés et de prendre la valeur 1 en un autre point donné,

3) a)Ona:vke[l,n], Q(x) = iP(xl) Li(x,). Comme pour tout ke [1, n], ona : Vje [1, n] ~ {k}, Li(x) = 0 (cf. question 2a)
=1

et Ly(x) = 1 (cf. question 2b), it ne subsiste dans cette expression que le terme en i =k qui vaut P(x,) Li(x,) = P(xy), et
donc:

[ vke[1,n], Q(s) = P(xy |

b) Soit H = P- Q. D'aprés la question précédente, on a: ke [1, n], H(x) = P(xy) - Q(x) = 0. H admet donc au moins n
racines dans R,
Or, comme Q est combinaison linéaire des polynomes (L)) s €L COMMe pour tout j& [1, n], L est un polyndme de degré

n- 1 (cf. question 2a), on peut écrire que : Qe R,{X]. De plus, P étant également élément de R, [X], on en déduit alors que
: He R,HIX].

Comme HeR,.[X] et comme H admet au moins n racines dans R, on en déduit alors {cf. exercice “Propriétés des
polynémes dans C,[X]" ) que H = 0, et donc que :

P=)Elp(xl)11-
j=

N.B. : ainsi, tout polyndme de R, [X] s’écrit de maniére unique en fonction de Ly, Ly, .., L,

gz Pour démontrer que deux polyndmes P et Q sont égaux, il existe trois méthodes :
—on démontre que P et Q possédent les mémes coefficients,

- on démontre que P et Q possédent les mémes racines (en tenant compte des ordres de multiplicité) et le méme
coefficient dominant,

= on démontre que P - Q = 0 en éablissant que P - Q posséde plus de racines que son degré (cf, exercice “Propriétés
des polyndmes dans C,[X]").



18 OPTIMAL SUP-SPE - Concours 2016

4) D'aprés le résultat de la question 3, si Py existe, alors :

P= ﬁ', P donc:
j=1

= él f()q) Ll‘

Soit alors A; le polyndme défini par : A= 121 f(x) L, Comme A est combinaison linéaire des polynomes (L) et comme
pour tout j& {1, n], Lj est un polynbme de degrlg ln -1, AR, [X].

De plus, d'aprés les résultats de la question 3, on peut écrire : Vke [1, ], Adxy) = f(xy). Il existe donc bien au moins un
polynome A R, [X] tel que : Vke [1, n}, Adx) = fix).

Supposons maintenant qu'il existe un autre polynéme Bre Ry ((X] tel que : Vke [, n], Bi(x) = f(xi). On a alors :
vke [1, n}, Adxd = Bi(x,). Comme A e Rq.[X] et Bre Ra[X], d’aprés le résultat de la question 3b, on peut alors €crire :

A = B, On aboutit ainsi A une contradiction et on peut alors conclure :

| il existe un unique polynome Pre R, [X] tel que : Vke [, n}, Pidx) = f(xﬁl

N.B. : La famille (L) __ étant une base de R,.,[X], on aurait également pu procéder par analyse-synthese en supposant

n
I'existence d'un polynéme A, vérifiant les hypothéses et en le décomposant dans cette base. Ainsi, en posant : A= 2Ly, on
k=1
montre que : Yke {1, n], A(%) = f(xy), et donc, 4 I'ide de la question 3b que, 5'il existe, le polynome A est défini de maniére

15¢5n

unique.

n
5) Posons M = Y, L; - 1. D'aprés le résultat de la question 1a, ona:
i=}

1]
vke 1, n], L L%) = L(x) donc, d'aprés le résultat de la question 1b:
i=l
=1 d'ol:
ke [1, n], M(x) = 0.
Ainsi, M admet au moins n racines distinctes. Comme M est un polyndme de degré inférieur ou égal i n - 1 (comme somme

de polynomes de degrés respectifs inférieurs ou égaux i n - 1, cf question 2.a), on peut donc écrire, d'aprés le résultat de
I'exercice “Propriétés des polynomes dans R, [X]", que Mestle polynéme nul, et 'on peut donc conclure :

N.B. : on zurait également pu utiliser le résultat de L1 question 3bavec P=1.

[ % 4. Autour des polyndmes de Lagrange @ |

1) Soit me N, tel que Qe Cy[X]. Il existe donc un (m + 1)-uplet (4)ygysy, de nombres complexes tel que Q(X) = X oy X"
k=0

ayOnaalors :



