A. Décompositions et divisions de polynémes

* 1. Composition de polynomes @
Seient p un entier naturel non nul, (e, B) un couple de réels non nuls et P un polyndme de degré p. On pose :

[
P= z akX".

k=l

Déterminer le degré et le coefficient dominant de P(X + &) + BB(X).

¢ 2. Ordre de multiplicite @

n
Soient a un réel, n un entier naturel supérieur ou égal d 2 et P(X) un polyndme de degré n s'écrivant PX) = 3 o X*.
k=0

1) Etablir I'égalité : P(X) - P(a) = (X - 2)Q(X) ol Q(X) = i o (kﬁ a"""X‘).

k=1 ISy

2) En déduire que le polyndme P(X) - P(a) est divisible par (X - 2)* si, et seulement si, le nombre réel T, ke, a*" est nul.
k=1

3) A quelle condition nécessaire et suffisante le nombre a est-il racine au moins double du polyndme P(X) ?

* * 3. Polyndmes d'interpolation de Lagrange @

Soient n un entier naturel supérieur ou égal 3 2 et (x) 15 UNE suite de nombre réels distincts,

1) Soit je [1, n]. Montrer qu'il existe un unique polyndme P dans R,..[X] tel que P(x) = L et : Vie {1, n]~{j}, P(x) = 0.

n
Ce polynome sera noté L, On vérifiera que : LX) =TT f—:k
k=1 47k
k=j

2) a) Pour tout je [1, n], expliciter le degré et les racines de L,

b) Pour tout je [1, ], calculer Li{x). Soient P un polynome de R,,[X] et Q le polynéme
QM) = ZPLE),
a) Pour tout ke [1, n], calculer Q(x,).

b) En deduire que :
P=Z3 P(x)L,
=1

4) Soit f une fonction continue sur un intervalle | contenant les réels (%) ., Montrer, 4 l'side du résultat de la question 3b
qu'il existe un unique polynoéme Pre R, [X] tel que :

vke [1, n], P|(Xk) = f(.‘(k).

5) Montrer que :

i>5|I1-o<)=1.

% ¥ 4. Autour des polyndmes de Lagrange ®

1) Soit Q un polynéme de €X]. Dans tout cet exercice, pour tout p_e-ﬁ,‘, on notera IK[X"] Pensemble des polynomes de la

forme ¥ 2,(X")" & coefficients dans .
k=0




