Corrigé du DS8-18/04/2015

Probléme 1 : Polyndmes de Laguerre
syjet classique : CAPES 2011 par exemple.
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1. SoitheN,u:xm— —~ et v:ix>e™ sont de classe C” sur R donc d'apres les théorémes
nl

généraux, f est de classe C” sur R.
2. A7 existe pour tout entier n donc la suite de fonctions (L,) est bien définie.
2.a. VxeR,

Lo(x) =e*fo(x) =1 Li(x) = €Xf(x) = -x+1 La(x) = e/ (x) = S x2-2x 41
On conjecture ici que L, est un polynéme de degré n.

2.b. On calcule f."(x) a l'aide de la formule de Leibniz :
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n x (n —1) :I X (k + 1) Xk _ % et v(k)(x) _ (_l)ke,x dOhC,

vxeR, f(“)(x) Z[ ]( 1y xke

Or u"R(x) =

k
Comme, VxeR, La(x) = e*fa"(x), on obtient, vx<eR, L (x) = Z( j(kll)

n k
2.c. D'aprés la question précédente, VxeR, L, (x) = Zakxk avec Vke[O, n], ax = [k]( kll) donc,
k=0

par définition, |, est une fonction polynome.
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an = " o 0 donc Ly est de degré n et son coefficient dominant est o
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Notons que formellement, L, = Z[ j( D" ik
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3.a. VxeR, fri(x) = e donc,
(n+1)!
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3.b. Soit xeR, on a La(x) = eX.£M(x) donc L (x) = e* £ (x) +e* frD(x).
De méme, Ln.a(x) = . n(ffl)(x) donc |_h+1(x) eX ("”)(x)+e 1c(n+2)(x)

Or en dérivant (n+1) fois la relation obtenue a la question 3.a., on obtient :
vxeR, f172(x) = £ (x) - £17P(x).

' n+1 n+1

Par suite, vxeR, L,.;(x) = € £ (x)+ & (£ D00)- £33 = e £ D ()= L, (- Ly (x).
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4.a. Soit neN et x<RR, ﬁfn(x) = (%),

4.b. On a fn1 = gxfnavec g et f, de classe C* sur IR, donc on peut dériver (n+1) fois la relation
précédente en utilisant la formule de Leibniz :

vnelN, vxeR, f"(x) = Z(Ml] () (x)F 1) (x)

‘ n+1
1
'(x)= —— et vk22,g®(x) =
Or g'(x) - et vk2 2, g"(x) =0 donc

vneN, vxeR, fD(x) = [n i IJ (°>(x)ﬁ"*“(x)+[ j g ()™ (x )= ﬁ("”)( it h+l ﬁ(")(
En multipliant par (n+1)e* > O, on obtient :

vnelN, vxeR, (n+1)L, ,;(x)= x.&* £ (x)+ (n+ DL, ().

Or f"W(x)=e™L (x) donc f"D(x)=e™ L (x)-e™ L (x), on remplace :

vnelN, ¥xeR,

(n+ 1)L, (%) = %L, (}) — L, () + (n+ DL, (x) = (n+ DL, (x) = x.L, (x) + (n+1- X)L, (x) .
CCl:(n+1).Lna= XL+ (n+1- X)L

5. On dérive formellement la relation précédente :

(n+ DL'w1=XL" + L+ (n+1-X)L' - Ln

Or d'aprés la question 3, L, =L —L_donc

(n+DLn-L)= XL +Ln+(n+1-X)L'n-Ln= XL+ (1 -X)L'n+nLn=0

CCl : La fonction polyndme L. est solution de I'équation différentielle du second ordre :
xy"+(1-x)y'+ny =0

Probléeme 2 : Intégrales de Wallis et formule de Stirling
Grand classigue, le résultat fait partie du cours de spé.

Partie 1 : Propriétés de In= stin" tdt ol nelN.

l.a|L, =J’fdf:f et|L, :Esinf.df:[—cosf]g -1}

z 0 z 2
I - jz sin" t.df = L sin"(Z - u).(~du) = Iz cos"udu= JZ cos” t.dt
0 > 2 0 0
1.b. sin" est continue et croissante sur [O,% 1. donc, VTE[O,% 1. VneN, O ¢sin"t< 1.

. B . T
Comme x> sin" x n'est pas la fonction nulle sur [O'E ], alors I, > O.

De plus VnelN, In - Tn = j Zsin" t.dt — j Zgin"! t.dt = Fsin"f.(l —sint)dt .
0 0 0
Comme, V‘re[O,% ], sin"t(1-sint) > 0, on a I, - I.1 2 O par croissance de l'intégrale.

CCl : ¥nelN, 0 < Iy < I,



