PROBLEME DE MATHEMATIQUES ENONCE

LES CLASSIQUES DE LA REDUCTION

n désigne un entier > 2, K =R ou C et F un K-espace vectoriel de dimension n

PROBLEME 1: Le polyndéme caractéristique de AB et BA

Soient A, B € M,,(C). On désire établir ’égalité des polyndmes caractéristiques : xap = XBAa
1. Etablir I'égalité quand A € GL,(C).

I, 0
2. te J, = .
On note J, (0 0)

(a) Montrer que x5 = XBJ,. Indication : Ecrire B par bloc

(b) Déduire que xap = XBA

3. On considére les matrices carrées d’ordre 2n définies comme suit

BA —-B 0 -B I, 0
M‘(o 0)’N_(0 A)etp_(A In)

(a) Montrer que P est inversible et vérifier que MP = PN
(b) Déduire que xap = XBA
4. Application : Soit A € M,,(C). Montrer x ,4 € R[X].

PRrROBLEME 2: Diagonalisation simultanée

Soit u et v deux endomorphismes diagonalisables de F qui commutent.
1. Justifier que les sous-espaces propres de u sont stables par v
2. Montrer que I'endomorphisme induit vy par v sur chaque sous-espace propre E)(u) de u est diagonalisable
3. En déduire que u et v sont diagonalisables dans une méme base
1 1 -1 2 1 -1
4. Application : On donne les matrices suivantes A = | 1 1 —-1]leteB=[-2 5 -1
-1 -1 1 -4 2 2
Montrer que A et B sont diagonalisables au moyen d’une méme matrice de passage et déterminer cette matrice
de passage

5. Généralisation : Soit , uq, ..., U, une famille d’endomorphismes diagonalisables de ' commutant deux & deux.
Montrer qu’il existe une base de F diagonalisant tous les u;.

PROBLEME 3: Racines carrées d’une matrice

Soit A € M, (R), on appelle une racine carrée de A toue matrice R € M, (R) vérifiant R? = A.
On suppose que la matrice A € M, (R) admet n valeurs propres réelles A\; < Ao < --- < Ay,.

1. Justifier Pexistence d'une matrice P € M,,(R) inversible telle que A = PDP~! ou D = diag(\1, A2, ..., \,), puis
montrer que R est une racine carrée de A, si et seulement si la matrice S = P~!RP est une racine carrée de D.

2. Soit S une racine carrée de D.
(a) Montrer que DS = SD. En déduire que la matrice S est diagonale.
(b) On note alors S = diag(si, ..., s,). Que vaut s? lorsque i € {1,...,n}?
(¢) Que peut-on dire de Rac(A) si A admet une valeur propre strictement négative ?
)

(d) Sion suppose toutes les valeurs propres de A positives ou nulles, déterminer les racines carrées de la matrice
D. On pourra poser ¢; € {—1,+1} pour i € {1,...,n}.
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3. Ecrire toutes les racines carrées de A a l'aide de la matrice P. Combien de racines carrées A admet-elle 7 (On
discutera selon le signe des valeurs propres de A).

11 -5 5
4. Application : Ecrire toutes les racines carrées de A = | =5 3 -3 | a l'aide de la matrice P que l'on
5 -3 3

déterminera.

Extrait: CCP-Math2-MP-2005

PROBLEME 4: Racines carrées de la matrice nulle

On cherche & déterminer les racines carrées de la matrice nulle.
Soit R € M, (R), une matrice carrée de la matrice nulle. Soit f 'endomorphisme de R™ dont R est la matrice dans la
base canonique de R™. On note r le rang de f.

1. Comparer Im(f) et Ker(f) puis montrer que r < g

2. On suppose f non nul, donc r > 1. Soit (eq,...,e,) une base de Im(f) que 'on compléte avec (er41,...,€n—_r)
pour former une base de Ker(f). Pour ¢ € {1,...,7}, on note u; le vecteur tel que f(u;) = e;.
Moutrer que la famille B = (ey,...,ep—r,u1,...,u,) est une base de R"

3. Ecrire la matrice de f dans la base B. On notera M, cette matrice.
4. Déterminer les racines carrées dans M, (R) de la matrice nulle.

5. Application : Déterminer dans M4 (R), les racines carrées de la matrice nulle.

Extrait: CCP-Math2-MP-2005

PROBLEME 5: Racines carrées de I,

Soit R une racine carrée de 'unité I,,.
1. Vérifier que R est une matrice inversible.
2. Montrer que R est semblable & une matrice diagonale que I'on décrira.

3. Déterminer les racines carrées de l'unité I,,. On pourra poser ¢; € {+1,—1} pour i € {1,...,n}.

Extrait: CCP-Math2-MP-2005

PROBLEME 6: Le produit de Kronecker

Pour A = (a; ;) € M, (C) et B = (b; ;) € M,(C), on définit A® B € M,,2(C) par

al,lB e al,nB
A® B = :

amlB e amnB
Montrer que si A, A’, B, B’ € M,,(C) alors (A® B)(A' ® B') = (AA") ® (BB’).
En déduire que A ® B est inversible si, et seulement si, A et B sont inversibles.

Déterminer le spectre de A ® B.

=W e

En déduire le polynéme caractéristique, la trace et le déterminant de A ® B.
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Extrait: CCP-MP

PROBLEME 7: Les matrices du rang 1

Soit A € M, (K) telle que rg(A) =1
1. Montrer existence de deux vecteurs non nuls U et V de K” telles que A = U'V
2. Montrer que A% = tr(A)A et déduire 4.
3. En déduire que A est diagonalisable si, et seulement si, tr(A) # 0
4. Montrer que si tr(A) # 0, alors A est semblable dans M, (R) a la matrice diagonale diag (0,...,0,tr(A))
5. On suppose que tr(A) =0 et on désigne par f ’endomorphisme de M, ; (K) canoniquement associé a A.

(a) Montrer que U € Ker(f) et justifier 'existence d’une base de Ker(f) de la forme (E,...,E,_2,U).

1
b) Soit W = -——V. Montrer que (F1,...,E,_2,U W) est une base de M, 1 (K) et écrire la matrice de
tVV s
dans cette base.

(¢) En déduire que deux matrices de rang 1 et de trace nulle sont semblables dans M, (K).

Extrait: CNC-Maths2-TSI-2007

PROBLEME 8: Matrice stochastique

On dit qu’une matrice A = (a; j)1<i,j<n € Mn(R) est strictement stochastique lorsque

V(i 5) € [|L,nf%, ai; >0 (1)
Vie(|Lnll, Y ai;=1 (2)
j=1
Soit A = (a; ;)1<i,j<n € Mn(R) est strictement stochastique
1
1. Soit U = | i | € My 1(R) le vecteur colonne dont tous les coefficients valent 1. Calculer AU et en déduire que
1
1 est valeur propre de A.
€
2. (a) Solent une matrice B = (b; ;)1<i j<n € Mn(C) telle que det(B) = 0 et un vecteur colonne X = [ : | €
Ln

M, 1(C), X #0, tel que BX = 0. Soit k € [|1,n]] tel que |zx| = max{|z;|, ¢ € [|1,n|]}. Justifier I'inégalité

n
bkl < by
%
(b) Soit A € Spc(A4). En appliquant ?? & la matrice B = A — AI,,, montrer que |agr — A| < 1 — ag, ot k est
Pentier défini en ??. En déduire |A| < 1.
(c) On suppose que A € Spc(A) vérifie || = 1 et on note A = € avec § € R. Déduire de I'inégalité |ay  —e'?| <
1 —agr de 7?7 que cos(f) = 1, puis en déduire A.
3. (a) Montrer que 1 € Spc(*A4). En comparant le rang de A — I,, et celui de A — I,,, montrer que les sous-espaces
E1(A) et Eq1(*A) ont méme dimension.
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U1
(b) Soit V.= | ¢ | € Mp1(C), V # 0, tel que YAV = V. Montrer que pour tout ¢ € [|1,n|], on a |v;| <
Up
n n
Z aj,ilvj|. En calculant Z |v;|, montrer que toutes ces inégalités sont en fait des égalités.
j=1 i=1
|01
On note |[V|= [ : |. Montrer que *A|V| = |V|, puis que pour tout ¢ € [|1,n]], on a |v;| > 0.
|vn]
T1 Y1
(c) Soient X = [ © | et Y = | ! | des matrices non nulles de M,, 1(C) qui appartiennent a F;(*A4). En
In Yn
considérant la matrice X — ﬂY, déterminer la dimension de E;(*A). Justifier qu’il existe un vecteur
Y1
w1 n
unique @ = | | qui engendre E;(*A), tel que pour tout ¢ € [|1,n]], on ait w; > 0 et Zwi =1.
i=1
Wn

n
Montrer que, pour tout ¢ € [|1,n]], on a Zajyiwj = w;.
j=1
(d) Bilan des propriétés spectrales de A et de 'A.
Citer les propriétés des vecteurs propres et des sous-espaces propres de A et de 'A qui ont été démontrées
dans les questions précédentes

w1
4. A laide la matrice Q = [ : | définie en 77, on considére I’application N définie de M, ;(C) dans R par

Wn,
X1 n
VX = | | N =D wilal
i=1

Ln

Montrer que N est une norme sur M, 1(C). Montrer que pour tout X € M, ;(C) on a N(AX) < N(X).
Retrouver le résultat de 77 : pour tout A € Spg(4), |A| < 1.

w1
5. A Taide la matrice colonne ) = |, on considére la forme linéaire & : M,, 1(C) — C définie par
W,
xl n
VX = ], (X)) =) wi
i=1
Tn

On note Ker(®) le noyau de ®.
(a) Montrer que pour tout X € M,, 1(C) on a $(AX) = &(X).
(b) Justifier que M,, 1(C) = E1(A) & Ker(®).
(¢) Soit X € E)(A) avec A # 1. Montrer que X € Ker(®).
)

(d) En utilisant les résultats précédents, déterminer I'ordre de multiplicité de la la valeur propre 1 de la matrice

A.

Extrait: CCP-PSI-2012
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PROBLEME 9: Commutant

Ici K = C des nombres complexes.
Soit u € L(E). On appelle commutant de u ensemble C(u) des endomorphismes qui commutent avec u; on a :

Clu)={ve L(E),uocv=vou}.

On suppose 'endomorphisme u diagonalisable.
Soient p € N* et (A1, Aa, ..., Ap) € CP ses valeurs propres. On a :

E= P Ex(u).
1<i<p
On pose n; = dim Ej, (u) pour 1 <14 < p.
Soit B une base de E. On rappelle que la base B est dite adaptée a la somme directe F = @ Ey, (u) 'l
1<i<p
existe pour chaque entier i compris entre 1 et p, une base (et,.. .,eih_) du sous-espace vectoriel E}y,(u) telle que

— (o 1,2 2 P
B = (el,...,em,el,...,em,...,el,...,eﬁp).
1. Montrer que si v € C(u) alors les sous-espaces Ej,(u) sont stables par v.

2. Pour tout entier ¢ compris entre 1 et p, on note u; I’endomorphisme de Ej,(u) induit par u. Que peut-on dire

de u; ?
3. En déduire que v € C(u) si et seulement si, sur une base B adaptée a la somme directe E = @ E, (u) :
1<isp
Vi 0 -+ oo 0
0 7
Mat(v,B) =

0

0 0 v

avec V; € M,,,(C) pour 1 < i < p.
4. Montrer que dimC(u) = Z n3.
1<i<p

5. Montrer que si u est diagonalisable, alors dim C(u) > n.

6. Montrer qu’il existe v € L(E) diagonalisable tel que dimC(u) = n.
2 -1 1

7. Déterminons les matrices qui commutent avec A = [ -1 2 -1
1 -1 2

Extrait: MATHS 3 de E3A - 2002 - Filiére MP

PROBLEME 10: Crochet de Lie

Soit A est une matrice quelconque de M,,(R). On note ¢4 lapplication de M,,(R) dans M, (R) définie par :
daA(M) =AM — MA

On note 8. = (ey,...,ey) la base canonique de R™.
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1. On suppose dans cette question que A est diagonalisable.

On note 8 = (¢, ..., c,) une base de vecteurs propres de u (défini au début du probléme) et, pour tout entier i
tel que 1 < i < n, A\; la valeur propre associée au vecteur ¢;. On note alors P la matrice de passage de la base
A 0 ...00
R 0
B. ala base S et D =
: . -0
0o ... 0 X\,

Enfin, pour tout couple (4,5) d’entiers tels que 1 < i< netl1l<j<n,on pose:
B ;= PE;; P~
(a) Exprimer, pour tout couple (4, j), la matrice DE; ; — E; ;D en fonction de la matrice E; ; et des réels A; et
Aj.
(b) Démontrer que, pour tout couple (3, 7), B; ; est un vecteur propre de ¢4.
(¢) En déduire que ¢4 est diagonalisable.

On suppose dans la suite que ¢4 est diagonalisable en tant qu’endomorphisme de M, (R) et on note
(P,j)1<i<n une base de vecteurs propres de ¢ et, pour tout couple (i, j), A;; la valeur propre associée
N Pl-,jl.gjgn
2. Dans cette question, on considére A comme une matrice a coefficients complexes (A4 € M, (R) C M, (C)) et ¢4
comme un endomorphisme de M,,(C) (défini par ¢4 (M) = AM — M A pour tout M € M,,(C)).
(a) Justifier que toutes les valeurs propres de ¢4 sont réelles.
(b) Soit z € C. Justifier que si z est une valeur propre de A, alors z est aussi une valeur propre de ‘A.

(c) Soit z € C. On suppose que z et Z sont deux valeurs propres de la matrice A. On considére alors X € M,, 1(C)
(X #0)et Y € M, 1(C) (Y #0) tels que AX = 2X et "AY =zY.
En calculant ¢4 (X tY), démontrer que z — Z est une valeur propre de ¢ 4.
3. En déduire que la matrice A a au moins une valeur propre réelle.
On note A une valeur propre réelle de A et X € M,, 1(R) (X # 0) une matrice colonne telle que AX = AX.

4. Démontrer que, pour tout couple (4,5), on a: AP; ;X = (A+ \; ;) P ; X.
5. Montrer que pour X € M, ; (R)\ {0}, Papplication linéaire M,, (R) — M, 1 (R), M — M X est surjective
6. En déduire que A est diagonalisable.

Extrait: CCP-MP-2012

PROBLEME 11: Translations

Soient A et B deux éléments de M, (K); on considére 'application, notée ® 4 g, suivante

<I> . Mn (K) — Mn (K)
AB - X +— AX+XB

1. Soit V un vecteur propre de A associé a la valeur propre a et W un vecteur propre de ‘B associé a la valeur
propre b. Montrer que la matrice VW est un vecteur propre de ® A,B; & quelle valeur propre est-il associé ?

2. Soit A une valeur propre de @4 g et Y € M, (K) un vecteur propre associé.
(a) Montrer que pour tout entier naturel k, A¥Y =Y (A, — B)lC
(b) En déduire que pour tout polynéme P, a coefficients dans K, P (A)Y =Y P (\l,, — B).

(¢) On suppose que le polynéome caractéristique x4 de A est scindé sur K et s’écrit

XA = H (X — )™

HESPg(A)
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i. Montrer que Yxa (A, — B) =0 et en déduire que la matrice x4 (AI,, — B) n’est pas inversible.
ii. En déduire qu’il existe a € Spg (A) tel que la matrice (A — a) I, — B ne soit pas inversible.
3. Conclure que si le polynéme y 4 est scindé sur K alors Spg (P4, 5) = Spx (A) + Spg (B)
4. Soient (Y7,---,Y,) une famille libre de M,, 1 (K) et Z1,-- - , Z,, des vecteurs arbitraires de M, 1 (K). Montrer que

P
I’égalité Z Y;'Z; = 0 a lieu si et seulement si les vecteurs Zi,--+,Zy sont tous nuls.
i=1
5. On suppose ici que les matrices A et B sont diagonalisables dans M, (K) et on désigne par (Uy,---,U,) et
(W1,---,W,) des bases respectives de vecteurs propres de A et ‘B. En considérant la famille (Uith)lq j<n’

montrer que I’endomorphisme ® 4 g est diagonalisable.

Extrait: CNC-Math I1-2006

PROBLEME 12: Matrices réelles d’ordre 3 vérifiant A3+ A =0

Soit A une matrice réelle d’ordre 3 telle que A # 0 et A% + A = 0. On note E le R-espace vectoriel R?, B = (e, €2, €3)
la base canonique de E et u 'endomorphisme de E dont la matrice relativement a la base B est A.

1. Vérifier que u3 + v = 0 et que u n’est pas I’endomorphisme nul.

2 = —idg et trouver une contradiction.

2. (a) On suppose que u est injectif ; montrer que u
(b) Justifier alors que dim Keru € {1,2}.

3. Montrer que E est somme directe des sous-espaces vectoriels Keru et Ker(u?+idg). Quelles sont alors les valeurs
possibles de la dimension du sous-espace vectoriel Ker(u? + idg) ?
4. On pose F = Ker(u? +idg)
(a) Veérifier que F est stable par u. On note v ’endomorphisme induit par u sur F.
(b) Vérifier que v? = —idp .
(c) Préciser le déterminant de v? en fonction de la dimension de F et en déduire que dim F = 2.
(d) Montrer que 'endomorphisme v n’a aucune valeur propre réelle.
5. On considére un vecteur e} non nul de Keru, un vecteur €5, non nul de F et on pose ef = u(e}).
(a) Montrer que la famille (e}, e5) d’éléments de F est libre.
(b) Montrer que la famille B’ = (e}, €}, €5) est une base de E et écrire la matrice B de u dans cette base.

(¢) Que peut-on alors dire des matrices A et B?

Extrait: CNC-PSI-2006

PROBLEME 13: Sous-espace caractéristique

On considére une matrice A de M, (C) et on note f 'endomorphisme de C™ canoniquement associé. Le polynome
caractéristique de A est noté P et les valeurs propres complexes distinctes de A sont notées Ay, Ao, -+, A\.. Pour tout
i € [[1,r], on note :

e m; est 'ordre de multiplicité de la valeur propre \;, c’est a dire I’ordre de multiplicité de la racine A; du polynéme
P.

e P; le polynome défini par P;(X) = (X — \;)™.
e F; le sous espace vectoriel de C™ défini par F; = Ker((f — A;Idca)™).

Kkk skoksk skoksk
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1. Montrer que les sous-espaces vectoriels F; sont stables par f. On note f; 'endomorphisme de F; obtenu par
restriction de f a F;

.
2. Montrer que C" = @Fi.
i=1

3. Exprimer le polynéme caractéristique de f a 'aide de ceux de f;

4. Justifier que P; est un polynéme annulateur de f; et déduire le polynéme caractéristique de f; a l'aide de
dk = dim F; k

5. Montrer que P; est le polynome caractéristique de f;, puis comparer dim F; et la multiplicité m;

Extrait: Naval-1989

PROBLEME 14: Endomorphismes cyclique

Soit f un endomorphisme cyclique de F, c’est-a-dire il existe un vecteur zy de F tel que : E = Vect (fk (zo) | k € N))
1. Une base adaptée de F
On désigne par m le plus grand nombre entier naturel tel que :
(w0, f(w0), f2(w0), ..., f™ (x0)) est libre et (xq, f(x0), f2(20), ..., f™(x0)) est lide.
(a) Justifier existence d’un tel nombre entier naturel m, puis montrer par récurrence sur k que les vecteurs
f™ % (z0) appartiennent & Vect(zo, f(z0), f2(20), ..., f™ H(wo)).
(b) En déduire que la famille (z, f(x0), f2(z0), ..., f™ (20)) est une base de E, puis que m = n.
n—1
Dans toute la suite de ce probléme, on convient de poser f™(zg) = Zpkfk (o) et on désigne alors par P
k=1

n—1
le polynome de K[X] défini par P(X) = X" — Z}%Xk
k=1

2. Matrice et polyndome annulateur de f
(a) Ecrire la matrice M de f dans la base (zo, f(20), f2(z0), ..., f* " (x0)).

(b) Montrer que les n endomorphismes Id, f, f2, ..., f*~! sont indépendants, puis en déduire qu’il n’existe
aucun polynéme ) non nul de degré strictement inférieur a n tel que Q(f) = 0.
n—1
(c) Déterminer I'image par 'endomorphisme P(f) = f"—z prf* des vecteurs de la base (xo, f(x0), f2(x0), - - -, f* " (z0))
k=0

puis en déduire que P(f) = 0.
3. Caractérisation des endomorphismes cycliques diagonalisables
(a) On considére une valeur propre A\ de f et un vecteur propre associé x.

Calculer f*(x) pour k € N et en déduire que P(\) = 0.

(b) On considére une valeur propre A de f. Déterminer le rang de 'endomorphisme f — Aldgs a aide de sa
matrice, puis en déduire la dimension du sous-espace propre associé a .

(c) Etablir que I’endomorphisme cyclique f est diagonalisable si et seulement s’il posséde n valeurs propres
distinctes.

4. Etude du commutant de f lorsque f est cyclique
(a) Montrer que le commutant C(f) = {g € L(C™) | go f = f o g} est une sous-algébre de L(C").
(b) Soient deux endomorphismes u et v appartenant a C'(f).

Montrer, si u(zg) = v(zp), que u = v.

n—1
(¢) Soit g un endomorphisme pour lequel on pose g(xg) = Z ar f*(xo).
k=0

n—1
Montrer que si g appartient a C(f) alors g = Z arf*.
k=0
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(d) En déduire que le commutant C(f) est de dimension n et démontrer qu’il admet pour base (Idcx, f, f2,..., f*~1).

Extrait: Epreuve commun-EPITA

PROBLEME 15: Polynéme minimal en un vecteur

— E désigne un K—espace vectoriel de dimension finien > 2, (K=RouC ) et f € Lx (E)

— 7y le polynéme minimal de f

—K[f]={P(f) /PEK[X]}

— Pourz € E ,onpose I, ={P € K[X] / P(f)(z) =0} et E, =E;(z)={ P(f)(z) / € K[X]}

Kokk okckok skokok

1. Soit z € E. Montrer qu’il existe un unique polyndme unitaire 7, € K[X] tel que : I, = (7;) = 7, K [X]
2. On pose k = deg (7y) et r = deg (7y)
(a) Vérifier que r < k
(b) Montrer que E, est un sous-espace vectoriel de E
(¢) Montrer que dim E,, = r et en donner une base
(d) Montrer que K[f] est une sous-algébre de £ (F) et en donner une base
3. Soient x7 et xo de deux éléments de F
(a) On suppose que E,, N E,, = {0} , montrer que 7y, z, = ppem (T, Ty, )
(b) On suppose que 7, et 7, sont premiers entre eux . Montrer que E,, ., = E,, ® E,,
4. Soient z1, 9, ..., ), des vecteurs de £/

(a) On suppose que E.,, E.y ..., E,, sont en somme directe . Montrer que :
Ty +zot... 4z, — PPCM (7%1 y Mgy o pr)

(b) On suppose que 7y, , Tz, ,...., Tz, sont deux a deux premiers entre eux . Montrer que :
Ezl+m2+...+wp = Eazl ) Ezz D..D Eg;p

5. Soit P un facteur irréductible de 7y de multiplicité o
(a) Soit x € Ker (P> (f)) . Montrer qu’il existe un entier a; < « tel que : m, = P
(b) En déduire qu’il existe x € Ker (P (f)) tel que m, = P“

Indication : On pourra raisonner par l'absurde en supposant que Yz € Ker (P* (f)) ,a, < «
6. En déduire qu’il existe x € F tel que : m, = 7y

Extrait: Concours Commun 1996-ENTPE, ENSG, ENTM, ENSTIMD
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PROBLEME DE MATHEMATIQUES CORRECTION

LES CLASSIQUES DE LA REDUCTION

PROBLEME 1: Le polyndéme caractéristique de AB et BA

1. Les deux matrices X1I,, — AB et X1, — BA sont semblables

C

2. (a) On écrit B = (E 7

obtient

) avec C matrice carrée d’ordre r. Alors, par un produit matriciel par blocs, on

c 0 C D
BJT—(E 0) et JrB—(O 0)

Les matrices X1, — BJ, et XI,, — J.B sont triangulaires par blocs, alors

xBJ,(X) = det(XI,— BJ,)
XI.—-C 0
= " = X"""xc(X
‘ XI,_, xc(X)
et
xs,.5(X) = det(XI,— J.B)
XI, — ¢ -D n—r
- ‘ O Xlnfr - X XC(X)

D’ou l'égalité
(b) Dans le cas général, on peut écrire A = QJ,.P avec r =rg(A) et P,Q inversibles.

XAB(X) = Xg-1480(X) = X1,PBQ(X)

donc
xaB(X) = xpBqJ.(X) = xBqJ,P(X) = XPxpa(X)
BA —B)

0 -B I, 0
0 0 _<0 AB)tP (A I)

(a) On a det (P) =1, donc P est inversible. Par un produit matriciel par blocs
BA -B\ (I, 0\ (0 —-B
MP_(O 0><A In>_<0 0)
I, O 0 —-B 0 -B
PN = (A I)(O AB>_(0 0)

(b) M et N sont semblables, donc elles ont le méme déterminant. Et puisque

3. On note M = (

xm(X) = det (X, — M)
XI,—BA B
= " =X" X
0 X1, xpa(X)
et
xN(X) = det(XIy, — N)
XI B
= " = X" X
’ 0 Xln—AB‘ xaB(X)
Donc X"xap(X) = XnXBA( ), puis xXaB = XBA
4. Application : On a x 4,4(X) = det (XI —AA) donc en conjuguant

Xaz (X) = det (XTI, — AA) = x4 (X)

Or pour A, B € M,, (C),xaB = XBa, on obtient donc X7 = X 47 et par conséquent x 47 € R[X]
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PROBLEME 2: Diagonalisation simultanée

1. u et v commutent, alors les sous-espaces propres de 1'un sont stables par 'autre

2. L’endomorphisme induit d’un endomorphisme diagonalisable est diagonalisable

3. Posons Sp (u) = {A1,- -+, Ap}, m; Pordre de multiplicité de A;, E; = Ker (u — X\;Idg), B; base de E; et B = .QBZ'

P
base adaptée a la décomposition E = @ F;. Alors
i=1

1=

M, (0)
)\2Im2

Matg (u) =
(0) Mplm,

Or pour tout ¢ € [1, p], 'endomorphisme vy, est diagonalisable, donc il existe une base C; de E; pour laquelle
D; = Mate, (vy,) est diagonale. Soit finalement C = }@lci, alors Mate (u) = Matg(u) et
=

0

(0)

ce qui montre que C est une base de diagonalisation de u et v.

Mate(v) =

4. Soit u et v respectivement les endomorphismes de R? canoniquement associés a A et B.

4 4 —4
— OnaAB=BA=| 4 4 -4, doncuv=vu
—4 —4 4

— xa = X2 (X —3) est scindé et dim Eg(A) = 3 — rg(A) = 2 = m(0), donc u est diagonalisable
— xB = (X —1)(X —4)? est scindé et dim E4(B) = 3 — rg(B — 4I3) = 2 = m(4), donc v est diagonalisable
D’aprés ce qui précéde u et v sont codiagonalisables

— On a Ey(u) = Vect (¢; = (—1,1,0),c2 = (1,0,1)) et E3(u) = Vect (¢5 = (—1,—1,1))

— v(e1) = Tey + 6eg, v(ea) = —3¢1 — 2¢2 et v(es) = 4es, done
7T =310
Mcat (v)y=16 —210 o C=(cy,co,c3)
0 0 |4

L 7T -3 s
On note vy la restriction de v sur Ey(u), alors (Mat) (vg) = (6 2) de polynome caractéristique x,, =
C1,C2 -

X? —5X +4= (X —1)(X —4). Les sous-espaces propres de vg sont Fy(vg) = Vect(c; + 2co = (1,1,2)) et
E4(vo) = Vect(c; +c2 = (0,1,1))

— Soit v; = (1,1,2), v2 = (0,1,1) et v3 = (—1,—1,1). On a bien (vy,v2,v3) est une base et

00 0 10 0
Mat (u)=10 0 O et Mat (v)=|(0 4 0
(v1,02,v5) 00 3 00 4
1

10
Ennotant P= |1 1 —1]|,alors P"*AP = diag(0,0,3) et P"1BP = diag(1,4,4)
2 1 1
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5. On procéde par récurrence sur m. Précisément, on prouve pour m > 1 la propriété suivante :

Pun : Pour tout K-espace vectoriel E' de dimension finie, pour toute famille de m endomorphismes de
FE, uy,...,un,, diagonalisables et commutant deux & deux, il existe une base diagonalisant tous les u;.

La propriété est vraie pour m = 1. Supposons qu’elle est vraie pour m — 1, et prouvons-la au rang m. Soit A
une valeur propre de up, et F) le sous-espace propre associé. Alors Ey = Ker(u — AIg) est stable par chaque
u;, pour ¢ > 2, puisque w; commute avec u;. Notons v;  la restriction de u; a Ey. Alors on a une famille
de m — 1 endomorphismes de Ey, vay,...,Un x qui commutent, et qui sont diagonalisables (rappelons que la
restriction d’un endomorphisme diagonalisable & un sous-espace stable reste diagonalisable). Par I’hypothése de
récurrence, il existe une base B de Ey qui diagonalise chaque v; , pour 7 > 2. Elle diagonalise aussi v;, puisque
v1,xn = Mp,. Il suffit alors de réunir les bases By, pour A décrivant I’ensemble des valeurs propres de u;, pour
obtenir une base de E qui diagonalise tous les u;.

PROBLEME 3: Racines carrées d’une matrice

1. Les sous espaces propres E), (A) sont de dimension > 1 et en somme directe. Leur somme a donc une dimension
au moins égale a n. Comme elle est incluse dans R™, sa dimension est en réalité égale a n et chaque Fj,(A4) a
une dimension égale a 1. Notons (f;) une base de E\,(A). La famille (fi,..., f,) est une base de R™. Si P est
la matrice de la base canonique de R™ aux f; alors P71 AP est la matrice dans la base (f;) de "endomorphisme
canoniquement associé & A. Par choix des f;, cette matrice est diag(A1,...,\,) et on a donc

A=PDP™' avec D =diag(\1,...,\n)

Soit R € M, (R) et S = P~'RP. On a R? = A si et seulement si P~1R?P = D (il y a équivalence car on revient
en arriére en multipliant par P & gauche et P! & droite) c’est & dire S? = D. On peut donc écrire

Rac(A) = P.Rac(D).P~!

2. (a) Ona SD = 53 = DS. On fait le produit matriciel pour obtenir

Vi, g, SijA; = Z SikDr,j = Z D; 1Sk = XiSij
=1 =1

Les A\ étant deux & deux distincts, on a donc

Vi#j, Si;=0
et S est diagonale.
(b) On a alors S? = diag(s?,...,s2). Comme S? = D, on a donc
Vi, 87 =\

(c) Siil existe un i tel que A; < 0, les relations précédentes sont impossible et donc
Rac(A) =0
(d) Si tous les \; sont positifs, on vient de voir que
Rac(D) C {diag(e1/ A1, ... en/An)/ Vi, g = £1}

Réciproquement, si S = diag(e1v/ A1, ..,envVAn) (01l & = £1) alors S? = D. L’inclusion ci-dessus est une
égalité.
3. L’application M +— P~'MP est une bijection de Rac(A) dans Rac(D).

— Si A1 <0, 0on avuen 2.d que Rac(A) = . Il n’y a donc pas de racine carrée pour A.
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— Si A1 > 0 alors une racine carrée de D est connue par le choix des ¢; et

Rac(A) = {P.diag(e1 /A1, ...,en\/An).P7Y) Vi, g; = 1}

Deux choix différents des £; donneront deux racines carrées distinctes de D sauf dans le cas ou A1 = 0. On
a donc

Card(Rac(A)) =2""1 si \; =0
Card(Rac(A)) =2" si A1 >0

4. (0,1,1) est vecteur propre associé a la valeur propre 0. (1,1, —1) est vecteur propre associé a la valeur propre 1.
Avec la trace, on voit que la derniére valeur propre est 16. Une résolution de systéme montre que (2, —1,1) est
vecteur propre associé. On pose donc

On a alors PAP = diag(0,1,16). A admet quatre racines carrées qui sont

P.diag(0,1,4).P~', P.diag(0,—1,4).P~, P.diag(0,1,—4).P~, P.diag(0,—1,—4).P~!

ou encore
3 -1 1 7/3 —5/3 5/3 —-7/3 5/3 —5/3 -3 1 -1
-1 1 =1 |, | =53 13 13|, 53 -1/3 1/3 |, 1 -1 1
1 -1 1 5/3 —1/3 1/3 -5/3 1/3 —1/3 -1 1 -1

On remarque bien str que les matrices sont deux a deux opposées.

PROBLEME 4: Racines carrées de la matrice nulle

1. L’hypothése R? = 0 se traduit par f o f = 0 et donc par

Im(f) C Ker(f)

Or, le théoréme du rang indique que r + dim(Ker(f)) = n. Comme dim(Ker(f)) > r, on a donc

7 <

|3

2. La famille B ayant n éléments, il suffit de montrer qu’elle est libre ou génératrice pour conclure que c’est une
base de R™. Supposons donc que

(*) : iaiei + Zﬁluz =0
=1 =1

Avec les notations de 1’énoncé, ceci s’écrit

=1 i=r+1 =1

En composant par f, on obtient (avec f2 =0et f(e;) =0sii € {r+1,...,n—r})

> Biei =Y Bif(ui) =0
=1 =1

Comme (eq,...,e,) est libre, les §; sont nuls. En reportant dans (%) et comme (eq,...,e,—,) est libre, les o
sont aussi nuls. Ainsi, B est libre et c’est une base de R".
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3. Par choix des vecteurs de B, on a (définition par blocs)
0 I
M = M =

4. Si R est une racine carrée de 0 alors soit R = 0 soit il existe une matrice inversible P et un entier r € [[1, E (g)ﬂ
telle que R = PM, P!,
Réciproquement, la matrice nulle est une racine carrée de 0 et si r <

et donc (PM,P~1)? = PM2P~! = 0. Ainsi,

n
5 un produit par blocs montre que M2 = 0

Rac(0) = {PM,P~'/ P € GL,(R), r € [1,E (n/2)]} U {0}

5. Dans le cas n = 4, les racines carrées de 0 sont 0 et les matrices semblables & I'une des deux matrices

00 01 00 10
0 0 0 O ou 00 01
0 0 0O 00 0O
0 0 0O 00 0O

PROBLEME 5: Racines carrées de 1’unité

1. L’hypothése R? = I,, montre que R est une involution, elle est donc inversible.

2. X? — 1 est un polynéme qui annule R. Comme il est scindé & racines simples, R est diagonalisable. En outre,
les valeurs propres de R sont racines de X2 — 1 et ne peuvent valoir que 1 ou —1. Ainsi, R est semblable & une
matrice diagonale ot les coefficients diagonaux valent 1 ou —1.

3. Ce qui précéde montre que
Rac(1,) C {P.diag(e,...,,).P™"/ P € GL,(R), Vi, ¢; € {-1,+1}}

Réciproquement D = diag(y, . . ., &,) verifie D? = I,, quand les &4, valent 1 ou —1 et (PDP~1)2 = PD?P~1 = ],,.
L’inclusion précédente est donc une égalité.

PROBLEME 6: Le produit de Kronecker

1. Les deux matrices sont carrées d’ordre n?. Le bloc de position (i,7) dans (A ® B)(A’ ® B') vaut

ZaikBa;jB’ = (Z aika2j> BB’

k=1 k=1

En outre le bloc de position de (i, 7) dans (AA’) ® (BB’) vaut (Z aika2j> BB’. D’ou 'égalité demandée
k=1
2. Si A et B sont inversibles alors (A® B) (A~ ® B~') = I, ® I, = I,,- donc A ® B est inversible.
Si A n’est pas inversible alors il existe A’ tel que AA’ = O, et alors (A® B)(A'®1,) =0 avec A’ ® I, # 0 donc
A ® B n’est pas inversible.
Un raisonnement semblable s’applique dans le cas o B n’est pas inversible.

3. Il existe P, matrices inversibles telles que
A * M1 *
PlAP = et Q'BQ= :
0 An 0 Hin
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avec \; et p; les valeurs propres de A et B. On observe que que
(P'eQ ") (A®B) (P2 Q)= (P 'AP) ® (Q7'BQ)
qui est triangulaire supérieure de coefficients diagonaux A;u;. Les valeurs propres de A® B sont les produits des

valeurs propres de A et B

4. On note que P71 @ Q7' = (P® Q)fl de sorte que A ® B est semblable & la matrice triangulaire précédente et
donc

XA®B = H H (X = Aipy)

i=1j=1

On en déduit det (A ® B) = (det Adet B)" et la relation tr(A @ B) = tr (A) tr (B)

PROBLEME 7: Les matrices du rang 1

1. rgA # 0, donc au moins une colonne C;, # 0. Or dim Vect(C4,--- ,C,) = rgA = 1, donc toutes les colonnes
1
sont proportionnelles. Soit U = Cj, = | : |, on a: a;; est le i-éme coeflicient de C; = A\; X, donc a; ; = Ajz;,
Tn
A1
dot A=U'V avec V= : | non nul
An

2. A2=U('VU)'V ="VU.U'V = Tr (A) U'V = Tr (A) A.
Le polynéme X2 — Tr (A) X est un polynéme annulateur de A, donc w4 divise X? — Tr (A) X. La matrice A
n’est pas scalaire car rg(A) =1, donc 74 = X? — Tr (A) X = X (X — Tr (A))

3. A est diagonalisable si, et seulement si, m4 est scindé a racines simples. Or 74 = X (X — Tr (A)) est scindé a
racines simples si, et seulement, si Tr (4) # 0

4. Si tr(A) # 0 les sous-espaces propres de A sont supplementaires dans M, 1 (R), donc A est diagonalisable et
donc semblable & la matrice diag(0,--- ,0,tr(A)) car dimKerA =n — 1 et dimKer(A — Tr (4) I,,) = 1.
5. (a) Ona AU = U'VU = '"VUU = tr(A)U = 0, donc U € Kerf, qu’on compléte par (Fy,--- , E,_5) pour avoir
(Ey, -+ ,En_2,U) base de Ker(f) .

(b) Card(B) ou B={E, - ,Ep_2, U, W} =n=dim M, ; (K), il suffit donc de montrer qu’elle est libre.
Supposons que \iFy + -+ + Ap—2FE,_o + A1U + AW = 0, on multiplie par A & gauche et on tient
compte que Ey,--- ,E, o, U € Kerf = KerA, donc 0 = \;AW = \,U, or U # 0, donc A, = 0, d’on
MET+ -4+ A—2En—2 + A\—1U = 0, or la famille (Ey,--- , E,_2,U) est libre car base de Kerf, donc

A= =X =0.
ona f(E1) == f(En—1) = f(U)=0car (B, ,E,_2,W) base de Kerf, d’autre part f(W) = AW =
U, donc
0O --- 010 O
MBat(f): 0 --- 0l0 o |=Y
0O --- 0|0 1
0O --- 010 O

qui est semblable & A = I\/Klgat (f), ou By la base canonique de M, 1 (K)
0

(c) D’aprés la question précédente toute matrice de rang 1 est de trace nulle est semblable a J, dont toutes ces
matrices sont semblables entre elles.

PRrROBLEME 8: Matrice stochastique
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n n
1. La i-iéme coordonnée de AU est Zal;juj = Zai’j =1 d’aprés (2). On en déduit que
j=1 j=1

AU =U

c’est & dire que U est vecteur propre de A associé a la valeur propre 1 (U étant non nul).

2. (a) Comme BX = 0, sa k-i¢éme coordonnée est nulle Z by jx; = 0 ce qui donne
j=1

n
bk = = Y it
gt
L’inégalité triangulaire donne (avec la définition de k)

n

n

bkl [k <D [onjll] < k] > (b1
gt per:

Comme |z > 0 (X n’est pas nul), on en déduit I'inégalité demandée.

(b) B = A — A\, est bien non inversible (puisque A est valeur propre) et la question précédente donne (les
coefficients non diagonaux de B étant ceux de A)

n
lake = A < lag ]
J2n
Avec la propriété (ST > 0) on a donc
n
lakr — A < Zak,j —apr=1—agk

Jj=1
ik

Avec la seconde forme de I'inégalité triangulaire, on en déduit que |A| — ag r < 1 — ag i et donc que

A <1
(¢) Si|A] = 1, on a égalité ci-dessus et on doit donc avoir égalité dans 'inégalité triangulaire c’est a dire
avoir 1 —axp = |A| — arp = |A— api| = |e?d — ak,k|. En élevant cette identité au caré, on obtient aprés
simplification —2ay, , = —2 cos(#)ay ;. Comme ay  # 0, on a cos(f) = 1 et donc
A=1

3. (a) Le déterminant est invariant par transposition et donc A et A ont mémes valeurs propres (puisque méme
polynome caractéristique). En particulier, 1 € Sp(*A).
Le rang est aussi invariant par transposition (le rang d’une matrice est égal au rang de ses colonnes ou de
ses lignes). Les images de A — I, et de YA —I,, ont donc méme dimension. Par théoréme du rang, on a alors

dim(E;(A)) =n —rg(A—1I,) =n —1g(*A - I,) = dim(E; (*A))

n
(b) La i-iéme coordonnée de *AV est Zamvj. Elle vaut aussi v; (car “AV = V). Par inégalité triangulaire,
j=1
on en déduit que

n n

n
oil = > agvi| <D lagivs| = ajaluvy
j=1 j=1 j=1

En sommant ces inégalités, on a donc

n n n n n
Dol <30 agalvl =D <|Uj| Z%i)
1=1

i=1 i=1 j=1 j=1
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4.

o.

Avec la propriété (2), cette ingéalité est une égalité. Toutes les inégalités intermédiaires sont donc aussi (par
exemple par Pabsurde) des égalité. On a donc

n
Vi, |vil = ajilvj]
j=1

P . t . R N L .
Ceci signifie exactement que “A|V| = |V (pour tout 7, les deux vecteurs ont méme i-iéme coordonnée). Si
b )

n

par l'absurde, il existait un i tel que |v;| = 0 alors on aurait 0 = Z a; j|vj| ce qui donnerait la nullité pour
j=1

tout j de a; ;|v;| (une somme de suantité positives n’est nulle que si toutes les quantités sont nulles) et donc

de tous les v; (propriété (1)). Ceci contredit V' # 0. Ainsi

Vi, |’Ul| >0

(c) Y étant un élément non nul de E1(*A), on a Vi, y; # 0. On peut en particulier poser Z = X — Y. Clest

un élément de F;(*A) dont la premiére coordonnée est nulle. Avec la question précédente (en contraposant),
c’est donc le vecteur nul. X est donc multiple de Y et

dim(E;(*A)) =1

Soit V un vecteur non nul de F;(*A) et Q = ﬁﬂﬂ Q est un élément de Fy(*A) (question ??) dont
i=11Vi

les coordonnées sont > 0 & somme égale a 1.

Q est le seul élément ayant ces propriétés car tout autre élement de E(*A) est multiple de Q (et la somme

des coordonnées est multiple dans le méme rapport).
Enfin, AQ = Q s’écrit

n
Vl, E ajiW; = Wi
j=1

(d) Les valeurs propres de A sont en module plus petites que 1 et la seule de module 1 est 1. De plus, F(A)
est de dimension 1 et une base en est (1,...,1).
Les valeurs propres de *A sont en module plus petites que 1 et la seule de module 1 est 1. De plus, E;(*A)
est de dimension 1 et les coordonnées d’un vecteur propres sont toutes > 0 ou toutes < 0.
N est positive, vérifie ’axiome de séparation (N(X) =0 = X = 0 car les w; sont > 0), est homogéne (N(AX) =
[A|N(X)) et vérifie 'inégalité triangulaire (N (X +Y) < N(X)+ N(Y) est conséquence de I'ingéalité triangulaire

dans C). N est donc une norme.
n

Posons Y = AX;onavy, = Z a; ;2; et donc (avec la derniére égalité de ?7)
j=1

n n n n n n n
N(AX) = wi |) aigey| < YD wiaigleg| =) (Z ai,jwz') il =Y wjlesl = N(X)
i=1 j=1 i J=1

i=1 j=1 j=1 \i=1

Si A est une valeur propre de A et X un vecteur propre associé, on a donc [A|N(X) = N(AX) = N(4AX) < N(X)
et donc (puisque N(X) > 0, X étant non nul) |A| < 1. On retrouve

Spe(4) C{z/ |2 <1}

(a) Le méme calcul que ci-dessus (mais sans les modules et donc avec des égalités) donne immédiatement
P(AX) = O(X).

(b) Si X € Ker(®) N E1(A) alors X € Vect(U) et ®(X) = 0. Il existe donc A € C tel que X = AU et
0=®(X)=P(\U)=A> w; =X Donc X =0. E1(A) et Ker(®) sont ainsi en somme directe.
Par ailleurs, dim(E;(A)) = 1 et dim(Ker(®)) = n — 1 (le noyau d’une forme linéaire non nulle est un
hyperplan). La somme de ces dimensions est égale a la dimension de M,, 1(C).
Des deux arguments précédents, on tire

M,1(C) = E1(A) P Ker(®)
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()
(d)

On suppose AX = AX et A # 1. On a alors ®(X) = ®(AX) = ¢(AX) = A®(X). A # 1 indique que
®(X) =0 clest a dire que X € Ker(®).

Soit f I’endomrophisme de C™ canoniquement associé & A. montre que Ker(®) est stable par f (si &(X) =0
alors ®(AX) = 0). E1(A) est aussi stable par f. Dans une base adaptée a la décomposition de ??, la matrice
de f est bloc-diagonale du type diag(1l, B). Si 1 était valeur propre de B alors E;(A) serait de dimension
> 2 (on aurait deux vecteurs propres de f indépendants, I'un étant dans F(A) et I'autre dans Ker(®)) ce
qui est exclus. 1 n’est donc pas racine de xp. Or xy = (1 — X)xp (déterminant diagonal par blocs) et 1 est
donc racine simple de x¢. Finalement, la valeur propre 1 est de multiplicité 1.

PROBLEME 9: Commutant

1. Soit v € C(u) et x € Ey, (u). Ainsi u(x) = A;.x.
D’une part, v(u(z)) = v(\.z) = A;.v(x), dautre part, v(u(z)) = u(v(z)).
Donc u(v(z)) = A.v(z), ce qui montre que v(z) € Ej, (u).

Donc tous les sous-espaces propres E),(u) sont stables par v.

2. On sait d’autre part que chaque E},(u) est stable par u, ce qui autorise a considérer I’endomorphisme u; induit
par u sur Ej,(u). u; n’est autre que I'homothétie de rapport A; de Ey, (u).

P
3. Soit B une base adaptée a la somme directe E = @ Ey, (u).

=1

— Si v € C(u), comme chaque E), (u) est stable par v, on sait que B = Matg(v) est diagonale par blocs de la

forme

Vi 0 ... 0

B= 0 Ve avec V; € M,,(C)
. .0
0o ... 0 V,

— Réciproquement, supposons que B = Mat(v) soit de la forme

Vi 0 ... 0
0 Vi :
B= 2 avec V; € M,,,(C)
: . .0
0o ... 0 V,
B étant en particulier une base de vecteurs propres de u, alors A = Matu est diagonale et on peut la
Dy, 0 ... 0
, 0 Do . : .
décomposer en blocs sous la forme A = avec D; = A\;.I,, (puisque u; est une
P
0 ... 0 D,

homothétie).
Comme Vi € [1;p], D; V; = (N 1p,) Vi = Vi (N D,,) = Vi D, alors AB = BA, donc uov =vou, dou
v € C(u).

4. Par l'isomorphisme v — Matv de L(E) dans M, (C), on obtient que C(v) a la méme dimension que le sous-
espace vectoriel de M, (C) constitué des matrices ayant la forme de B.

P

Ces matrices dépendent de E n? coefficients arbitraires, donc peuvent s’écrire comme combinaison linéaire de

i=1

P
Z n? matrices E; 1, de la base canonique de M, (C). Donc dimC(u) = Z n?.

i=1
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5. Comme Vi € [1;p], n? > n;, alors dimC(u) > Z n; = dim E = n (en effet v étant diagonalisable, n est égal a
i=1
la somme des dimensions des sous-espaces propres de u).

6. Soit B une base quelconque de F. L’endomorphisme u de F représenté dans la base B par la matrice M de la
partie O est tel que dimC(u) = dimC(M) =n.

7. Soit u I’endomorphisme canoniquement associé & A. Pour M € Mj (R) on pose v ’endomorphisme canoniquement
associé a M. Alors
vel(u) <= M e (A)
On a x, = (1 — X)?(4 — X), donc Sp (u) = {1,4}
— E,(4) = Vec
T Eu(l)

La famille B’ = (e1,¢2,¢3) est une base de R? et

t(e1), avec &1 = (1,—1,1)
= Vect(eq,23), avec g2 = (1,1,0) et e3 = (0,1,1)

4 0 0
Matg (u)= {0 1 0
0 0 1
A0 0
Donc V' commute avec u, si et seulement si, M’ = Matg:(v) = |0 a b | ou A a,b,c,deR.
0 ¢ d
Notons P = Pg. Ainsi, les matrices commutant avec A sont
1 A+2a—b —A+a+b A—a+2b
M=PMP'=-|-A+2a+2c—b—d Atat+c+b+td —-A—a—c+2b+2d
3 A+2c—d —A+c+d A—c+2d

PROBLEME 10: Crochet de Lie

1. (a) OnaD= Z A By 1, donc
k=1

DE;j— E;i;jD =Y MEpiEij— Y MeEijEpr = NEi,j— NE;j = (N — X)) Eij
k=1 k=1
(b) Comme D = P_lAP, alors DE%] —Ei,jD = ()‘z — )‘J) EiJ s’écrit P_lAPEiJ‘ —Ei)jP_lAP = ()\Z — AJ) Ei,j
et en multipliant & gauche par P et & droite par P~!, il vient AB; ; — B; ;A = (A — Aj) B; ;. Pour tout
couple (i, j) le vecteur B; ; est non nul, donc il est propre & ¢4 associé & la valeur propre \; — A,

(c) La famille (E; ;), , <, est une base de M, (R) et application M — P71MP est un automorphisme de
M, (R), les n? matrices B; ; forment une base de M, (R). Ainsi il existe une base de vecteurs propres de
¢4, donc il est diagonalisable

2. (a) ¢4 est diagonalisable en tant qu’endomorphisme réel, donc toutes ses valeurs propres sont réelles.
(b) Soit z € C. On a det(A — zI,,) = det (t(A - zIn)> = det(*A — zI,,), donc det(A — zI,,) = 0 si et seulement
si det(tA — zI,,) = 0. Ainsi si z est une valeur propre de A, alors z est aussi une valeur propre de tA.
(c) On a:
pa (X'Y) =AX'Y - X'YA=2X'Y —2X'Y = (2 —2) XY

Le vecteur X'V # 0, car X'V =0 = 'XXY = 0= || X |*Y = 0 mais X # 0, donc le réel positif || X || # 0,
en conséquence Y = 0, ce qui absurde, d’ot z — Z est une valeur propre de ¢ 4.
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2.

3.

Tout polynéme non constant & coeflicients complexes admet au moins une racine dans C, donc y4 admet au
moins une racine z dans C. De la question précédente on déduit que z —Z = 2iIlm(z) € Sp (¢4) C R, donc
Im(z) = 0. On en déduit que la matrice A a au moins une valeur propre réelle.

. Soit (4, j) un couple, alors

AP ;X = P jAX + X\ ;P X
= AP ; X+ NP X
= A+ AP X
———
=pij
Soit X € M,,1(C) \ {0}, application E — M,, 1 (R), M —— MX est clairement linéaire. Soit Y € M,, 1 (R),
Z1
comme X = : est non nulle , alors il existe iy € [1,n] tel que z;, # 0. Soit M la matrice dont la iy-éme
Ln
1
colonne vaut —Y et dont toutes les autres colonnes sont nulles , on a bien M X =Y
J?Z‘O
Soit X un vecteur propre de A et (B'J)lgi,jgn une base de diagonalisation de ¢4 et posons Y; ; = P, ; X pour
tout 4,7 € [1,n]. D’aprés la surjection précédente (Pi,jX)1<ij<n est génératrice de M, 1 (R) dont on peut y
extraire une base 8. Une telle base est constituée de vecteurs propres de A. Donc A est diagonalisable

PROBLEME 11: Translations

. On a AV = aV,! BW = bW donc AV = av,! WB = b'W &4 p(VIW) = AVIW + VIWB = (a + b)V'W, or

VIW # 0 donc V'W est un vecteur propre de ®4 p associé a la valeur propre a + b.

(a) Raisonnons par récurrence sur k € N.
Le résultat est évidemnt vrai pour k = 0. NB M° =1, VM € M, (K).
Supposons maintenant A*Y = Y(A,, — B)¥ et montrons que A**'Y = Y(\I, — B)**'. On a d’abord
®4p=\Y,donc AY +Y B = \Y et on trouve AY = Y (\[,,—B). Donc A**1Y = AAFY = AY (\I,—B)* =
Y (A, — B)F+L.
d
(b) Soit un polynéme P, a coefficients dans K, et de degré d, donc P(X) = Zaka, et donc P(A)Y =
k=0

d d d
> @AY =3 Y (M, — B)F =YY ax(A, — B)¥ =Y P(Al, - B) .
k=0 k=0 k=0

(¢) i D’aprés le théoréme de Cayley-Hamilton, x 4(A) = 0 donc Y xa (A, —B) = 0 notons S = x4 (A, — B)).
Si S était inversible Y'S = 0 = Y'SS~! =Y = 0 ce qui est impossible puisque Y est un vecteur propre,
donc la matrice x4 (AL, — B) n’est pas inversible .

ii. Il est clair que si un produit de matrices n’est pas inversible alors I'une au moins des matrices intervenant
dans ce produit n’est pas inversible.
Or xa(M, — B) = H (A = p)I, — B)™* n’est pas inversible donc 3pu € Spx(A) tel que (A —
HESpx(A)
w) I, — B)™ n’est pas inversible et donc Iu € Spx(A) tel que (A — p)I, — B n’est pas inversible .En
prenant a = p on peut en déduire qu'il existe a € Spx(A) tel que la matrice (A — a)I,, — B ne soit pas
inversible .

Si le polynome x 4 est scindé sur K alors :

A€ Spk (Pa,p) = Ja € Spk(A) tel que la matrice (A — a)l,, — B ne soit pas inversible c’est & dire det((A —
a)I, — B) =0 et donc A — a € Spk (B) donc 3b € Spk (B) tel que A\—a=bdouA=a+borac Spx(A) dou
A € Spk (A) + Spk (B) et on conclut que Spx (P4, 5) C Spk (A) + Spk (B) .

Inversement, d’aprés la question ?? on voit que Spx (®Pa.p) DO Spk (A) + Spk (B) . D’ou Pégaliteé.
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4.

1

3.

1.

P
Supposons que Z Y;'Z; = 0, on multiplie cette égalité a droite par un Zj ou 1 < j < n fixe, mais quelconque
i=1
P ' B
d’ou Z%Yi =0o0a; = 'Z;Zj, or (Y1,...,Y,) une famille libre de M,, 1(K) donc les a; sont tous nuls en
i=1
particulier a; = 'Z;Z; = || Zj||la =0 et donc Z; =0 V1< j<n.
La réciproques est bien evidente.

. La famille (U/W;)1<i j<n est formée par des vecteurs propres de ® 4 5, pour montrer que ’endomorphisme ® 4

est diagonalisable il suffit de montrer que c’est une base de M,,(K) or il est de cardinal n? égal a la dimension
de M,,(K) il suffit donc de montrrer qu’elle est libre.

En effet Z ai,jUith =0 = ZUitZi =0ou Z; = Zaiijj d’aprés la question précédente Z; =

1<i,5<n i=1 i=1
n
E :ai,jo =0 V1I<i<nor (W;)igjgn) est aussi libre donc
=1

ai,j:O Vlgl,jgn

PROBLEME 12: Matrices réelles d’ordre 3 vérifiant A% + A =0

OnaA3+A:MBat (u? + u) etA:MBat(u)7 donc u® +u=0et u#0

(a) u injectif donc bijectif car endomorphisme en dimension finie, donc A inversible, en multipliant ’égalité
A3+ A =0 par A7, on en déduit que A2 = —I3, d'ott u?> = —idg. Donc det(u?) = det(—idg), d’ou
det(u)? = —1, impossible car detu € R.

(b) u n’est pas injective et u non nul, donc {0} ¢ Keru ¢ R3, d’ott dim Keru € {1,2}.

Le polynome X3+ X = X (X2 + 1) est annulateur de u et X A (X2 + 1) =1, donc, d’aprés le lemme des noyaux
E = Keru @ Ker(u? + idg). Comme dim E = 3 et dim Keru € {1,2}, alors dim Ker(u? + idg) € {1,2}.

(a) L’endomorphisme u? + Idg est un polynéme en u, donc F = Ker(u? + idg) est stable par u
Soit z € F = Ker(u? + idg) on a v?(z) = u?(r) = —z = —Idp(x), donc v? = —idp.

Posons r = dim F', donc det (v?) = (—1)", or det(v?) = (detv)? > 0, d’ou 7 est pair avec r € {1,2}, donc
r=2

(d) Le polynome X2 + 1 est annulateur de v, donc Sp. (v) C Rac(X? + 1) = ), donc v n’admet pas de valeur
propre réelle

(a) Card{eh, e5} =2 = dim F, il suffit de montrer qu’elle est libre. Supposons que aeb + e = 0. Si a # 0,
u(eh) = —geg, alors v admet une valeur propre. Absurde, donc on a forcément o = 0, puis Su(eh) = 0. De
méme si § # 0, alors u(el) = 0, ce qui montre que ), € Keru N F = {0}. Absurde, donc v = 8 = 0.

(b) B' = (e}, e, e}) base de E, car E = Keru @ F. De plus u(e}) = 0,u(ey) = e}, u(e}) = u?(eh) = —eh, d’ou

0 0 O
l\/g}t (w)=[0 0 -1
01 0

(c) A et B sont semblables car elles représentent le méme endomorphisme dans deux bases différentes.

PROBLEME 13: Sous-espaces caractéristiques

L’endomorphisme (f — A;Idcn )™ est un polynéme en f, donc f et (f — A\ Iden )™ commutent, donc le noyau de
lun est stable par I'autre. En particulier F; = Ker(f — \;Idcn )™ est stable par f.
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2. Les polynémes (X — ;)™ | pour i € [1,r], sont deux & deux premiers entre eux; le théoréme de décomposition

des noyaux permet donc de conclure que Ker (x;(f)) = @F;, avec xs(f) = 0 par le théoréme de Cayley-
i=1

T

Hamilton ; donc C" = P F;
i=1
ks
3. ’endomorphisme stabilise les sous-espaces F;, donc la matrice de f, relativement & une base B = U B; adaptée
i=1

-
a la décomposition C™ = @ F;, est diagonale par blocs,
=1

(0)

(0)

K2

Mat (f) =

Avec A; =M ;). Al = .
vee Ai = Mat (f;). Alors, x; il;[le@
4. Soit x € F; = Ker((f — A\Idea)™), alors (f; — AiIdp, )™ (x) = 0, donc (f; — A;Idg,)™ = 0, ceci montre que P; est
annulateur de f;.
En conséquence Spe (fi) C {\i}, avec Spe (fi) # 0, il vient que Spe (fi) = {Ai}, puis x5 = (X — )% ot
di = dim Fi
5. D’aprés la question 3, on a bien x5 = foi = H (X - /\Z-)di et d’autre part xy = H (X — ;)™ Par unicité
i=1 i=1 i=1
de la décomposition, on a bien d; = «; et donc P; = xy,

PROBLEME 14: Endomorphisme cyclique

1. Une base adaptée de FE
(a) On peut remarquer que xo # 0 car sinon F = Vect(f*(0)) = Vect(0) = {0} , ce qui contredit I'’hypothése
dim(E) > 2.
La famille (z0) est donc libre . Par contre pour m > n la famille (f*(zo))
dimension n . Elle est donc liée.

ZL:O est de cardinal > n+1 en

Dans la suite (fk(xo))2:0 ,(F* ($0)),1€:0 e (SR (xo))zzo on passe donc au moins une fois d’une famille libre

4 une famille liée.
m—1

L’ensemble des m tels que (f* (xo))kzo soit libre et (f*(z))
N, majoré par n. Il admet un plus grand élément.

m . ., .
o SOit lié , est un sous ensemble non vide de

On montre alors par récurrence que pour k € N, f™+¥(zy) € Vect (fi(xo))m_l :

=0
m

— si k = 0 : On sait que (fi(xo))zo est lié . Il existe une combinaison linéaire Zaifl(xo) = 0 avec
=0

(ai)i~y # (0)
Si a,, = 0 on a comme (fi(xo))mgl est libre Vi € Om — 1, a; = 0 :ABSURDE

m—1 B
donc a,, # 0 et fm(xg) = Z —j—zfi(xo) . Donc pour k =0 fm™%(z) € Vect (fi(xo)):i_ol
i=0 m

m—1

— On suppose f™**(zq) € Vect (fi(xo))izo , il existe donc des scalaires b; tels que f™*F(zy) =
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m—1

Z bif'(xo) (les b; dépendent aussi de k ) . On a alors

1=0

PR (g Z by f (z Z bj—1f7(20) + bm—1f™(z0) =
Jj=1

m—1
am, .
bm—1 <—) fo (xo) + ( - 1) (o)
Qm 1 Am

j=

et donc fm+F+1(x) € Vect (fi(xo))zr;l

— par récurrence : Yk € N | f™+F(z) € Vect (fi(xo))?;)l
(b) Par définition de m la famille est libre .

Elle est aussi génératrice car E = Vect (fi(mo)) = Vect (fl(:vg)) b aprés le a) en effet :
— (fi(xo))?;_ol C (fi(zo))ieN donc Vect (f’(zo))z_o C Vect (f*(z0))

i€N

P
— Si x € Vect (fi(xo))ieN , il existe un entier p et des scalaires g; tel que x = Zqifi(mo) .On a donc
=0

une combinaison linéaire d’éléments de Vect ( f"(xo))?; ' . Donc un élément de Vect (fi(= )):1?)1 :
Vect (f*(z0)),.y C Vect (fi(azo))?:ol
La famille est libre et génératrice .C’est donc une base de E . elle est donc de cardinal n .Donc m =n
(fi(aco))?:ol est une base de E et m =n
2. Matrice et polyndome annulateur de f

(a) pour i < n—1,l'image du i—éme vecteur de base est le (i +1)—éme . La i—éme colonne de M ebt donc une

colonne de 0 sauf ligne i+ 1 ot il y a un 1 . L’image du dernier vecteur de base est f™(z¢) Z pif

On a donc :
0 0 0  po
1o 0 m Isii=j+1
M=|o0o 1 " : : yMij =14 Pi—181j=n
0 sinon
. . . 0 Pn—2
o --. 0 1 Pn—1

(b) On montre que (fk)z;ol est une famille libre de £ (E) :

Soit Z aif' = O (en notant O le neutre de £ (E) ). Si on prend I'image de x( par cette relation on trouve

n—1

Z aif'(zo) = 0 . Mais (fi(xo))?;ol est une base de £ : Vi , a; =0

1=0

( fk) =0 ! est une famille libre de L(E)

n—1 n—1
S’il existe un polynéme @ = Z ¢x X" non nul de degré < n tel que Q(f) = 0. Alors Z af* = 0, donc la
k=0 k=0
famille ( fk) 0 ! est lice
(¢) On a par définition des notations P(f)(zo) = f™(xo) sz =0.

Donc pour tous k € [0,n — 1], on a

P(f)(f* (z0)) = " * (a0 szf“rk o) <f" (zo) ZPZ ) = f*(0)=0

L’endomorphisme P(f) est nul sur une base, donc il est nul, donc P(f) =0
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3. Caractérisation des endomorphismes cycliques diagonalisables

n—1 n—1
(a) Par une récurrence classique on a f*(z) = Az. Donc P(f)(x) = szf’(x) = Zpi)\im = P(\)z. Avec
i=0 i=0

x # 0 alors P(A) =0
(b) La matrice de f — Aldcn est M — A, soit

-\ 0 . 0 Po
1 =X - 0 n
M = 0 1
. : N =A Pn—2
0 -+ 0 1 ppog—2\

— ) est valeur propre donc le rang M — Al est <n—1.
— La sous-diagonale de M — Al,, montre que le rang est > n — 1

— Donc le rang de M — AI,, est n — 1 et donc la dimension du noyau est 1 .

Le sous espace propre est de dimension 1
(¢c) =) S'il existe n valeurs propres distinctes en dimension n, ’endomorphisme est toujours diagonalisable.

<) Soit f cyclique , diagonalisable , il existe donc une base de vecteurs propres . Supposons (par 1’absurde)
qu’il existe dans cette base deux vecteurs distincts b; et b; associés a la méme valeur propre A.On a
alors b; € Ker(f — Mdc») et b; € Ker(f — Aldc») , donc le plan Vect(b;,b;) C Ker(f — Mdc») .Ce qui
contredit le résultat de ?7. Donc il y a autant de valeurs propres distinctes que de vecteurs de base . f
admet n valeurs propres distinctes.

4. Etude du commutant de f lorsque f est cyclique
(a) — C(f) est un sous ensemble de £ (C™)
— C(f) contient Idca

— C(f) est stable par combinaison linéaire : si go f = fog et ho f = foh alors pour tous scalaires A, p :

(Ag + ph)o f AMgof)tu(hof)=Afog)+pu(foh)
= fo(Ag)+ fo(uh)=fo(Ag+ ph)

— C(f) est stable par produit interne (o) :sigo f=fogethof= foh:
(goh)of=go(hof)=go(foh)=(gofloh=(fog)oh=fo(goh)

Donc C(f) est une sous-algebre de L(C™)
(b) On suppose uo f = fou,vof= fovetu(xg) =v(xg).On montre par récurrence que u et v sont égaux
sur la base (fk(xo))z;é , donc que u = v.
— pour k = 0, rien a démontrer.

— Soit k € [0,n — 2]|. Supposons que u(f*(zq)) = v (f* (o)), alors

u( (o)) (wo f) (f¥(@o)) = (f ou) (f*(x0)) = f (u (f*(x0)))
= (v (M=) = (fov) (f*(z0)) = (vo f) (fF(x0)) = v (¥ (20))

Récurrence achevée

Les deux endomorphisme u et v coincident sur une base, donc ils sont égaux

—1 . ,
(c) Remarquons que les (a;);_, existent car on décompose dans une base.

n—1
On prend alors u = g et v = Z arf¥. Comme tout polynéme en f commute avec f alors v € C(f) et si
k=0
n—1
u=g€C(f), on au(zg) =v(xg) . On a donc d’aprés le a) u =v donc g = Zakfk
k=0

elamdaoui@gmail.com 24 www.elamdaoui.com



PROBLEME DE MATHEMATIQUES CORRECTION

LES CLASSIQUES DE LA REDUCTION

(d) On vient de montrer que tout élément de C(f) est dan Vect(f*)7Z) , et on a déja utilisé que tout élément
de Vect(f*);'Z) est dans C(f) . Donc C(f) = Vect (fk)z;; .
D’aprés la question ?? cette famille est libre . C’est donc une base de C(f). Bref C(f) est un sous espace
vectoriel de dimension n

PROBLEME 15: Polynéme minimal en un vecteur

1. On va montrer que I, = {P € K[X] / P(f) (z) = 0} est un idéal de K[X] .

— On a I # () ( Car contient le polynéme nul )
— Pour tout (P,Q) € I2 , alors (P — Q) (f) (z) = P(f) () —Q(f) () =0donc P-Q € I, .
— Pour tout Pe K[X]et Q€ I, ,ona
(PQ) (f) (x) = P (f) 0 Q(f) (x) = P (f) (Q(f) (x)) = P(f) (0) = 0 donc PQ € I,
I, est un idéal non nul de K[X] car il contient 7y, donc il existe un unique polynéme unitaire m, € K[X] tel
que :
I = (r) = MK [X]
2. (a) On a 7y (f) = 0 donc 77 (f) (x) = 0 et, par suite, 75 € I, = (7). Par définition de I'idéal =, divise 7y,
donc r = deg (7,) < deg (my) =k
(b) — Pour P=0,0na P(f)(x)=0donc0 € E,
— Siy1 = Pi(f)(z) et yo = Pa(f)(x) sont deux éléments de E, et A € K alors A\y; + y2 =
(AP, + P) (f) (z) € E,.
Donc E, est un sous-espace vectoriel de F
(c) Soit y € E, alors il existe P € K[X] tel que y = P (f) (x)
A T'aide de la division euclidienne il existe (Q, R) € (K [X])? tel que

P = Qm, + R avec deg (R) < deg(my) =7
Par suite y = P (f) () = Q (f) o ma (f) () + R (f) (x) = R(f) () (car m (f)(z) =0)

r—1 r—1
Posons R = Zaka ,onaalors y =R (f)(z) = Zakfk (x) € Vect{z, f (x),.... ' (x)}
k=0 k=0
Ainsi {z, f (z),..., f7 (z)} est génératrice de E, . On va montrer qu’elle est libre
r—1
Soit (Mg, A1y .oy Arm1) € K" tel que Z)\kfk (x)=0
k=0
r—1 r—1
Posons P = Z/\ka .OnaP(f)(x)= Z)\kfk () =0 donc P € I, par suite 7, divise P
k=0 k=0
Or deg (P) < deg (7)) donc P =0 . On en déduit que A\g =X\ = ... =1 =0.

Ainsi B = {z, f (z),.... /"' (z)} est une base de E, . Par suite dim E, =r .
(d) idg € K[f] deplussih,g e K[flet \€e K, h=P(f) et g=Q(f) alors

Ah+g=(AP+Q)(f) eK[f] et hog=(PQ)(f) € K[f]
donc K [f] est une sous-algébre de £ (F) .

k—1
La famille (IdE,f7 .. .,fk’l) est libre car s’il existe des scalaires ag, -+ ,ax—1 € K tels que Zaifi =0,
i=0
k-1 ’
alors le polynéme @ = Z a; X" est annulateur de f, donc il est divisible par 7;. Or les polynémes non nuls
i=0
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annulateurs de f sont de degré supérieur ou égal a k, donc Q =0, puis ag = --- = ax_1 = 0.

Il est évident que Vect (IdE7f, e fk_l) C K[f]. Inversement, soit P € K[X], en effectuant la division
P=Qns+R
deg(R) < deg(my)
mp(f) = 0 et R(f) € Vect (Idg, f,..., f*!), donc K[f] C Vect (Idg, f,..., f*!). Ceci montre que
K[f] = Vect (IdE,f, .. .,fkfl) et que (IdE, Iy .,fkfl) est une base de K[f] et dimK[f] = k = deg (7y)

3. Soient x7 et xo de deux éléments de F

euclidienne de P par 7y il existe @, R € K[X] tels que { , alors P(f) = R(f) car

(a) Posons P = ppcm (7, Tx,) , O & Ty, €t m,, divisent P donc P (f) (z1) = P(f) (z1) =0
On a alors P (f) (x1 + x2) = P (f) (z1) + P (f) (z2) = 0 donc 7y, 44, divise P

D’autre part my, 44, (f) (1 + 22) = 0 donc

UETE =2 (f) (3?1) = T4, (f) (372) € Eﬂvl n sz = {O}

€E., €E,,

Donc 7y 4, (f) (1) = Mgy 42, (f) (x2) = 0 par suite m,, et m,, divisent 7y, 44,
On en déduit que P = ppem (4, , T4, ) divise Ty, 44,. Enfin les deux polynomes ppem (7, , Ty ) €6 Ty 4o,
sont associés et unitaires, donc ils sont égaux
(b) Supposons que 7, €t 7, sont premiers entre eux .
D’aprés le théoréme de Bezout , il existe (P, Q) € (K [X])* tel que (%) : Pry, + Qmyy = 1
Donc idg = P(f)omy, (f) + Q (f) o may (f) -

— Vérifions d’abord que E,, C E;, 14, Soit y € E,, , il existe U; € K[X] tel que : y = Uy (f) (x1). Mais
U = Ui Py, + UrQ,, soit Ur(f) = Ur(f) o P(f) o Ty (f) + Ur(f) © Q(f) © 7, (f)

y = Ui(f)(z1)
= Ui(f) o P(f) o7, (f)(w1) + Ui(f) 0 Q(f) 0 mup (f) (1)
=0
= Ui(f) o Q(f) o Ty (f) (1) + Ur(f) 0 Q(f) 0 7, (f)(w2)

=0
= Ui(f) o Q(f) ome, (f)(z1 +22) € By 10y

De méme on montre que E,, C Ey, 4a,
— Siy € E,, N E,, alors il existe S1,5; € K[X] tel que y = S1 (f) (1) = S2 (f) (z2) .

On a alors

y = P(f)om (/)W) +Q(f)ome, (f) ()
P(f) oma, (f) 0 S1(f)(@1) + Q (f) 07z, (f) © Sa(f)(2)
P (f) 0 51(f) o may (f) (21) + Q (f) © S2(f) © Ty (f) (w2)

Donc E,, N E,, = {0} .
— Soit y € By, 14, , il existe P € K[X] tel que y = P (f) (z1 +x2) = P (f) (x1) + P (f) (v2) € By, + Eq,

On en déduit que Ey 44, = By, D Ey,

4. Généralisation : Soient 1,2, ..., z, des vecteurs de E

(a) Supposons que E,,, Ey, ,...., E;, sont en somme directe .
Posons P = ppem (7, , Mgy, .., Ty, ) on a pour tout i € {1,2,...,p} , P(f) (z;) =0
Donc P (f) (x1 + 22+ ... + ) = P (f) (x1) + ... + P (f) (xp) = 0 par suite 7y, 14,4, 4o, divise P .
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p

D’autre part , on a Mz, 44yt ...4a, (1 + 22 + ... + ) = 0 donc Zwmﬁzﬁ_“Jr% (fH(xz)=0
i=1

€E.,
La somme Ey, + E;, + .... + E;, étant directe , donc

Toytaat . ta, () (21) = oo = Taypan o ta, (f) (2p) =0

On en déduit que , pour tout i € {1,2,...,p} , p, divise T4, yapt.. e,
Par conséquent P = ppcm (77:51 STy e Wwp) divise 7py yapt. 4, -
(b) Par récurrence sur p .

— Pour p = 2 c’est déja établi

— Soit p < 3. Supposons la propriété vraie pour p — 1 .
Ona Ey +Ey+ ..+ By, = Ez i yast. ta, , de plus 7y 440t 42, , = PPCM (7Tz177Tz2, -->7sz71)
Comme Ty, €st premier avec m,, pour 1 < i < p—1 donc Ty, €St premier avec mu, yaot . 4a,_; —
ppcm (7'('351 STy s s pr,l)
Par suite la somme (Ew1 + B, + ...+ Eg;p,l) + B, est directe .
Et comme E, + E,, +... + E,

Donc

,_, est une somme directe ( hypothése de récurrence )

p
Ex1+zg+...+:rp - @ Eml

5. Soit P un facteur irréductible de 7; de multiplicité o
(a) Soit z € Ker (P*(f)) . On a P*(f) (x) = 0 donc m,, divise P*
Comme P est irréductible , alors les diviseurs de P® sont de la forme PFaveck < a .
En particulier il existe un entier o, < « tel que : T, = P
(b) Supposons que Va € Ker (P* (f)) ,a, < o . Soit § = max{«a, /z € Ker (P*(f))}
On a B < a , pour tout = € Ker (P*(f)) , on a PP (f) (z) = PP=% (f) o P (f)(z) =0

Donc PP (f) (z) = 0 pour tout « € Ker (P* (f)) . On en déduit que Ker (P* (f)) = Ker (P (f))
Posons 7y = P*Q avec P et () premiers entre eux . Soit R = PAQ
On a

E =Ker (P (f @Ker = Ker (PB (f))@Ker Q)

Pour z € E ,z = 21 + o3 avec z; € KerP? (f) et 2o € KerQ (f) , donc

R(f) () = R(f) (z1) + R(f) (x2) = Q (f) o P* (f) (w1) + P7 (f) 0 Q (f) (x2) = 0
Par suite R (f) () =0 pour tout x € E .
On en déduit que R (f) = 0 et donc 7y divise R ce qui est absurde .
6. Soit my = Pt Py?...P%™ la décomposition en produit de facteurs irréductibles de 7y .
D’aprés la question précédente , on a pour tout ¢ € {1,2,...,m} , il existe z; € Ker (P (f))
tel que : P (f) = ma,

D’autre part my,, ms,, ..., Tz, sont deux & deux premiers entre eux , donc

— — — (o3} 2 Q.
T +aat..tz, = PPCM (Tgy , Mgy, ooy Ty ) = Ty X Mgy X oo X Ty, = PPIPS2  PO™ = 1p
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