DM de MPSI2

Devoir non surveillé
Idéaux de L(E)

Soit n un entier supérieur ou égal a 2. E désigne ici un R-espace vectoriel de dimension finie n, et B =
(e1,...,en) est une base fixée de F.

Une partie Z de L(F) est appelée idéal a gauche (resp. a droite) de L(F) si

— (Z,+) est un sous-groupe de (L(E),+).

— Pour tout f € L(E), tout ueZ, fou€eZ (resp.uofeT).

Si Z est un idéal a droite et & gauche de L(E), on dit que Z est un idéal bilatére.

Rappel (symbole de Kronecker) : étant donnés deux entiers i et j, d; ; vaut 1 si ¢ = j, et 0 sinon.

Pour tout (4,5) € [[1,n]?, on note ¢; ; 'endomorphisme de £(E) envoyant ey, sur Og si k € [1,n]\{j}, et ¢,
sur e;. Autrement dit, pour tout entier k € [1,n], ¢, (ex) = d;re;.

Rappel : (¢; j)1<i<n,1<j<n €St une base de L(E).

Partie A — Généralités et préliminaires

A.1 Soit f et g deux endomorphismes de E.
a Montrer que Im(f + g) C Im(f) 4+ Im(g). Donner un exemple ou cette inclusion est stricte.
b Montrer que Ker(f) NKer(g) C Ker(f + g). Donner un exemple ou cette inclusion est stricte.
A.2 On donne quelques propriétés sur les idéaux a gauche de L(E). Soit Z et J deux idéaux a gauche de
L(E).
a Montrer que Z est un sous-espace vectoriel de £(E).
b Montrer que si fog € Z et f € GL(E), alors g € Z.
¢ Montrer que si GL(E)NZ # 0, alors Z = L(E).
d Montrer que Z 4+ J est un idéal a gauche de L(E).
e Montrer que Z N J est un idéal & gauche de L(E).
Bien entendu, on a des propriétés analogues (admises) pour les idéaux & droite, et les idéaux bilatéres.
A.3 Soit 4,7, k,l € [1,n]]. Montrer que :  ¢; j © Qi1 = 0,k Pi-
A.4 Soit f € L(FE), et F un supplémentaire de Ker(f) dans E. Montrer I'existence d’un automorphisme
v de E tel que vjp = fip. Montrer que v(Ker(f)) ® Im(f) = E. En déduire que f peut s’écrire sous la forme
f =powu, ou p est un projecteur de F, et u un automorphisme de F.

Partie B — Idéaux bilatéres de L(E)

B.1 Donner deux idéaux bilateres de L(E).
Soit Z un idéal bilatere de L(E).

B.2 Montrer que si Z comprend ¢;, j, pour certains entiers ig, jo € [1,n]], alors il contient
{(pi’j,l <z<n,1<g<n}

B.3 On suppose ici Z distinct de {Oz(g)}. Montrer que pour tout (i,7) € [1,n]?, ¢;; € Z. En déduire que
I=L(E).
Indication : on pourra décomposer un élément non nul de Z dans la base (¢; ;)1<i<n,1<j<n, utiliser A.3 et la
question précédente.

B.4 Donner I’ensemble des idéaux bilateres de L(E).

Partie C — Idéaux a droite de L(F)

C.1 Soit F' un sous-espace vectoriel de E. On pose

Dp ={f € L(E), Tm(f)CF}



a Montrer que Dp est un idéal a droite de L(E).
b Montrer que la dimension de Dp est ndim(F).

C.2 On fixe un endomorphisme o de E. On pose
Do ={aog, ge€L(E)}

a Montrer que D, est un idéal a droite de L(E).
b Montrer que Dy C Dy (a)-
On considere I'application linéaire A : g = a0 g de L(E) dans Dry(q)-
¢ Calculer la dimension du noyau de A.
d En déduire que A est un morphisme surjectif d’espaces vectoriels, et que Dy = Drpy(q)-
C.3 Soit Z un idéal & droite de L(E).
a Montrer existence de a € 7T tel que pour tout f € Z, rg(f) < rg(a). On fixe un tel a. Montrer
P’existence d'un projecteur p € Z tel que D, = D,,.
On a l'inclusion évidente D, C Z. On veut prouver par I'absurde que D, = Z, en supposant l'existence de
g € I\D,.
b Montrer I'existence de y € Im(g) n’appartenant pas a Im(p).
Soit H un supplémentaire de Im(p) + Ry dans E.
¢ Montrer que H + Im(p) est un supplémentaire de Ry dans F.
d Montrer que la projection g sur Ry parallelement & H 4+ Im(p) est un élément de Z.
e Montrer que Im(p + ¢) = Im(p) + Ry.
f Conclure.

C.4 Montrer qu’aucun hyperplan de £(E) n’est idéal a droite de L(E).

Partie D — Idéaux a gauche de L(FE)

D.1 Soit F' un sous-espace vectoriel de E. Montrer que

Gr ={f € L(E), F CKer(f)}

est un idéal a gauche de L(E).
D.2 Soit 5 € L(E).
a Montrer que ’ensemble
Gg={g908, ge€L(E)}

est un idéal a gauche de L£(E), inclus dans Gie(g)-
b Montrer que Gg = Gker(g)-
On admet que tout idéal & gauche de L(FE) est de ce type.

Partie E — Quelques conséquences

E.1 Montrer que si F, G sont deux sous-espaces vectoriels de F, avec F' C G, alors Dp C Dg, et Gg C Gp.

E.2 Soit f,g € L(E).
a Montrer que Dy 4+ D, = DIm(f)—i—Im(g) et DyNDy = DIm(f)ﬂIm(g)-
b Montrer que Gy + Gy = Oker(f)nKer(g) €0 Gf N Gy = GKer(f)+Ker(g)-

E.3 Soit f,g,h € L(E).
a On suppose Im(h) C Im(f) 4+ Im(g). Montrer 'existence d’endomorphismes u,v de E tels que

h=fou+gow.
b On suppose Ker(f) NKer(g) C Ker(h). Montrer 'existence d’endomorphismes w, x de E tels que

h=wof+zog.



