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Espaces monogènes, endomorphismes cycliquesEspaces monogènes, endomorphismes cycliques

Définitions et notationsDéfinitions et notations

Dans tout le problème,Dans tout le problème, KK == RR ouou CC,, E  E  un un KK-espace vectoriel de dimension finie-espace vectoriel de dimension finie  n n ∈ ∈ NN∗∗ etet u u ∈ ∈ L  L  ((E E ))..

Pour toutPour tout x x ∈ ∈  E  E  on note on note E  E uu((xx) ) == { {P P ((uu)()(xx))/P /P  ∈∈ KK[[X X ]]}} et on dit que et on dit que  u u  est cyclique si est cyclique si ∃ ∃xx ∈ ∈  E  E  tel que tel que E  E uu((xx) ) == E  E ..

Première partiePremière partie

Espaces monogènesEspaces monogènes

11: Soit: Soit x x  ∈ ∈ E E . Montrer que. Montrer que E  E uu((xx))  est le plus petit sous-espace de est le plus petit sous-espace de  E  E  qui contient qui contient  x x  et stable par et stable par  u u.. E  E uu((xx))  s’appelle le sous- s’appelle le sous-

espaceespace  u u-monogène engendré par-monogène engendré par x x..

22: Soit: Soit x x ∈ ∈  E  E  \ { \ {00}} et et I  I xx = =  { {P P  ∈∈ KK[[X X ]]/P /P ((uu)()(xx) ) = = 00}}..

2 2 - - 11: Montrer que: Montrer que ∃ ∃µµxx ∈ ∈ KK[[X X ]] unitaire tel que unitaire tel que I  I xx = =  µ µxxKK[[X X ]]..

2 2 - - 22: Donner une condition nécessaire et suffisante sur: Donner une condition nécessaire et suffisante sur  x x  pour que pour que deg deg µµxx =  = 11..

2 2 - - 33: Montrer que: Montrer que µ µxx||ππuu et déduire que l’ensemble et déduire que l’ensemble  { {µµxx/x/x ∈ ∈  E  E  \ { \ {00}}}} est fini. est fini.

2 2 - - 44: Montrer que: Montrer que ∃ ∃ee ∈ ∈  E  E  \ { \ {00}} tel que tel que E  E  = ker = kerµµee((uu))..

2 2 - - 55: En déduire que: En déduire que µ µee = =  π πuu..

33: Soient: Soient x, x, yy ∈ ∈  E  E  \ { \ {00}} tels que tels que µ µxx ∧ ∧ µµyy  =  = 11. Montrer que. Montrer que x x ++ yy  = 0= 0  et et µ µxx++yy == µ µxxµµyy ..

44: Soit: Soit π πuu  = =  P  P αα1111 ·· ·· ··P P ααrr
rr la la décomposition décomposition dede π πuu  en facteurs unitaires et irréductibles. en facteurs unitaires et irréductibles.

4 4 - - 11: Soit: Soit i i  ∈  ∈ {{11, . . . , r, . . . , r}} et et Q Q ∈ ∈ KK[[X X ]] tel que tel que π πuu = =  QP  QP ααii

ii . Montre. Montrer quer que ∃ ∃xxii ∈ ∈  E  E  tel que tel que ( (QP QP ααii−−11
ii )()(uu)()(xxii))  = = 00..

4 4 - - 22: Soit: Soit y yii = =  Q Q((uu)()(xxii)). Montrer que. Montrer que y yii  = = 00 et et µ µyyii == P  P ααii

ii ..

44  --  33::  RReettrroouuvveerr  llee  rrééssuullttaatt  ddee  llaa  qquueessttiioonn  22--55..

55::  SSooiitt xx  ∈∈   EE  \\{{00}},, uuxx  ll’’eennddoommoorrpphhiissmmee ddee EE  uu((xx))  iinndduuiitt ppaarr uu eett kk  ==  ddeegg µµxx..  OOnn ppoossee µµxx  ==   XX  kk−−aakk−−11XX  kk−−11−−·· ·· ·· −−aa11XX  −−aa00.. 

55  --  11::  MMoonnttrreerr  qquuee BB  xx  ==  ((xx,, uu((xx)),, .. .. .. ,, uukk−−11((xx))))  eesstt  uunnee  bbaassee  ddee   EE  uu((xx))..  EEnn  ddéédduuiirree  llaa  ddiimmeennssiioonn  ddee   EE  uu((xx))..
55  --  22::  DDéétteerrmmiinneerr  llaa  mmaattrriiccee  ddee   uuxx  ddaannss  llaa  bbaassee BB  xx..

55  --  33::  MMoonnttrreerr  qquuee  llee  ppoollyynnôômmee  mmiinniimmaallee  ddee   uuxx  eesstt   µµxx..

wwwwww..mmaatthhllaaaayyoouunnee..wweebbss..ccoomm 11//55 FFiin  n  ddu  u  pprroobbllèèmmee



CCPPGGE  E  LLiissssaanne  e  EEddddiinne  e  -  -  LLaaaayyoouunnee EEssssaaiiddi  i  AAllii mmaatthhllaaaayyoouunnee@@ggmmaaiill..ccoomm

Correction du problèmeCorrection du problème

Première partiePremière partie

Espaces monogènesEspaces monogènes

11::

— Soit— Soit ϕ ϕ : : KK[[X X ]] → →  E  E  définie par définie par ∀ ∀P P  ∈∈ KK[[X X ]],, ϕϕ((P P ) ) == P  P ((uu)()(xx))..

On On aa  ∀ ∀P,P, QQ ∈∈ KK[[X X ]],,∀∀α,α, β β  ∈∈∈∈ KK,, ϕϕ((αP αP  ++ β βQQ) ) = = ((αP αP  ++ β βQQ)()(uu)()(xx) ) = = ((αP αP ((uu) ) ++ β βQQ((uu))())(xx) ) == αP αP ((uu)()(xx) ) ++
βQβQ((uu)()(xx) ) == αϕ αϕ((P P ) +) + βϕβϕ((QQ)) donc donc ϕ ϕ  est linéaire d’où est linéaire d’où  E  E uu((xx) = Im) = Imϕϕ est un sous-espace vectoriel de est un sous-espace vectoriel de  E  E ..

— Pour— Pour P  P  = 1= 1, on a, on a P  P ((uu) = id) = idE E  donc donc P  P ((uu)()(xx) ) == x x  d’où d’où x x ∈ ∈  E  E uu((xx))..

— Soit— Soit P  P  ∈∈ KK[[X X ]] donc donc u u ((P P ((uu)()(xx)) = ()) = (uP uP ((uu))())(xx) ) = = ((XP XP )()(uu)()(xx)) ∈ ∈  E  E uu((xx)) d’où d’où E  E uu((xx)) est stable par est stable par u u..

— Soit— Soit F  F  un sous-espace vectoriel de un sous-espace vectoriel de  E  E  stable par stable par u u  qui contient qui contient x x. Montrons d’abord que. Montrons d’abord que ∀ ∀kk ∈ ∈ NN,, uukk((xx)) ∈ ∈  E  E  : :

1.1. On On aa u u00((xx) = id) = idE E ((xx) ) == x x  ∈ ∈  F  F  donc donc u u00((xx)) ∈ ∈  F  F . La relation est alors vraie pour. La relation est alors vraie pour  k k  =  = 00..

2.2. SoiSoitt k k  ∈ ∈ NN et supposons queet supposons que  u ukk((xx)) ∈ ∈  F  F . On a. On a F  F  stable par stable par u u donc donc u ukk+1+1((xx) ) == u u((uukk((xx)))) ∈ ∈  F  F ..

On déduit, d’après le procédé de récurrence, queOn déduit, d’après le procédé de récurrence, que  ∀ ∀kk ∈ ∈ NN,, uukk((xx)) ∈ ∈  E  E ..

SoitSoit P  P  ==
dd


kk=0=0

aakkX X kk ∈∈ KK[[X X ]] donc donc P  P ((uu)()(xx) ) ==
dd


kk=0=0

aakkuu
kk((xx)) ∈ ∈  F  F  carcar ∀ ∀kk ∈  ∈ {{00, . . . , d, . . . , d}},, uukk((xx)) ∈ ∈  F  F  etet F  F  un sous-espace un sous-espace

vectoriel d’oùvectoriel d’où P  P ((uu)()(xx)) ∈ ∈  F  F ..
On On aa  E  E uu((xx) ) == {{P P ((uu)()(xx))/P /P  ∈∈ KK[[X X ]]}}  et et  ∀ ∀P P  ∈∈ KK[[X X ]],, P P ((uu)()(xx)) ∈∈ F F   donc  donc  E  E uu((xx)) ⊂⊂ F F   d’où  d’où E  E uu((xx))  est le plus petit est le plus petit

sous-espace desous-espace de  E  E  qui contient qui contient x x  et stable par et stable par u u..

22::

2 2 - - 11: On a: On a π πuu ∈ ∈ KK[[X X ]] et et π πuu((uu)()(xx) ) = = 00 car car π πuu((uu) ) = = 00 donc donc π πuu ∈  ∈ I I xx d’où d’où I  I xx  == ∅ ∅. Or. Or  π πuu  = = 00 car unitaire donc car unitaire donc I  I xx  est non nul. est non nul.

SoientSoient P, P, QQ ∈  ∈ I I xx et et  R R ∈ ∈ KK[[X X ]]. On a :. On a :

—— ((P P  − − QQ)()(uu)()(xx) ) == P  P ((uu)()(xx)) − − QQ((uu)()(xx) ) = 0= 0 −− 0  0 = = 00 donc donc P  P  − − QQ ∈  ∈ I I xx..

—— ((RP RP )()(uu)()(xx) ) = = ((RR((uu)) ◦ ◦ P P ((uu))())(xx) ) == R R((uu)()(P P ((uu)()(xx)) )) == R R((uu)(0) = 0)(0) = 0 donc donc RP  RP  ∈ I ∈ I xx..

On déduit queOn déduit que I  I xx est un idéal non nul de l’anneau principal est un idéal non nul de l’anneau principal KK[[X X ]] donc donc ∃ ∃µµxx unitaire tel que unitaire tel que I  I xx soit engendré par soit engendré par µ µxx. Autrement. Autrement

dit,dit, I  I xx = =  µ µxxKK[[X X ]]..

2 2 - - 22::

——   Condition nécessaire :  Condition nécessaire : On  On aa µ µxx  unitaire et unitaire et deg deg µµxx =  = 11 donc donc ∃ ∃αα ∈ ∈ KK tel quetel que µ µxx = =  X  X  − − αα..

D’autre part, on aD’autre part, on a µ µxx ∈  ∈ I I xx  donc donc 0  0 == µ µxx((uu)()(xx) ) = = ((X X  − − αα)()(uu)()(xx) ) = (= (uu −− ααididE E )()(xx) ) == u u((xx)) − − αxαx d’où d’où u u((xx) ) == αx αx..

On aOn a  u u((xx) ) == αx αx  et et x x  = = 00 donc donc x x  est un vecteur propre de est un vecteur propre de u u..

——   Condition suffisante :  Condition suffisante : Supposons que Supposons que x x  est un vecteur propre de est un vecteur propre de u u  donc donc ∃ ∃αα ∈ ∈ KK tel quetel que u u((xx) ) == αx αx..

SoitSoit P  P  == X  X  − − αα donc donc P  P ((uu)()(xx) ) = = ((X X  − − αα)()(uu)()(xx) ) = = ((uu −− ααididE E )()(xx) ) == u u((xx)) −− αxαx =  = 00 d’où d’où P  P  ∈ I ∈ I xx. Or. Or  I  I xx = =  µ µxxKK[[X X ]]
doncdonc µ µxx||P P   d’où  d’où µ µxx =  = 11 ou ou µ µxx = =  P  P  carcar µ µxx est unitaire. est unitaire.

SiSi µ µxx =  = 11 alors alors 0  0 == µ µxx((uu)()(xx) = 1() = 1(uu)()(xx) = id) = idE E ((xx) ) == x x. Absurde, car. Absurde, car  x x  = 0= 0  donc donc µ µxx = =  P  P   d’où  d’où deg deg µµxx = deg = deg P P  = = 11..

On déduit queOn déduit que deg deg µµxx =  = 11 si, et seulement si, si, et seulement si, x x  est un vecteur propre de est un vecteur propre de u u..

2 2 - - 33: : On a déjà montré (queOn a déjà montré (question 1-2) question 1-2) que π πuu ∈  ∈ I I xx  et puisque et puisque I  I xx  = =  µ µxxKK[[X X ]] donc donc µ µxx||ππuu..

SoitSoit π πuu == P P αα1111 ·· ·· ··P P ααrrrr la la décomposition décomposition dede  π πuu   en facteurs unitaires et irréductibles donc  en facteurs unitaires et irréductibles donc  ∀ ∀P P  ∈∈ KK[[X X ]]  unitaire, unitaire, P  P ||QQ ⇐⇐⇒⇒

∀∀ii ∈  ∈ {{11, . . . r, . . . r}},, ∃∃β β ii ∈  ∈ {{00, . . . , α, . . . , αrr}} tel que tel que P  P  == P  P ββ1111 ·· ·· ··P P ββrrrr d’où d’où l’ensemblel’ensemble D D ((ππuu)) des diviseurs unitaires de des diviseurs unitaires de  π πuu est est D D ((ππuu) ) ==

{{P P ββ1111 ·· ·· ··P P ββrrrr //∀∀ii ∈  ∈ {{11, . . . r, . . . r}},, β β ii ∈  ∈ {{00, . . . , α, . . . , αrr}}}}. En particulier. En particulier D D ((ππuu)) est finie. est finie.

On aOn a  ∀ ∀xx ∈ ∈  E  E  \ { \ {00}},, µµxx  est unitaire et est unitaire et  µ µxx||ππ donc donc { {µµxx/x/x ∈ ∈  E  E  \ { \ {00}} ⊂}} ⊂ D D ((P P )) d’où l’ensemble d’où l’ensemble { {µµxx/x/x ∈ ∈  E  E  \ { \ {00}}}} est fini. est fini.

2 2 - - 44: : LL’ensemble’ensemble { {µµxx/x/x ∈ ∈  E  E  \ { \ {00}}}} est fini donc est fini donc ∃ ∃xx11, . . . , x, . . . , x p p  ∈ ∈  E  E  tels que tels que { {µµxx/x/x ∈ ∈  E  E  \ { \ {00}}}} = =  { {µµxx11 , . . . , µ, . . . , µxxpp}}..

SoitSoit x x ∈ ∈  E  E . Si. Si  x x  =  = 00 alors alors µ µxx11((uu)()(xx) ) = = 00, sinon,, sinon, ∃ ∃kk ∈  ∈ {{11, . . . , p, . . . , p}} tel que tel que µ µxx = =  µ µxxkk  donc donc µ µxxkk((uu)()(xx) ) == µ µxx((uu)()(xx) ) = = 00..

On déduit queOn déduit que ∀∀xx ∈∈ E,E, ∃∃kk ∈ ∈ {{11, . . . , p, . . . , p}},, µµxxkk((uu)()(xx) ) = = 00   donc  donc ∀∀xx ∈∈ E,E, ∃∃kk ∈ ∈ {{11, . . . , p, . . . , p}},, xx ∈∈ kerkerµµxxkk((uu))   d’où  d’où E E  ==
 p p


kk=1=1

kerkerµµxxkk((uu))..

{{kerkerµµxxkk((uu))/k/k ∈ ∈ {{11, . . . , p, . . . , p}}}}   est une famille de sous-espaces vectoriels de  est une famille de sous-espaces vectoriels de  E  E  dont l’union est dont l’union est  E  E  qui est un espace vectoriel qui est un espace vectoriel

doncdonc ∃ ∃kk ∈  ∈ {{11, . . . , p, . . . , p}} tel que tel que ∀ ∀ll ∈  ∈ {{11, . . . , p, . . . , p}},, kerkerµµxxll((uu)) ⊂ ⊂  ker kerµµxxkk((uu)) d’où d’où ker kerµµxxkk((uu) ) == E  E ..
PourPour e e  = =  x xkk  on  on aa e e  = = 00 et et E  E  = ker = kerµµee((uu))..

2 2 - - 55: On a: On a  E  E  = ker = kerµµee((uu))  donc donc µ µee((uu) ) = = 00  d’où d’où π πuu||µµee. Or, d’après la question 2-3,. Or, d’après la question 2-3,  µ µee||ππuu  donc donc µ µee == ππuu carcar µ µee etet π πuu  sont sont

unitaires.unitaires.

33::
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— — SuppoSupposons sons queque x x ++ yy  =  = 00 donc donc 0  0 == π πxx((uu)()(xx) ) == π πxx((uu)()(−−yy) ) == − −ππxx((uu)()(yy)) d’où d’où π πxx((uu)()(yy) ) = = 00. On déduit que. On déduit que π πxx ∈  ∈ I I yy
doncdonc π πyy  | |  π πxx. Or. Or  π πxx ∧ ∧ ππyy  =  = 11 donc donc π πxx =  = 11 d’où d’où 0  0 == π πxx((uu)()(xx) = 1() = 1(uu)()(xx) = id) = idE E ((xx) ) == x x. Absurde, car. Absurde, car  x x  = 0= 0..

—  —  11.  O n  .  O n  aa  ( (µµxxµµyy)()(uu)()(xx + +  y y) ) = = ((µµxx((uu))µµyy((uu))())(xx + +  y y) ) == µµxx((uu)()(µµyy((uu)()(xx + +  y y)) )) == µµxx((uu)()(µµyy((uu)()(xx) ) ++ µ µyy((uu)()(yy)) )) ==
µµxx((uu)()(µµyy((uu)()(xx)))  =  )  =  ((µµxx((uu))µµyy((uu))())(xx) ) = = ((µµyy((uu))µµxx((uu))())(xx) ) == µµyy((uu)()(µµxx((uu)()(xx))  = 0))  = 0  donc donc µµxxµµyy ∈ ∈ I I xx++yy   d’où  d’où

µµxx++yy||µµxxµµyy..

2 . O n a2 . O n a 0 0 == µ µxx++yy((uu)()(µµxx((uu)()(xx)) = ()) = (µµxx++yy((uu))µµxx((uu))())(xx) ) = = ((µµxx((uu))µµxx++yy((uu))())(xx) ) == µ µxx((uu)()(µµxx++yy((uu)()(xx)) )) == µ µxx((uu)()(µµxx++yy((uu)()(xx++
yy−−yy)) )) == µ µxx((uu)()(µµxx++yy((uu)()(xx++yy))−−µµxx++yy((uu)()(yy)) )) == − −µµxx((uu)()(µµxx++yy((uu)()(yy)) )) == − −((µµxx((uu))µµxx++yy((uu))())(yy) ) = = ((µµxxµµxx++yy)()(uu)()(yy))
doncdonc µ µxxµµxx++yy  ∈  ∈ I I yy  d’où d’où µ µyy||µµxxµµxx++yy. Or. Or  µ µxx ∧ ∧ µµyy  =  = 11 donc donc µ µyy||µµxx++yy..

De même, on aDe même, on a  0  0 == µµxx++yy((uu)()(µµyy((uu)()(yy)) = ()) = (µµxx++yy((uu))µµyy((uu))())(yy) ) = = ((µµyy((uu))µµxx++yy((uu))())(yy) ) == µµyy((uu)()(µµxx++yy((uu)()(yy)) )) ==
µµyy((uu)()(µµxx++yy((uu)()(xx++yy−−xx)) )) == µ µyy((uu)()(µµxx++yy((uu)()(xx++yy))−−µµxx++yy((uu)()(xx)) )) == − −µµyy((uu)()(µµxx++yy((uu)()(xx)) )) == − −((µµyy((uu))µµxx++yy((uu))())(xx) ) ==
((µµyyµµxx++yy)()(uu)()(xx)) donc donc µ µyyµµxx++yy  ∈  ∈ I I xx  d’où d’où µ µxx||µµyyµµxx++yy . Or. Or  µ µxx ∧ ∧ µµyy = = 11 donc donc µ µxx||µµxx++yy..

On aOn a  µ µxx||µµxx++yy ,, µ µyy||µµxx++yy  et et  µ µxx ∧ ∧ µµyy = 1= 1  donc donc µ µxxµµyy||µµxx++yy..

On aOn a  µ µxx++yy||µµxxµµyy,, µ µxxµµyy||µµxx++yy  et et  µ µxx,, µµyy,, µµxx++yy  unitaires donc unitaires donc µ µxx++yy == µ µxxµµyy..

44::

4 4 - - 11: On a: On a P  P ααii−−11ii QQ non nul et non nul et  deg( deg(P P ααii−−11ii QQ)) < < ππuu donc donc P P ααii−−11
ii QQ n’est pas annulateur de de n’est pas annulateur de de  u u  donc donc ( (P P ααii−−11ii QQ)()(uu))  = = 00 d’où d’où

∃∃xxii ∈ ∈  E  E  tel que tel que ( (P P ααii−−11ii QQ)()(uu)()(xxii))  = 0= 0..

4 4 - - 22::

— On a— On a P  P ααii−−11ii ((uu)()(yyii) ) == P  P ααii−−11ii ((uu)()(QQ((uu)()(xxii)) = ()) = (P P ααii−−11ii ((uu))QQ((uu))())(xxii) ) = = ((P P ααii−−11ii QQ)()(uu)()(xxii))  = = 00 donc donc y yii  = = 00..

— On a— On a P  P ααiiii ((uu)()(yyii) ) = = ((P P ααiiii QQ)()(uu)()(xxii) ) == π πuu((uu)()(xxii) ) = = 00 donc donc P  P ααiiii ∈ ∈ I I yyii  d’où d’où π πyyii ||P P ααiiii . . OrOr P  P ii  est irréductible dans est irréductible dans KK[[X X ]]
doncdonc ∃ ∃kk ∈  ∈ {{11, . . . , α, . . . , αii}},, ππyyii == P  P kkii ..

On aOn a  P  P ααii−−11ii ((uu)()(yyii))  = 0= 0  donc donc P  P ααii−−11ii //∈ I ∈ I yyii  donc donc P  P kkii == π πyyii ||P P ααii−−11ii   d’où  d’où k  k > > ααii − − 1 1 d’où d’où k k  = =  α αii  car car  k k  ∈  ∈ {{11, . . . , α, . . . , αii}}..

On déduit queOn déduit que π πyyii == P  P ααiiii ..

4 4 - - 33: D’après la question précédente,: D’après la question précédente, ∀ ∀ii ∈  ∈ {{11, . . . , r, . . . , r}},, ∃∃eeii ∈ ∈  E  E  \ { \ {00}} tel que tel que P  P ααiiii == π πeeii  et soit et soit e e  = =  e e11 + + · · ·· ·· + + eerr..

Montrons queMontrons que ∀ ∀kk ∈  ∈ {{11, . . . , r, . . . , r}},, ee11 + + · · ·· ·· + + eekk   = = 00 et et µ µee11++······++eekk == P  P αα1111 ·· ·· ·· P P ααkkkk ::

— On a— On a e e11  = 0= 0  et et µ µee11 == P  P αα1111 donc la donc la relation est relation est vraie pourvraie pour k k  =  = 11..

— Soit— Soit k k  ∈  ∈ {{11, . . . , r, . . . , r − − 1 1}} et supposons que et supposons que  e e11 + + · · ·· ·· + + eekk  = = 00 et et µ µee11++······++eekk == P  P αα1111 ·· ·· ·· P P ααkkkk ..

On aOn a  µ µee11++······++eekk ∧ ∧  µ µeekk+1+1 = = ((P P αα1111 ·· ·· ·· P P ααkkkk )) ∧ ∧ P  P 
ααkk+1+1
kk+1+1 = = 11 car les car les P  P ii,, ii ∈  ∈ {{11, . . . , k, . . . , k + 1 + 1}} sont deux à deux premiers entre sont deux à deux premiers entre

eux donc, d’après la question 3,eux donc, d’après la question 3,  e e11 + + · · ·· ·· + + e ekk+1+1  = = 00 et et  µ µee11++······++eekk+1+1 == µ µee11++······++eekkµµeekk+1+1 == P  P αα1111 ·· ·· ·· P P 
ααkk+1+1
kk+1+1  . La relation . La relation

est alors vraie pourest alors vraie pour  k k + 1 + 1..

On déduit, d’après le procédé de récurrence, queOn déduit, d’après le procédé de récurrence, que ∀∀kk ∈  ∈ {{11, . . . , r, . . . , r}},, ee11++·· ·· ··++eekk  = = 00 et et µµee11++······++eekk == P  P αα1111 ·· ·· ·· P P ααkkkk . En . En particulier,particulier,

pourpour k k  = =  r r,, e e  = =  e e11 + + · · ·· ·· + + eerr  = = 00 et et µ µee  = =  µ µee11++······eerr == P  P αα1111 ·· ·· ·· P P ααrrrr == π πuu..

55: Soit: Soit xx ∈ ∈  E  E \{\{00}},, uuxx l’endomor l’endomorphismphismee dede E E uu((xx)) indu induitit parpar uu etet kk = deg = deg µµxx. On. On poposese µµxx = =  X  X kk−−aakk−−11X X kk−−11− · · · −− · · · −aa11X X −−aa00..

5 5 - - 11: Remarquons d’abord que: Remarquons d’abord que x, x, uu((xx)), . . . , u, . . . , ukk−−11((xx)) ∈ ∈  E  E uu((xx))..

— — SoiSoientent α α00, . . . , α, . . . , αkk−−11 ∈∈ KK  tels que tels que αα00xx + +  · · ·· ·· + +  α αkk−−11uukk−−11((xx) ) = = 00  donc donc


αα00ididE E  + + · · ·· ·· + + ααkk−−11uukk−−11


((xx) ) = = 00  d’où d’où


αα00 + + · · ·· ·· + + ααkk−−11X X kk−−11


((uu)()(xx) ) = = 00. On déduit que. On déduit que  α α00 + + · · ·· ·· + + α αkk−−11X X kk−−11 ∈ ∈ I I xx  donc donc µ µxx||αα00 + + · · ·· ·· + + α αkk−−11X X kk−−11. . OrOr

degdeg


αα00 + + · · ·· ·· + + ααkk−−11X X kk−−11


< < kk = deg = deg µµxx donc donc α α00 + + · · ·· ·· + + ααkk−−11X X kk−−11 = = 00 d’où d’où α α00 = =  · · ·· ·· = =  α αkk−−11 =  = 00..

On déduit que la familleOn déduit que la famille  { {x,x, uu((xx)), . . . , u, . . . , ukk−−11((xx))}} est libre. est libre.

— Soit— Soit P P  ∈∈ KK[[X X ]] etet P P  == QµQµxx ++ RR   la division euclidienne de  la division euclidienne de P P  parpar µµxx   donc  donc P P ((uu)()(xx) ) = = ((QµQµxx ++ RR)()(uu)()(xx) ) ==
((QµQµxx)()(uu)()(xx) +) + RR((uu)()(xx) ) == R R((uu)()(xx)) car car ( (QµQµxx)()(uu)()(xx) ) = 0= 0  puisque puisque Qµ Qµxx ∈ ∈  µ µxxKK[[X X ] ] == I  I xx..

On déduit queOn déduit que P  P ((uu)()(xx) ) == R R((uu)()(xx)) ∈ ∈  Vect Vect{{x,x, uu((xx)), . . . , u, . . . , ukk−−11((xx))}} car car deg deg RR ≤ ≤  deg deg µµxx − − 1  1 == k k  − − 1 1. On déduit que la. On déduit que la

famillefamille { {x,x, uu((xx)), . . . , u, . . . , ukk−−11((xx))}} est génératrice dans est génératrice dans  E  E uu((xx))..

La familleLa famille  { {x,x, uu((xx)), . . . , u, . . . , ukk−−11((xx))}}  est libre et génératrice donc est libre et génératrice donc B B xx   est une base de  est une base de E E uu((xx))   et, en particulier,  et, en particulier, dimdim E E uu((xx) ) ==
cardcard



{{x,x, uu((xx)), . . . , u, . . . , ukk−−11((xx))}}


== k k  = deg = deg µµxx..

5 5 - - 22: On a: On a ∀ ∀ p p ∈  ∈ {{11, . . . , k, . . . , k − − 2 2}},, uuxx((uu p p((xx)) )) == u u((uu p p((xx)) )) == u u p p+1+1xx ((xx))..

D’autre part, on aD’autre part, on a µµxx == X X kk −− a akk−−11X X kk−−11 −  · · ·  −−  · · ·  −  a a11X X  −−  a a00   donc  donc 0 0 == µµxx((uu)()(xx) ) = = ((uukk −− a akk−−11uukk−−11 −  · · ·  −−  · · ·  −  a a11uu − −
aa00ididE E )()(xx) ) == u ukk((xx)) −− aakk−−11uukk−−11((xx)) − · · · −− · · · − aa11uu((xx)) −− aa00xx donc donc u ukk((xx) ) == a akk−−11uukk−−11((xx) +) + ·· ·· ·· ++ aa11uu((xx) +) + aa00xx. On déduit que. On déduit que

uuxx((uukk−−11((xx)) )) == u ukk((xx) ) == a akk−−11uukk−−11
xx ((xx) +) + · · ·· ·· + + aa11uuxx((xx) +) + aa00xx..

La matrice deLa matrice de u uxx dans la base dans la base B B xx est alors : est alors :


















00 ·· · ·· · · ·· · ·· 00 aa00

11
.. .. ..

...... aa11

00
.. .. ..

.. .. ..
......

......
......

.. .. ..
.. .. .. 00 aakk−−22

00 ·· ·· ·· 0 0 11 aakk−−11



















5 5 - - 33: Soit: Soit π πxx  le polynôme minimale de le polynôme minimale de u uxx  donc donc π πxx((uuxx) ) = = 00 d’où d’où 0  0 ==  π πxx((uuxx)()(xx) ) == π πxx((uu)()(xx)). On déduit que. On déduit que  π πxx ∈ ∈ I I xx  donc donc

µµxx||ππxx. En particulier,. En particulier, deg deg µµxx ≤ ≤  deg deg ππxx..

D’autre part,D’autre part, deg deg ππxx ≤ ≤  dim dim E E uu((xx) = deg) = deg µµxx  donc donc deg deg µµxx = deg = deg ππxx..

On aOn a  µ µxx||ππxx,, deg deg µµxx = deg = deg ππxx  et et  µ µxx,, ππxx unitaires donc unitaires donc π πxx = =  µ µxx..
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