CPGE Lissane Eddine - Laayoune Essaidi Ali mathlaayoune @gmail.com

Espaces monogenes, endomorphismes cycliques

Définitions et notations

Dans tout le probleme, K = R ou C, E un K-espace vectoriel de dimension finie n € N* etu € Z(F).
Pour tout z € E onnote E, () = {P(u)(z)/P € K[X]} eton dit que u est cyclique si 3z € E tel que E,(x) = E.

Premiere partie
Espaces monogenes

1: Soit z € E. Montrer que E,(z) estle plus petit sous-espace de F qui contient x et stable par u. E',(z) s appelle le sous-
espace u-monogene engendré par x.

2: Soitx € E\ {0}etZ, = {P € K[X]|/P(u)(x) = 0}.

2 - 1: Montrer que 3, € K[X] unitaire tel que Z, = p,K[X].

2 - 2: Donner une condition nécessaire et suffisante sur x pour que deg p, = 1.

2 - 3: Montrer que p, |7, et déduire que I’ensemble {p, /x € E \ {0}} est fini.

2 - 4: Montrer que Je € E \ {0} tel que E' = ker e (u).

2 - 5: En déduire que p = my,.

3: Soientz,y € E \ {0} telsque iz A py = 1. Montrer que  +y 7# 0 €t figqy = fgfly.

4: Soitm, = P;** --- P la décomposition de 7, en facteurs unitaires et irréductibles.

4-1: Soiti € {1,...,r} et Q € K[X] tel que 7, = QP;*. Montrer que 3z; € E tel que (QP* ) (u)(x;) # 0.
4 - 2: Soity; = Q(u)(z;). Montrer que y; # Oet p,, = P;*.

4 - 3: Retrouver le résultat de la question 2-5.

5: Soitz € E\{0}, u, ’endomorphisme de E, () induit paru et k = deg ji,.Onpose iy = XF—ar_1 X1 —-.. —a; X —ay.
5 - 1: Montrer que %, = (z,u(z),...,u*"1(z)) est une base de E,(z). En déduire la dimension de E, (z).

5 - 2: Déterminer la matrice de u,, dans la base %,.

5 - 3: Montrer que le polyndme minimale de u,, est (.
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Correction du probleme

Premiere partie
Espaces monogenes

— Soit ¢ : K[X] — FE définie par VP € K[X], p(P) = P(u)(z).
Ona¥P,Q € K[X],Va,3 €€ K, p(aP 1 AQ) = (aP + BQ)(u)(z) = (aP(u) + AQ(u))(z) = aP(u)(x) +
BQ (u)(z) = ap(P) + By(Q) donc ¢ est linéaire d’out E, () = Im¢ est un sous-espace vectoriel de F.

— Pour P =1,0na P(u) =idg donc P(u)(z) =z d’ou z € F,(x).

— Soit P € K[X] donc u (P(u)(x)) = (uP(u))(z) = (XP)(u)(z) € E,(x) d’ot E,(z) est stable par w.

— Soit F un sous-espace vectoriel de E stable par u qui contient . Montrons d’abord que Vk € N, u*(z) € E :

1. Onau®(z) =idg(z) =z € F donc u®(z) € F. Larelation est alors vraie pour k = 0.
2. Soit k € N et supposons que u*(z) € F. On a F stable par u donc u*+1(2) = u(u*(z)) € F.
On déduit, d’apres le procédé de récurrence, que Vk € N, u*(z) € E.

d d
Soit P = Zaka € K[X] donc P(u)(x) = Zakuk(x) € FcarVk € {0,...,d},u*(x) € F et F un sous-espace
k=0 k=0
vectoriel d’out P(u)(z) € F.
OnaE,(z) = {P(u)(z)/P € K[X]}et VP € K[X], P(u)(z) € F donc E,(xz) C F d’ou E,(z) est le plus petit
sous-espace de E' qui contient x et stable par w.
2:
2-1: Onamy € K[X] et my(u)(x) = 0car my(u) = 0donc 7y, € Z, o0 Z,, # 0. Or 7, # 0O car unitaire donc Z,, est non nul.
Soient P, Q € Z, et R € K[X].Ona:
— (P—Q)(u)(z) =P(u)(z) — Q(u)(z) =0 —0=0donc P— Q € Z,.
— (RP)(u)(x) = (R(w) o P(w))(x) = R(u)(P(u)(x)) = R(u)(0) = 0 donc RP €.
On déduit que Z,, est un idéal non nul de I’anneau principal K[X] donc 3y, unitaire tel que Z,, soit engendré par p,.. Autrement
dit, Z, = K[ X].
2-2
— Condition nécessaire : On a i, unitaire et deg p, = 1 donc dJa € K tel que p, = X — a.
D’autre part, on a p, € Z, donc 0 = p(u)(z) = (X — a)(u)(z) = (v — aidg)(z) =u(x) — ax ot u(z) = az.
Ona u(z) = az et x # 0 donc x est un vecteur propre de u.
— Condition suffisante : Supposons que x est un vecteur propre de u donc da € K tel que u(z) = ax.
Soit P = X — adonc P(u)(z) = (X — a)(u)(z) = (u — aidg)(z) =u(x) —ax=0dou P € Z,.0r Z, = p, K[X]
donc pi,|P d’olt pi, = 1 ou pu, = P car u, est unitaire.
Sipi, = lalors 0 = pg(u)(z) = 1(u)(z) = idg(x) = z. Absurde, car x # 0 donc pu, = P d’ou deg 1, = deg P = 1.
On déduit que deg u,, = 1 si, et seulement si, x est un vecteur propre de u.
2 - 3: On adéja montré (question 1-2) que 7, € Z,, et puisque Z, = p,K[X] donc pi,|my.
Soit T, = P --- P la décomposition de 7,, en facteurs unitaires et irréductibles donc VP € K[X] unitaire, P|Q <=
Vie{1,...r},38; € {0,..., .} tel que P = P ... P8 d’oti I’ensemble Z(mr,,) des diviseurs unitaires de 7, est Z(m,,) =
(PPr...PPr)vie {1,...r}, B € {0,...,a,}}. En particulier Z(m,) est finie.
OnaVz € E \ {0}, ., est unitaire et y, | donc {p,/x € E\ {0}} C 2(P) d’oul’ensemble {u,/z € E \ {0}} est fini.
2 -4: L'ensemble {y,/x € E\ {0}} estfini donc 3z1,...,2, € Etels que {z/x € E\{0}} = {ptay,- -, tta, }-
Soitz € E.Siz = 0alors pi,, (u)(z) = 0, sinon, 3k € {1,...,p} tel que py = pig, donc piy, (u)(z) = pg(u)(z) = 0.
On déduit que Vx € E,3k € {1,...,p}, e, (u)(x) = Odonc Vz € E,3k € {1,...,p},z € kerp,, (u) dou E =

U ker g, (u).

k=1

{ker pi, (u)/k € {1,...,p}} est une famille de sous-espaces vectoriels de E dont 1’union est E qui est un espace vectoriel
donc 3k € {1,...,p} telque Vi € {1,...,p}, ker iy, (u) C ker g, (u) ot ker pz, (u) = E.

Poure =z onae # Oet E = ker p(u).

2-5:0naF = ker p.(u) donc pe(u) = 0 d’ott my|pe. Or, d’apres la question 2-3, p.|m, donc p. = m, car p et m, sont
unitaires.

3:
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— Supposons que z + y = 0 donc 0 = 7 (u)(z) = 74 (u)(—y) = —7(u)(y) d’ot 75 (u)(y) = 0. On déduit que 7, € Z,
donc 7y | 5. Or my Ay = 1donc 7, = 1d’o1 0 = 7, (u)(z) = 1(u)(x) = idg(xr) = =. Absurde, car z # 0.
1 Ona () W)@+ ) = (W) () (@ + ) = pa(0) (g (W) (@ +9)) = pe () (1 () () + piy () (1)) =
uw(U)|(uy(U)(l’)) = (ko (u)py(u))(@) = (ty(Wpa(w)(x) = py(w)(pe(u)(z)) = 0donc pgpy € Izty d’ol
Kty |z tly-

2. 0na0 = pgiy(w) (e (w)(2)) = (Haty (W pe(w))(2) = (po (W) poty(u))(2)
Y=Y)) = po (W) (Baty (W) (@+Y) — oty (W) (Y) = —pa(w) (to+y (W) (y)) =
donc pigfizyy € Ly dOU fy| bty OF i A iy = 1 donc phy | pty-

De méme, ona 0 = pgiy(u)(py(u)(y)) = (Haty Wy () (y) = (Ly(w)paty (W) (Y) = py(w)(Haty(u)(y)) =
ty (W) (Baty () (@+Y—)) = oy (W) (p4y (W) (3+Y) =Bty (0) () = =y () (Ho4y (W) (@) = = (py (W) Bty (w)) (z) =
(ty partyy) (w) () dONC prypigyy € Ly dO0 | gy gy OF iz A iy = 1 donc pug| iy
Ona fig|fgtys oyl|laty €t pig A piy =1 donc pg iy |figty.
Ona /Lac-i—y',ugc,uya Na:.UJylluac—{—y et fig, [y, Ha+y UNitaires donc fiy iy = fgfly.

W) (B y (0) (7)) = pa (1) (foty (u) (2+

= ( xT
—( x(u).uaﬁ—y( N() = (:UJ:E.UJm+y)( )(y)

4:
4-1: On a P 'Q nonnul et deg(P? Q) < m, donc P ~'Q n’est pas annulateur de de u donc (P~ *Q)(u) # 0 d’oit
Jz; € E tel que (P 1Q) (u)(x;) #0.
4-2:
— Ona PP ) () = P2 () (Q(w) (2:) = (P~ (u)Q(w) () = (P ~'Q)(u) () # 0 done y; # 0.
— On a P (u)(y;) = (P Q) (u) (xz) = my(u)(z;) = 0donc P € Z,,, d’ou my,|P*. Or P; estirréductible dans K[X]
donc 3k € {1 ,a; },my, = PF.
Ona P t(u )(yz) # 0 donc PO‘Z '¢7, donc PF=m, [P 'douk>a;—1douk=ascarkec{l,...,a;}.
On déduit que 7, = P;™.
4 - 3: D’apres la question précédente, Vie{l,...,r},de; € E\ {0} tel que P =m,, etsoite =e1+ - -+ e,.
Montrons que Vk € {1,...,r},e1 4+ -+ eg A 0et fey4oqe, = Pt - PO*
— On aey #0 et pe, = P donc larelation est vraie pour k = 1.
— Soitk e {1,...,r — 1} etsupposons que €1 + - - - + e % 0 et fe,4...qe, = Pyt -+ P*.
ONa fley ey AN fegy = (P -+ Po*) APt = 1carles P;,i € {1,...,k+ 1} sont deux a deux premiers entre
eux donc, d’aprés la question 3, €1 + - - + €gq1 7 0 €t fle;1oepy = Mertterber, = P10 P,f;’fi’l La relation
est alors vraie pour k + 1.
On déduit, d’apres le procédé de récurrence, que Vk € {1,...,r},e1+---+ex # 0et fie, 4...qe, = Pr* -+ P . Enparticulier,
pourk=r,e=e1+ - +e, F0et e = fie;4.e, = P+« P =y,

5: Soitx € E\{0}, u, I’endomorphisme de E, (z) induit paru et k = deg y1,. Onpose p, = X*—ap_1 X*1—-.. —a; X —ay.
5 - 1: Remarquons d’abord que z, u(z), ..., u*"1(z) € E,(x).
— Soient g, ..., a1 € K tels que agz + - -- + ap_1u*1(x) = 0 donc (aoidE + 4 ozk_luk_l) (z) = 0d’ou
(0 + -+ + ag—1 X" 1) (u)(x) = 0.Ondéduit que g + - - - + ag—1 X* ! € T, donc pylag + - - + ap—1 X*~1. Or
deg (atg + - -+ + ap—1 X* 1) <k =degpy doncag+ -+ + 1 XF 1 =0d o g = - - - = a1 = 0.

On déduit que la famille {z, u(x),...,u*"1(x)} estlibre.
— Soit P € K[X] et P = Qu, + R ladivision euclidienne de P par u, donc P(u)(z) = (Quy + R)(u)(z) =
(Qua) (1) (&) + R(w) () = R(u)(z) car Qi) (u) () = 0 puisque Qpiy € i K[X] = I,
On déduit que P(u)(z) = R(u)(x) € Vect{x,u(x),...,u*"(z)} car deg R < deg p; — 1 = k — 1. On déduit que la
famille {z, u(z),...,u*"1(x)} est génératrice dans F,(z).
La famille {z,u(x),...,u*~1(x)} est libre et génératrice donc %, est une base de E,(z) et, en particulier, dim E,(z) =
card ({z,u(z), ..., uF"1(2)}) =k = deg ps.
5-2:0naVpe{1,....,k— 2}, u.(uP(x)) = u(uP(z)) = ubt(x).
D’autre part,ona pi; = XF —ap_1 X* ' — ... —a1X —ag donc 0 = p (u)(z) = (uf —ap_1ufF1 — - —au—
aoidg)(z) = uf(z) — ap_1uF~1(z) — - - — ayu(x) — apz donc uF(x) = ap_1u*~1(x) + - - - + a1u(x) + apz. On déduit que
ug(uF1(2)) = uF(z) = ap_1uF 1 (2) + - - - + aruz(x) + ao.
La matrice de u, dans la base %, est alors :
(0 N \

1 . . aj
0

: . 0
\0 -~ 0 1 Z: j}

5 - 3: Soit 7, le polyndme minimale de u,, donc 7, (u;) = 0d’ott 0 = 7, (ug)(x) = 74 (u)(z). On déduit que 7, € Z, donc
fo |7, En particulier, deg p,, < deg .

D’autre part, deg 7, < dim E,(x) = deg u, donc deg p,, = deg 7.

Ona pg|my, deg p, = deg m, et g, 7, unitaires donc 7, = fi,.
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