PROBLEME 2 :

1. On montre d’abord que u,, € IN* pour tout n € IN (c’est vrai pour n = 0, pour n = 1, puis si
c’est vrai au rang n et au rang n + 1, alors cela reste vrai au rang n + 2 car la somme de
deux entiers naturels non nuls en est encore un).

Ensuite, on a u; —ug > 0 et, pour tout n € IN*, w19 — Uy = up—1 € IN*, donc wy11 —up >0
et la suite (u,,) est croissante (strictement & partir du rang 1).
2. L’assertion u,, > n est vraie au rang 0, au rang 1 et au rang 2 ;

soit n > 1 donné, si on a u, > n et u,y1 > n+ 1, alors
Upta = Upt1 +Up >N+ 1) +n=2n+1>n+2
(cette derniére inégalité est vraie pour n > 1, ce qui obligeait & vérifier assertion u, > n
aussi pour n = 2).
Par les théoréemes de comparaison, on déduit que lim wu, = +oo.
n—-+o0o
3. Pourn>1,0n a
2 _ 2 _ .2 )
UpUpy2 — Up 1 = Un(Un + Unt1) — Up g = Uy — (Unt1 — Up)Unt1 = Uy — Up—1Unt1 -

Ainsi, en posant a,, = upUpt2 — uiﬂ pour tout n € IN, on a prouvé la relation a, = —a,_1
pour tout n € IN*, autrement dit (a,) est une suite géométrique de raison —1 ; comme
ap = upuz — us = 1, on a donc a,, = (—1)" pour tout n € IN, ce qu'il fallait prouver.

L. Up4-2 Upt1 + U U 1
4.a. Immédiat : v, = ntz _ 2ot =14+ =14 —.
unJrl Un+1 unJrl Un
b. Vérifions :
Un+3 Un+1 Un4+3Up — Un4-1Un+2
Un+2 —Un = - =

Up+2 Up, UpUn+2
2
(unJrl + un+2)un - UnJrl(un + un+1) _ UnUp4+2 — un+1

UpnUn+-2 UnUn+2
(_1)n
UnUn+2
c. Etudions le sens de variation de (z,,) :
(71)271 1
Tp+1 — Tp = V2p42 — Vop = - >0

U2nU2n+2 U2nU2n+2
et la suite (z,,) est strictement croissante.

De méme,
(_1)2n+1 _ 1

Yn+1 — Yn = U2n43 — V2n41 = =
U2n+1U2n+3 U2n4+1U2n+3

<0

et la suite (y,,) est strictement décroissante.



2
U2n+2 U2n+1 U2p+2U2n — Uy 41 1
Enfin, yp, — zn = vop1 — v2n = e Rl tend
U2n+1 U2n U2nU2n+1 U2nU2n+1
vers zéro car  lim  wug, = 111}_1 Usnt+1 = +00 (ce sont des suites extraites de (uy) qui tend
n—-+oo

n—-+oo

vers +00).

. Les suites (x,) et (y,), adjacentes, ont une limite commune [. Une suite (v, ), dont les
deux suites extraites constituées respectivement des termes d’indices pairs et des termes
d’indices impairs convergent vers la méme limite, est convergente (propriété démonirée en
cours), donc (v,,) converge vers [.

1
Enfin, en passant & la limite dans la relation obtenue en a., on obtient [ = 1 + T soit

1++/5
P—-1—-1=0donl= T\[ La suite (v,,) étant & termes positifs, on a nécessairement
1+5

> pr—
[ >0, donc [ 5



