PROBLEME DE MATHEMATIQUES ENONCE

FORMULE DE STIRLING

Partie I: Formule de Wallis

™

2
On pose, pour tout entier naturel n, I,, = / sin” tdt
0

1. Montrer que la suite (I,,) est strictement décroissante et minorée
2. Montrer que Vn > 2, on a nl, = (n — 1),
3. En déduire Is, et I, 11 a laide de factorielles

4. Prouver que I,,41 ~ I,
+oo

24nn!4
5. En déduire la formule de Wallis 7 = lim
n—+oo n(2n)!2

Partie II: Formule de Stirling

n”e”\/ﬁ)
! :

6. On pose, pour tout n € N* S, =1In (

n
(a) Mont S S !
ntrer il — Sp ~ —
a) Montrer que Sy, 41 o2
(b) En déduire que la suite (S,,) converge vers un réel A
Anl
n!

C ()IltIeI que n-e n ~ e
P] n n
+oo

7. (a) A Plaide de 5, montrer que A = —In+v/27.
(b) En déduire la formule de Stirling:

n
n! ~ (ﬁ) 2T
e

Partie III: Développement asymptotique de n!

Soient E Uy, €t g v, deux séries & termes réels positifs, convergentes.

n>1 k>1
—+o0 —+o0
Pour tout entier n, on note R,, = E ug et 1T,, = E Vg
k=n+1 k=n—+1

8. Om suppose que u, ~ v,. Montrer que R,, ~ T,

) . 1
9. En déduire que si u, ~ —, alors R,, ~ —
n2 n

1
10. Appliquer ce qui précéde a u, = 12(S,, — Sp—1), et montrer que A — S,, ~ Ton
n

11. En déduire finalement que

1 1
n! =n"e "V2mn (1 +—+4o0 <n>)

12n

elamdaoui@gmail.com 1 www.elamdaoui.com



PROBLEME DE MATHEMATIQUES CORRECTION

FORMULE DE STIRLING

Partie I: Formule de Wallis

1. Pour tout ¢ € }0, g [, et tout n de N:
0<sint<1=0<sin""¢<sin"t
7r

On en déduit par intégration de 0 & —:

2
VneN, 0< I, <I,

La suite (I,,) est donc strictement décroissante et minorée par 0.

2. On procéde a une intégration par parties, pour tout n > 2:

z
I, = / sintsin™ ' ¢dt
0

jus 2
= [~ costsin™" t]oz +(n—-1) / cos? tsin" 2 tdt
0

™

= (n—1) /05(1 —sin?t)sin" 2 tdt = (n — 1) (I,_o — I,,)

On en déduit: Vn >0, nl, = (n—1)1,_2

3. e Calcul de Is,:
La relation précédente donne 2nly, = (2n — 1)I5;,—1). On en déduit

2n—-1 2n—3 31
L=~ " S
? on 2n—1) 4277
2n)! =«

W§ Cette relation est valable pour n =0

Or Iy = g, donc Iy, =

e Calcul de Iy 41:
La relation 2 donne (2n + 1)Ia, 411 = 2nls,—1. On en déduit

2n 2(n-1) 2

Iopiq = =l
P T on 1 am—1) 37
Or I, = 1, donc I 27(”  Cette relation est valabl 0
rl; = onc [o,+1 = ————. Cette relation est valable pour n =
1 ) 2n+1 @2n + 1) p
I, I, I, 2
4. Pour tout n € Ny on a: 0 < Iy4o < Iny1 < I, et donc 0 < I+2 < [H < 1. Or I+2 = nil tend vers 1
n n n n
quand n tend vers +o0.
I
On en déduit que ntl o, 1, c’est-a-dire I, 41 ~ I,
Ioni1 2in(phd 2 24n(ph)t1
5. Pour tout n de N = =~ —.
oH o e T, T @t )@ 7 n@2n)2 7
T 24n | 4
Puisque 2L — 1, on obtient (n})
Iy  notoo n(2n)!12 notoo
Partie II: Formule de Stirling
1
6. (a) Pour tout n > 1, on a: S, = <n + 2) In(n) — n — In(n!)
3 1
Sn41— S = n+§ Inn+1)—n—1-In((n+ 1)) — (n+ 5 In(n) +n + In(n!)

D ()
2 n 2 n 2n?2  3n? n3

1 1

12n2+0<n2>

1

12n2

On a donc Sy41 — Sy ~
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PROBLEME DE MATHEMATIQUES CORRECTION

FORMULE DE STIRLING

(b) On sait que la série télescopique Z (Sn+1 — Sn) converge si, et seulement, si la suite (S,,) converge. Puisque

la série Z (Sn+1 — Sn) est convergente (par comparaison avec une série de Riemann), il en est de méme
de la suite (S,). On pose lim S, = A € R.

) 1 n,—n

(¢) Pour tout n de S,, =In (n"+2€_n,) =1In (M)
n! n.

n

n 6—71,

Vn —
e* et done n"e~"\/n ~ e*n!

D’aprés ce qui précede :
n! n—+oco

7. L’égalité précédente donne n"e~"\/ne~* ~ n! et donc aussi (2n)?"e=2"/2ne=* ~ (2n)!.
On en déduit

24nn!4 24nn4ne—4nn26—4>\ 6—2)\
~Y ~Y
n(2n)!2 2nine—dnne—22 2
9dn )14 —2X

Puisque m, on trouve

1
n(2n)1Z notoo =7 et donc A = —3 In(27)

Partie III: Développement asymptotique de n!

8. Soit € > 0. Par hypothése u,, —v, = o (v,,). Il existe donc un entier ng tel que, pour tout n = ng, |un, — v,| < £v,.
Ainsi, pour tout n = ng:

—+o0 —+o0 —+o0
R =Tl =| > (u—we)| < D |uk—wel <e D vp=eT,
k=n-+1 k=n-+1 k=n-+1

Ce résultat signifie que R,, — T,, = o(T,), c’est-a-dire R, ~ T,

1 1 1 1
9. Supposons u,, ~ —. Alors u, ~ = — —. Ainsi :
n? nn—1 n—-1 n

+00 m
1 1 . 1 1 . 1 1 1
R, ~ Z (kl _k) :77L1—1>I—rklook;_1 (kl _k> _TVLEIEOOE_%_E
1
Donc R, ~ —.
n

1 1
10. On a bien u;, ~ —. On en déduit R, ~ —. Mais
n n

—+o00 m
Ry, = 12 > (Sp—Sk-1)= 12 Jim > (Sk = Sk-1)
k=n+1 k=n+1
= 12 lim (S, —S,) =12(A—S,)

m——+oo

1
Donc 12(A — S,) ~ —, puis (A —Sp) ~ Ton
n n

n! 1 1
11. OnaA—-S,=In{ ———— ) = — 4o ( — |). On en déduit
<n"e”\/27m> 12n <n>

n! 1 n 1 14 1 n 1
————=exp|-—+o0 = — 4o =
nte=—"/2mn P 12n n 12n n

1 1
n! =n"e "V2mn <1 +— 40 <>)
12n

n

Soit
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