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Corrigé du probleme

Autour de la constante d’Euler

Partie 1 — Développement asymptotique de la série harmonique

La partie a pour but d’obtenir un développement asymptotique de H,, a deux termes.

1.1. Deux inégalités.
1.1.a. Soitke N*.Ona

1
Vk<sx<k+1l ——=<
k+1

<

o1
1=

d’oty, par positivité de 'intégrale,

k+1 k+1 d k+1 d
f dxk+1sf —xsf ax
k k X k k

ie.

1 1
—— </n(k+1)-¢n(k) < -
k+1 ( ) () k
1. 1. b. Soit n € N*. Pour tout 1 < k < n, on déduit de la question précédente que

In(k+1)—¢n(k) <

1=

d’oti, par superposition des inégalités,

Y Un(k+1)-¢nk)< )
k=1 k=1

=~

soit, apres telescopage,
/n(n+1)< Hy,

Pourn=1, H =1<¢n(1)+1=1.0n peut donc supposer n = 2. Pour tout 1 < k < n -1, on déduit
de la question précédente que

/n(k+1)—-¥¢n(k) = L

k+1
d’oti, par superposition des inégalités,
n-1 n-1
Y (Unk+1)-¢nk)= ) —
k=1 o k+1

soit, apres telescopage,
mn+1)=H,-1

On en déduit que
H,<¢/nn)+1
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1.2. La constante d’Euler. Pour tout n € N*, on pose
u,=H,—¥fnn+1) et v,=H,—¥¢n(n)
1.2.a. Procédons en trois temps.

» Pour tout n € N*, on a
Ups1—Up=Hpi1—H,—fmn+2)+¢nn+1) = ﬁ —/mn+2)+¢nn+1)=0
d’apres la question 1.1.a. appliquée a k = n + 1. Ainsi (u,) ,>1 est croissante.
» Pour tout n € N*, on a
Une1—Un=Hus1—H,—fn(n+1)+¥fnn) = ﬁ —f/mn+1)+¢fnn)<0
d’apres la question 1.1.a. appliquée a k = n. Ainsi (v,),>1 est décroissante.
» On a clairement

1 1
vneN*, v,—u,=¢nn+1)-¢nn) zfn(1+—)~—
n!/ n
aisni
lim (v,—u,) =0
n—+oo

Les suites (uy) ;=1 €t (V) =1 sont donc adjacentes.

1.2.b. Comme les suites (u,) =1 et (v,) =1 sont adjacentes de limite y et respectivement
croissante et décroissante, on a
VneN*, u,<y<v,

Comme u; =1-¢n(2)>0etv, =3/2-¢n(2) <1 (car¥n(2)>1/2),onald<y<1.
1.2.c. Ona
Jlim (v, —y)=0= lim (H,-{n(n)-y)

ce qui équivaut a
H,=¢/n(n)+y+o(1)

Partie 2 — Application a la série harmonique alternée

Pour tout entier naturel non nul 7, on pose

2n 1 n b—l)k_l
Xn= ). p et yp= ). -
k=n+1 k=1

2.1. Etudede (x;);>1. Pour tout entier naturel » non nul, on a
Xn = Hop— Hy
Or, d’aprés la derniére question de la premiére partie, on a H,, = #n(n)+7y+o0(1). On en déduit que
X, =¢n2n)—¥¢n(n)+o(l)=¢n2)+o(1)
ie.
lim x,=¢n(2)
—+00

n
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2.2. Etudede (x,;)n>1.
2.2.a. Procédons en trois temps.

» SoitneN*.Ona
1 1

— >
2n+1 2n+2

Yen+2 = Yon =
donc (y2,) n>1 €st croissante.

» SoitneN*.Ona
1 1

+ <0
2n+2 2n+3

Yen+3 —Yon+1 = —
donc (y2,) n>1 est décroissante.

» On aclairement )

2n+1

VneN*, Yopt1—Yon =
d’ou
nl_igloo(yZnH —Yon) =0

Ainsi (V2,)n>1 €t (V2n+1) n=1 sont donc adjacentes.

2.2.b. Comme (y2,)n=1 €t (V2n+1)n=1 sont adjacentes, elles sont convergentes de méme limite et
on déduit alors du cours sur les suites extrzites que la suite (y,),>1 converge vers cette limite
commune.

2.2.c¢. Soit n un entier naturel non nul. On a

2n (_l)k—l n-1 (_1)2m n ( 1)2m—1
=5 >
k=1 m=o2m+1 ;=) 2m
n-1 n 2n n
1 1 1 1

- D TP

mool2m+1 =2m ,=1m me12m
= Hp+1— Hp=xp

2.2.d. On déduit de ce qui précéde que

lim y,= lim y»,= lim x,=/¢n(2)
n—+oo n—+oo n—+oo

Corrigé de I'exercice — Posé a centrale

Envisageons plusieurs cas...
» Sia=1,lasuite est constante égale a 1.
» Si0<a<1,0<a” <1apartir d'un certain rang et la suite est stationnaire a zéro.

» Sia>1,onapourtoutneN
a®-1<|a"| <ad"

d’ou, puisque a”" -1 <0,
(an_l)l/n< La”J””sa
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Comme a > 1, on déduit des croissances comparées que
/na"-1)=nfn(a)+¢m(-a ") =nln(a)+o(n)

d’ou
(@' —1Y" = e%én(a”—l) — pn@+o()

et donc
lim (@"-1)Y"=a
n—+oo

par continuité de '’exponentielle. On déduit alors du théoreme d’encadrement que la suite de
I’énoncé converge vers a.
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