OPTIMAL SUP-SPE. LE N°1 EN SUP-SPE

[L’INTEGRALE DE (GAUSS

i, OPTIMAL SUP-SPE

le n°1 en sup-speé

MATHS SPE - CONCOURS 2015

I. Partiel

1) (a) Lafonction C,, est continue sur [0, 7] comme somme de fonctions qui le sont, et par linéarité de I'intégration :

Lﬂcn( f cos kz da
3|

sin kx]

w\a

I M: i M:

s
5 et on peut donc conclure :

(b) Comme cos0=1":

1
Cn(0) =n+ —.
2
De plus :
n
V€ ]0,7], 2sin (5) Cp(z) = sin (5) + Z 2sin (5) cos kx soit d’aprés une formule classique :
k=1
. (T S [+ 1D . [ @2k—-1)z
= sin (§> + Z (Sln [2] — sin [2
k=1
. (T C[@Cn+ 1)m] x
= sin (7) + sin — sin (7)
2 2
2 1
= sin [( n;— )z et donc, puisque 2 sin (%) #0:

OpTiMAL SuP/SPE - 11, RUE GEOFFROY L’ANGEVIN 75004 PaRris - TeL : 01.40.26.78.78 - WWW.OPTIMALSUPSPE.FR



2)

OPTIMAL SUP-SPE - Concours 2015 2

le n°1 en sup-spé

I N

& Remarque

On aurait également pu remarquer ceci : cos kx n’est autre que la partie réelle de e**, soit d’aprés la
formule de MOIVRE, de (e*®)¥. Le réel = étant dans ]0, 7], on a : € # 1, ce qui permet d’appliquer
un résultat du cours sur la somme des termes d’une suite géométrique. La technique de factorisation
par les exponentielles moitiés (voir le POLYCOPIE Nombres complexes) permet alors de conclure
sans difficulté. Ici, la connaissance du résultat permettait d’aller plus vite en utilisant la formule de

1
trigonomeétrie cosasinb = 3 (sin(a + b) — sin(a — b)).

(a) Commengons par remarquer que la fonction @) est de classe C! sur ]0,7] en tant que quotient (dont le

dénominateur ne s’annule pas) de fonctions qui le sont, et que :

i 'f—cosx—xx}cosE
Vz €]0, 7], @4 (z) = i (2) ot )2 <2 (2)> soit :

in’ (3)
S111 B)

o () s ) s ()

4 sin? (m)
2

Idée pour continuer : le numérateur Ny(z) et le dénominateur D)y (x) ayant pour limite commune 0, on
cherche & obtenir un équivalent de cette fraction lorsque x est au voisinage de 0. Le dénominateur étant
équivalent & un monodme de degré 2 (car sin ¥ z), un d.l. d’ordre 2 au numérateur sera suffisant pour obtenir

un équivalent simple de la fraction. Mais avant de rechercher un d.1.(2) du numérateur, commengons par
rechercher des équivalents de chaque terme.

Lorsque x est au voisinage de 0, — et Az sont au voisinage de 0; on a donc :

— —2Xsin(A\x) sin (g) ~ —\2z?

x—0

)\2 2
— —(cos(Ax) — 1) x cos (g) ~, ;

Comme les deux termes qui constituent le numérateur sont équivalents & un mondéme de méme degré, et que
la somme des coefficients correspondants ne s’annulent pas, on en déduit que le numérateur, noté Ny (z),
vérifie :

/\2

Ny (z) o f?xQ.

& Remarque

Il n’est pas toujours nécessaire d’employer des d.1.! Il est exact que de fagon générale, on ne somme
pas deux équivalents. Mais lorsque f(z) ~ ah(z) et que g(x) = bh(x), et lorsque a + b # 0, alors il
est non moins exact que f(x) + g(z) ~ (a + b)h(x). En effet, on a alors : f(z) = ah(z) + o(h(x)),
g(x) = bh(z) + o(h(x)), dou f(x) + g(z) = (a + b)h(z) + o(h(x)). Comme a + b # 0, on peut
alors écrire : f(x) + g(z) = (a + b)h(x) + o((a + b)h(x)), et finalement : f(z) + g(z) ~ (a + b)h(z).
Il n’est donc pas toujours nécessaire d’employer un d.l. en présence d’une somme d’équivalents.
C’est seulement lorsque a + b = 0 que 'emploi des d.l. est nécessaire : en effet, dans ce cas, on
a: f(z) + g(x) = o(h(x)), et dire que f(x) + g(z) est négligeable devant h(z) ne permet pas de
déterminer un équivalent de f(z) + g(z).

Comme : Ny(z) ~0x2, alors :

r—
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On en déduit que :
. A2
il_r)%@’)\(x) =-3 € R.

Un calcul analogue au précédent, mais plus simple ce dernier, prouve que :
Dy (r) ~ —N,
x—0
et donc :

lim @, (z) = 0.

x—0

Comme ®(0) = 0, on en déduit que @y est continue en 0 et donc sur [0, 7].
Finalement, comme :

— @, est de classe C! sur l'ouvert ]0, 7],

— @, est continue sur le fermé [0, 7],
2

— @/, (x) admet une limite finie lorsque x tend vers 0, égale & ——

)

alors, d’aprés le théoreme de prolongement des fonctions de classe C* :

)\2
La fonction @, est de classe C* sur ]0,7], et : @) (0) = -5

1
B

Point méthode

Pour montrer qu’une fonction est de classe C! sur [a,b] avec "probléme en a", on utilise trés souvent
le théoreme de prolongement des fonctions de classe C! reproduit ci-dessous. Pour une généralisation
on pourra se reporter au Focus Prolongement d’une fonction de classe C!.

Théoréme. Théoréme de prolongement des fonctions de classe C'. Lorsque les trois conditions
sont réunies :

— f est de classe C* sur |a,b],
— [ est continue sur [a,b],
— [ admet une limite au point a, notée £,

alors f est de classe C1 sur [a,b], et : f'(a) = L.

@2n+ 1)z
2

2
(b) Comme la fonction @ et la fonction qui & x associe o1 ( ) sont de classe C! sur [0, 7],
n

alors, en effectuant une intégration par parties :

Lﬂ(I),\(a:) sin [(2”;1)”3] do — [2712_‘_1(1&(1‘) cos (W)K _f@&(x%QﬂCOS ((QTL;rl)x) "

soit avec ®,(0) = 0, et par linéarité de l'intégration :

r@(x) sin[m;l)x] dz — — 2@, () cos ((2"+ U”) 2 r@;(x) cos <M> dz.

o T o+l 2 T o+ 1), 2

Or, la fonction @, est de classe C' sur [0, 7], donc ®) est continue sur le segment [0, ], et donc, par
continuité de la fonction valeur absolue sur R, la fonction |®/| est également continue sur ce segment. Elle
admet donc un maximum, noté M), sur ce segment. Par une propriété de 'intégration, les bornes 0 et m
étant ordonnées dans l’ordre croissant, on en déduit :

4 2 1 27 M.
0< J Dy () sin [(n—;—)x] dx‘ < il A

0
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Le théoreme de l’encadrement permet de conclure que cette suite d’intégrales ci-dessus tend vers 0.

De méme, par encadrement, on obtient sans difficulté :

oy (227 g

lim
n—+ow 2n + 1

et I'on peut finalement conclure :

s

lim ) () sin [m_;l)x] dz =0

n—+oo 0

N

Point méthode
Pour déterminer la limite d’une suite d’intégrales, on peut souvent procéder par encadrement. C’est
seulement si cette méthode ne fonctionne pas qu’il y a alors lieu de voir si on peut appliquer un
théoréme d’intégration & terme, voir le POLYCOPIE Suites et séries de fonctions.

O Rappel de cours

Toute fonction continue sur un fermé-borné est bornée et atteint ses bornes sur ce fermé-borné (pour
les MP : toute fonction continue sur un compact est bornée et atteint ses bornes sur ce compact).
Cette propriété fondamentale d’analyse est utile a la fois dans le cours sur les fonctions d’une variable
et dans le cours sur les fonctions de plusieurs variables. Elle permet par exemple de monter qu’une
fonction polynomiale de plusieurs variables admet un minimum et un maximum globaux sur un
ensemble fermé-borné.

1
3) (a) Soit n € N. Comme : ¥(a,b) € R?, cosacosb = §(cos(a +b) + cos(a — b)), on peut écrire :

Vz € [0, 7], cos(Az) cos(nz) = % (cos((A + n)x) + cos (A —n)x),

et done, les fonctions en présence étant continues sur [0, 7] :

Up (N) %fﬂ (cos((A + n)x) dz + cos((A —n)z)) dz soit, puisque A ¢ Z :

0

soit, puisque sin0 =0 :

_ % [sin(()\/\ :nn)x) ) sin(()\)\_—nn)x)]”

_(A=n) [sin(A7) cos(nm) + cos(Am) sin(nm)] + (A + n) [sin(Ar) cos(nm) — cos(Ar) sin(nm)]
2(A2 —n?)

_2A sin(Ar) cos(nm)
2(A%2 —n?)

_ (=1)™Asin(An)
N2 _ 2

et comme cos(nm) = (—1)" :

On peut conclure :

VneN, u,(A)

Asin(A
(b) Ona:VneNn> A |u,(\)| = sin(hm) on en déduit que :

n2 — \2 ’
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[Asin( )|

B .

un(A)]

n—+oo n

. 1 . )
Comme la série de terme général — converge (série de RIEMANN avec 2 > 1), alors la série de terme général
n
[Asin(Ar)|
n2
de terme général |u,(A\)| converge. Ainsi, la série de terme général u, () est absolument convergente, et
donc, s’agissant d’une série a termes réels :

converge, et donc, d’aprés les critéres de comparaison des séries G termes réels positifs : la série

‘La série de terme général u, () converge‘

(c) Soit n € N*. Par linéarité de l'intégration, on peut écrire :

kZ::luk()\) = f cos()\x)kgl cos(kz) dx

0

- f cos(\z) (Cn(x) - ;) da
C

= fﬂ cos(Az)Cy (x) doz — %fﬂ cos(Az) dz

0

Uy s

Cp(z)dx — %J cos(Az) dz

0

_ f (cos(Az) — 1) Co () da + f

) 0

_ L " (cos(Az) — 1) Co () da + Lﬂcn(x) dz — Sm;i”)
Or, on a :
_ cos(Ax) — 1 sin @2n+ 1)z soit -
Va €]0, 7], (cos(Ax — 1)C,,(z) = pein (g) [ 5 ] t
= &, (x)sin [(271;1)1:] .

Le cas x = 0 rejoint le cas général car ®,(0) = 0, et, la fonction ®, étant continue sur [0, 7] :

JWCI)A(x) sin [(2";1)”] do = f (cos(Az) — 1) Cu() da.

0 0

On peut finalement conclure :

Vn e N¥, éuk(x) - —SmQ(;”) + E@A(x) sin [W] da + L " O () da

& Attention !

(2n+ 1)z
2
justifier que ces deux quantités étaient aussi égales en 0 et rappeler la continuité de la fonction @y,

qui a été précédemment démontrée.

Avant de remplacer (cos(Az)—1)C,,(z) par ®(z) sin [ a lintérieur de l'intégrale, il fallait

(d) Comme la série de terme général u, (A) converge, que la suite (J D (z) sin [(2)x] dx) converge
neN

0

us
i
vers 0 et que la suite <J Cp(z) dx> est constante égale a ) alors, par passage a la limite dans la
neN

0
relation précédente, en faisant tendre n vers +oo, il vient :
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+oo :

sin(Ar)
2, u(N) = =55+ 5
k=1

soit d’aprés le résultat de la question 3a et remplagant la variable muette k par n :

W (D)™ Asin(Ar)  sin(Ar) N

= n2 — \2 2\ 2’
- 2
et on peut finalement conclure, en multipliant par — :
sin(A)
P DAY ™ 1
2_ 22 g Y
—onP=A sin(Amr)

II. Partie I1

(a) En reconnaissant la somme des termes d’une suite géométrique de raison (—t)* # 1 (¢ € [0,1]), on peut

écrire :
& 1— (=t (n+1)a
VneN, Vie[0,1], 3 (—1)kthe = 1—(=t)n+be
k=0 1— (_ta>
1 — (=171t Da
- ( 1)—|— to et ’on peut donc conclure :

e e e as
n s s+ = 1 + ta 1+ to

(b) Idée : Pour trouver la réponse a cette question, deux éléments peuvent nous mettre sur la voie : d’une part,

la présence de l'intégrale. Une intégrale n’apparait pas "toute seule", il s’agit de la faire apparaitre. D’autre
1

n’est autre que f t™ dt, et adapter ce résultat & la situation.
0
On peut écrire, par linéarité de 'intégrale, toutes les fonctions en présence étant continues sur [0,1] :

n 1 1 1 1t(n+1)a
VneN, 3 (—1)kf tha gt :J dt + (—1)n+1J dt,

part, on peut savoir que

soit :

n (_1)k 1 1 " 1t(n+1)a
VneN = dt + (—1)" dt
e 7lcgok'aJrl .[oltho‘ +(=1) fol+ta

Pour passer a la limite, on procéde de nouveau par encadrement de l'intégrale. Les bornes 0 et 1 étant
ordonnées dans ’ordre croissant, on a :

1t(n+1)a
(_1)n+1j

o L+to

1
VneN, < j tntDe g

0

soit :

Vn e N,

1t(n+1)o¢
(_1)n+1f dtl <

o 1+t ’\ (n+1a+1

1 (n+1)a
t
Le théoreme de l’encadrement nous permet d’en déduire que la suite ((—1)”“J dt) converge
neN

o 1+t
o o : o (=DF
vers 0. Par passage a la limite dans la relation précédente, en faisant tendre n vers o0 : lim =
n—+00 g ka +1

Jl ! t, ce qui permet de conclure que
d , C 1 T conc :
0 1 o qul p q
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)" @ ()t (P 1
La série de terme général converge, et : > = J dt
na+ 1 n—ona + 1 o 1+to

a

t @
Notons fq 1 la fonction qui & tout réel ¢ associe We’zbt . La fonction f,; est continue sur R, le probléme

éventuel ne se pose donc qu’en +o0, ott 'on a : |fu,(t)] ~ t*~%e~*"". Plusieurs cas se présentent :
t—+o0

2
D’aprés les critéres de comparaison des intégrales de fonctions positives, on en déduit que 'intégrale

1

. . ’ . —_ _— «@ — [

— Siz > 0 :on a alors, par croissances comparées : lim 2 xt*~“e~?"" = 0, et donc : t¢~ " = o .
t—+00

+o
J t*~“e — xbt™ dt converge. Le critére d’équivalence pour les intégrales de fonctions positives prouve

0
+00

finalement que l'intégrale fap(t) dt converge absolument. La fonction f,; est donc intégrable sur

. 0
R%.
— Siz=0:o0naalors: fg(t) > t*~, et donc, en reconnaissant une intégrale de RIEMANN, on peut
t—+w
alors écrire que la fonction f,; est intégrable sur R¥ si, et seulement si, a < o — 1.

+o0

— Siz<0: on a alors : lign fap(t) = +00, et donc lintégrale fap(t) dt diverge. La fonction f,
t——+oo 0
n’est alors pas intégrable sur R%.

On peut finalement conclure, la distinction demandée par 1’énoncé portant sur a, que :

L’ensemble des valeurs de z telles que la fonction qui a ¢ associe ¢~ e~ *bt"

R, sia < a—1, et R sinon.

soit intégrable sur R¥ est :

La fonction qui a t associe 1 est continue sur R, et, de méme que précédemment, son expression, qui

tOé
1 +00
est positive, est négligeable devant <t2) lorsque t est au voisinage de 4+00. Puisque l'intégrale f o) dt
1
converge, les critéres de comparaison des intégrales de fonctions positives nous permettent de conclure que

+00
I’intégrale J —— dt est absolument convergente, et donc :

L l+te

1
La fonction qui & ¢ associe T est intégrable sur R* .

La fonction qui a u associe uT= étant de classe C! sur [1, +o[, bijective de [1, +oo[ dans ]0, 1], en effectuant

+00
le changement de variable ¢ = uﬁ, dt = uT= du dans l'intégrale convergente J Wdt, il vient :
- 1
o dt 1 0 Uﬁ . . _a
= —— du soit en factorisant par uT-« :
1 1 + t™ 1 — 1 1 4+ ul-—«o
IR |
= J- — du ie.:
a—1Jou"T= +1

I |
= J- — du.
a—1Jy1+ua—1
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,O Rappel de cours

Changement de variable dans une intégrale impropre. Si la fonction ¢ est de classe C! sur

[o, ], et bijective de [a, 8] sur [a,b], alors le changement de variable t = ¢(u), dt = ¢'(u) du est
b

licite dans l'intégrale J f(t) dt, fut-elle impropre. Ce changement de variable assure que les deux

b B
intégrales J- f(¢) dt et J f(¢(w)) du sont de méme nature, et égales en cas de convergence. Noter

a «
que le caractére bijectif de la fonction ¢ n’est pas requis lorsqu’il s’agit d’intégrales de fonctions
continues sur un segment.

Finalement :

Jﬂodt_l o
L I+te a-19\a-1

+o0
1
(d) Par linéarité de l'intégration, 'intégrale f étant convergente, on a : J(a) = g(a) + g ( a )

0
D’aprés le résultat de la question I1.1.b, on peut écrire :

J@) = 3 (1 |y !
a) = -
= na+l a—-11,_% .
a—1
Or, on a :
1 1 B 1
a-1{,_ 2 1] nm+Da-1
—1
et donc :

o0 ke (1)

J(a) = X + 2

Zona+1  Zh(n+1a—1

On en déduit, en effectuant le changement d’indice n’ = n + 1 dans la seconde somme, que :

R S

ona+1  Zina—1

En isolant le terme en n = 0 de la premiére somme puis en regroupant les deux sommes par linéarité, il
vient alors :

oy =1+ ¥ (-1 | =1

na+1_na—1

J(a) =1+ 21(—1)" [na1+ 1 nal— 1]

n=1

1 o 1
=14+ = Z (-1)r+ | ———& soit, d’aprés 1.3.d avec A = — :
an:l «

1 s
1+ - | ———~ —« et ’on peut enfin conclure :

A
@ | sin (—)
a
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(%)
+m —
1
J a dt = aﬂ'
o L+t sin <7)
@
Remarque
7r
o )
Le résultat démontré dans ce probléme, a savoir : J T dt = Lﬂ_ est relativement classique
0 sin (—

aux concours, il peut étre utile de connaitre la valeur de cette intégrale. On retiendra aussi la méthode
consistant & couper cette intégrale en deux, puis & effectuer un changement de variable dans la seconde

intégrale permettant de revenir aux bornes de la premiére.

[0

)




