
Problème de mathématiques Enoncé

Polynômes de Bernstein

Soit n un entier naturel, on note [[0, n]] = {0, · · · , n}, on appelle polynôme de Bernstein de degré n les polynômes
réels Bn,k = Ck

nX
k (1−X)

n−k
, k ∈ [[0, n]]. Dans ce problème, on voudrait démontrer le théorème de Weierstrass.

Soit f : [0, 1] −→ R continue, pour tout entier n ∈ N∗, on pose Pn(f) la fonction définie sur [0, 1] par,

Pn(f)(x) =

n∑
k=0

f

(
k

n

)
Bn,k(x)

Partie I

1. (a) Calculer
n∑

k=0

Bn,k

(b) En déduire que, pour tout x ∈ [0, 1], 0 6 Bn,k(x) 6 1

2. Calculer
n∑

k=0

kBn,k,

n∑
k=0

k(k − 1)Bn,k puis
n∑

k=0

k2Bn,k

3. (a) Pour tout n ∈ N∗ et tout k ∈ [[0, n]], exprimer B′n,k en fonction de Bn−1,k−1 et Bn−1,k
( On étudiera les trois cas : (k 6= 0 et k 6= n), (k = 0) puis (k = n))

(b) Etablir que, pour tout n ∈ N∗ et tout x ∈ [0, 1], (Pn(f))
′
(x) = n

n−1∑
k=0

(
f

(
k + 1

n

)
− f

(
k

n

))
Bn−1,k(x)

(c) En déduire que si f est croissante sur [0, 1], alors pour tout n ∈ N∗, la fonction Pn(f) est croissante sur
[0, 1].

Partie II

On se donne un réel ε > 0

1. Pour tout x ∈ [0, 1], calculer
n∑

k=0

(
x− k

n

)2

Bn,k(x)

2. Montrer qu’il existe α > 0 tel que,
pour tout (x, y) ∈ [0, 1]× [0, 1] , |x− y| 6 α⇒ |f(x)− f(y)| 6 ε

2
.

(On vous demande de redémontrer le théorème de Heine pour l’application f continue sur le segment [0, 1])

3. Soit x ∈ [0, 1], on pose A =
{
k ∈ [[0, n]] ;

∣∣x− k
n

∣∣ 6 α
}
et B =

{
k ∈ [[0, n]] ;

∣∣x− k
n

∣∣ > α
}

(a) Montrer que
∑
k∈A

∣∣∣∣f(x)− f (kn
)∣∣∣∣Bn,k(x) 6

ε

2

(b) Montrer que
∑
k∈B

∣∣∣∣f(x)− f (kn
)∣∣∣∣Bn,k(x) 6

2M

nα2
x(1− x) 6 M

2nα2
, avec M = sup

t∈[0,1]
|f(t)|

4. En déduire que, pour tout x ∈ [0, 1], |Pn(f)(x)− f(x)| 6
ε

2
+

M

2nα2
, avec M = sup

t∈[0,1]
|f(t)|

5. En déduire que la suite sup
x∈[0,1]

|Pn(f)(x)− f(x)| −−−−−→
n→+∞

0.

On dit que (Pn(f))n>0 converge uniformément vers f sur [0, 1].

6. Plus généralement, soit g : [a, b] −→ R une fonction continue, (a, b) ∈ R2, a < b. Montrer qu’il existe une suite
de polynômes (Qn(g))n>0 qui converge uniformément vers g sur [a, b].
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Partie I

1. (a) On fait appel à la formule du binôme de Newton, on obtient
n∑

k=0

Bn,k =

n∑
k=0

Ck
nX

k (1−X)
n−k

= 1

(b) Il est clair que pour tout x ∈ [0, 1], Bn,k(x) = Ck
nx

k(1 − x)n−k > 0. D’autre part, d’après la question

précédente, Bn,k(x) 6
n∑

k=0

Bn,k(x) = 1

2. — On utilise la formule kCk
n = nCk−1

n−1 pour tout k ∈ [[1, n]], alors

n∑
k=0

kBn,k =

n∑
k=1

kBn,k =

n∑
k=1

kCk
nX

k (1−X)
n−k

=

n∑
k=1

nCk−1
n−1X

k (1−X)
n−k

=

n−1∑
k=0

nCk
n−1X

k+1 (1−X)
n−1−k

= nX (X + (1−X))
n−1

= nX

— Pour n = 1, on a bien
n∑

k=0

k(k − 1)Bn,k = 0. Si n > 2, on utilise la formule k(−1)Ck
n = n(n− 1)Ck−2

n−2 pour

tout k ∈ [[2, n]], alors
n∑

k=0

k(k − 1)Bn,k =

n∑
k=2

k(k − 1)Bn,k =

n∑
k=2

k(k − 1)Ck
nX

k (1−X)
n−k

=

n∑
k=2

n(n− 1)Ck−2
n−2X

k (1−X)
n−k

=

n−2∑
k=0

n(n− 1)Ck
n−2X

k+2 (1−X)
n−2−k

= n(n− 1)X2 (X + (1−X))
n−2

= n(n− 1)X2

Donc
n∑

k=0

k(k − 1)Bn,k = n(n− 1)X2

Cette égalité est valable aussi pour n = 1

— Le polynôme
n∑

k=0

k2Bn,k est la somme de deux précédents

n∑
k=0

k2Bn,k = n(n− 1)X2 + nX

3. (a) Soit n ∈ N∗ et k ∈ [[0, n]]. On distingue trois cas
— Si k = 0, on a Bn,0 = (1−X)n, donc B′n,0 = −n(1−X)n−1 = −nBn−1,0

— Si k = n, on a Bn,n = Xn, donc B′n,n = nXn−1 = nBn−1,n−1

— Si k 6= 0 et k 6= n, on a

B′n,k = kCk
nX

k−1(1−X)n−k − (n− k)Ck
nX

k(1−X)n−k−1

= nCk−1
n−1X

k−1(1−X)n−k − nCk
n−1X

k(1−X)n−k−1

= n (Bn−1,k−1 −Bn−1,k)
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(b) Soit n ∈ N∗, on a :

(Pn(f))
′

=

n∑
k=0

f

(
k

n

)
B′n,k

= f (0)B′n,0 + f (1)B′n,n +

n−1∑
k=1

f

(
k

n

)
B′n,k

= −nf(0)Bn−1,0 + nf (1)Bn−1,n−1 + n

n−1∑
k=1

f

(
k

n

)
(Bn−1,k−1 −Bn−1,k)

= −nf(0)Bn−1,0 + nf (1)Bn−1,n−1 + n

n−1∑
k=1

f

(
k

n

)
Bn−1,k−1 − n

n−1∑
k=1

f

(
k

n

)
Bn−1,k

= −nf(0)Bn−1,0 + nf (1)Bn−1,n−1 + n

n−2∑
k=0

f

(
k + 1

n

)
Bn−1,k − n

n−1∑
k=1

f

(
k

n

)
Bn−1,k

= nf (1)Bn−1,n−1 + n

n−2∑
k=0

f

(
k + 1

n

)
Bn−1,k − n

n−1∑
k=1

f

(
k

n

)
Bn−1,k − nf(0)Bn−1,0

= n

n−1∑
k=0

f

(
k + 1

n

)
Bn−1,k − n

n−1∑
k=0

f

(
k

n

)
Bn−1,k

= n

n−1∑
k=0

(
f

(
k + 1

n

)
− f

(
k

n

))
Bn−1,k

Ainsi l’égalité souhaitée, pour tout x ∈ [0, 1], (Pn(f))
′
(x) = n

n−1∑
k=0

(
f

(
k + 1

n

)
− f

(
k

n

))
Bn−1,k(x)

(c) Si f est croissante sur [0, 1], alors pour tout k ∈ [[0, n− 1]], on a
k

n
,
k + 1

n
∈ [0, 1] et

k

n
<
k + 1

n
, alors par

croissance de f , on a f
(
k+1
n

)
− f

(
k
n

)
> 0. En outre, d’après la question 1b, pour tout x ∈ [0, 1], on a

Bn−1,k(x) > 0 et, par suite, (Pn(f))
′
(x) > 0. Ceci montre que Pn(f) est croissante sur [0, 1]

Partie II

On fixe ε > 0

1. Soit x ∈ [0, 1], par un calcul direct

n∑
k=0

(
x− k

n

)2

Bn,k(x) =

n∑
k=0

(
x2 − 2x

k

n
+
k2

n2

)
Bn,k(x)

= x2
n∑

k=0

Bn,k(x)− 2
x

n

n∑
k=0

kBn,k(x) +
1

n2

n∑
k=0

k2Bn,k(x)

= x2 − 2
x

n
.nx+

1

n2
(
n(n− 1)x2 + nx

)
=

x(1− x)
n

2. Par absurde supposons que pour tout α > 0, il existe x, y ∈ [0, 1] tel que |x− y| 6 α et |f(x)− f(y)| > ε

2
. Pour

n ∈ N, il existe xn, yn ∈ [0, 1] tels que |xn − yn| 6
1

2n
et |f(xn)− f(yn)| >

ε

2
.

[0, 1] est compact donc [0, 1] × [0, 1] est compact d’où on peut extraire de (xn, yn) une suite convergente
(xϕ(n), yϕ(n)) d’où les deux suites (xϕ(n)) et (yϕ(n)) convergent. Posons x = limxϕ(n) et y = lim yϕ(n). On
a xn − yn −−−−−→

n→+∞
0 donc xϕ(n) − yϕ(n) −−−−−→

n→+∞
0 d’où x = y. La fonction f est continue sur [0, 1] donc

f(xϕ(n))− f(yϕ(n))→ f(x)− f(y) = 0. Absurde, car
∣∣f(xϕ(n))− f(yϕ(n))

∣∣ > ε

2
> 0.
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3. (a) Par construction de A, pour tout k ∈ A, on a :
∣∣∣∣f(x)− f (kn

)∣∣∣∣ 6 ε

2
, donc

∑
k∈A

∣∣∣∣f(x)− f (kn
)∣∣∣∣Bn,k(x) 6

ε

2

∑
k∈A

Bn,k(x) 6
ε

2

n∑
k=0

Bn,k(x) =
ε

2

(b) Remarquons que si k ∈ B, alors
∣∣∣∣x− k

n

∣∣∣∣ > α, on a alors 1 6
1

α2

(
x− k

n

)2

. On en déduit :

∑
k∈B

∣∣∣∣f(x)− f (kn
)∣∣∣∣Bn,k(x) 6 2M

∑
k∈B

Bn,k(x)

6
2M

α2

∑
k∈B

(
x− k

n

)2

Bn,k(x)

6
2M

α2

n∑
k=0

(
x− k

n

)2

Bn,k(x)

6
2M

α2

x(1− x)
n

6
M

2nα2

où la dernière inégalité vient du fait que le maximum de x 7→ x(1− x) sur [0, 1] est atteint en 1

2
et vaut

1

4
.

4. Soit x ∈ [0, 1], remarquons d’abord que f(x) =
n∑

k=0

f(x)Bn,k(x), [[0, n]] = A ∪B et A ∩B = ∅, on obtient alors

|Pn(f)(x)− f(x)| =

∣∣∣∣∣
n∑

k=0

f

(
k

n

)
Bn,k(x)−

n∑
k=0

f(x)Bn,k(x)

∣∣∣∣∣
=

∣∣∣∣∣
n∑

k=0

(
f

(
k

n

)
− f(x)

)
Bn,k(x)

∣∣∣∣∣
=

∣∣∣∣∣∑
k∈A

(
f

(
k

n

)
− f(x)

)
Bn,k(x) +

∑
k∈B

(
f

(
k

n

)
− f(x)

)
Bn,k(x)

∣∣∣∣∣
6

∑
k∈A

∣∣∣∣f (kn
)
− f(x)

∣∣∣∣Bn,k(x) +
∑
k∈B

∣∣∣∣f (kn
)
− f(x)

∣∣∣∣Bn,k(x)

6
ε

2
+

M

2nα2

5. Soit α le réel strictment positif donné par l’uniforme continuité. On fixe ensuite n0 suffisamment grand tel que :

∀n > n0,
M

2nα2
6
ε

2

On a alors, pour n > n0 :
∀x ∈ [0, 1], |f(x)− Pn(f)(x)| 6 ε.

Ceci prouve bien la convergence uniforme de la suite (Pn(f))n>0 vers f .

6. L’application f : x ∈ [0, 1] 7−→ g (a+ (b− a)x) est continue, par composition, sur [0, 1]. Posons Qn(g)(x) =

Pn(f)

(
x− a
b− a

)
, pour x ∈ [a, b], où (Pn(f)) la suite de polynômes de Bernstein associée à f converge unifor-

mément vers f sur [0, 1]. (Qn(g)) est encore une suite de fonctions polynomiales, et pour tout x ∈ [a, b], on
a :

|Qn(g)(x)− g(x)| =
∣∣∣∣Pn(f)

(
x− a
b− a

)
− f

(
x− a
b− a

)∣∣∣∣ 6 ‖Pn(f)− f ‖[0,1]∞

Donc (Qn(g)) converge uniformément vers g sur [a, b].
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