PROBLEME DE MATHEMATIQUES ENONCE

EQUIVALENT DE LA SOMME

Partie I: Intégrales de Wallis

e

On consideére l'intégrale I,, = / cos” zdx o n désigne un entier naturel
0

1. Montrer que la suite (I,,),>0 est décroissante
2. (a) Déterminer une relation de récurrence entre I, o et I,

(b) En déduire une expression de Iy, et I,11 a laide de factorielles.
3. (a) Montrer 'équivalence : I,,11 ~ I,
(b)

b) Montrer que la suite (Jn)n>0 avec J, = (n+ 1)I,I,41 est constante

(¢) En déduire ’équivalence : I, ~ 2£
\ 2n

Partie II: Equivalent de la somme & partir de ses coefficients

On considére deux séries entiéres E anx™ et E bpx™. On fait les hypothéses suivantes :
n>0 n>=0

(i) La suite (an),cy est & termes positifs

(ii) la série Z ap, diverge

n=0
(iii) Z a,z™ a rayon de convergence égal A 1
n=0
(iv) by, =o(ay)

On note u et v les sommes respectives de ces deux séries entiéres sur leur intervalle ouvert de convergence.

4. (a) Montrer que Z b,z"™ a un rayon de convergence supérieur ou égal a 1.
n=0
(b) On fixe un réel e strictement positif.
Montrer qu’il existe un entier naturel NV tel que pour tout x tel que 0 < z < 1,

N £
[o(@)] <Y [bnl + Zul@)
n=0

(¢) Montrer que u(x) —— +00 et en déduire qu’au voisinage de 1 : v(z) = o(u(x))

r—1—

5. Montrer que si I’on remplace 'hypothése b,, = o (a,,) par b, ~ a,, alors au voisinage de 1 on a 1’équivalence :

u(@) ~ v(@)

1
6. (a) Déterminer le rayon de convergence de la série entiére E n31n (cosh > x™
n
n>1

(b) Déterminer un équivalent simple en 1 de sa somme.

3

el

7. On considére les séries entiéres g H,x" et g In(n)a™, ou l'on a posé pour n > 1, H, =
n=1 n>1

>
Il
—

(a) Veérifier que leur rayon de convergence est 1 et montrer que

+oo
Voel-1,1[, (1-2)) H,a"=-In(l-z)
n=1
+oo
(b) En déduire un équivalent au voisinage de 1 de Z In(n)z"™
n=1
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PROBLEME DE MATHEMATIQUES ENONCE

EQUIVALENT DE LA SOMME

Partie III: Equivalent de la somme a partir de la somme partielle de ses coefficients

On considére deux séries entiéres E apx” et E b,x™. On fait les hypothéses suivantes :
n>=0 n=0

(i) La suite (an),cy est & termes positifs

(i) la série E ay, diverge
n>=0

(iii) E a,z™ a rayon de convergence égal a 1
n>=0

n n
(v) B, ~ A,,oulon a posé¢ A, = E ar et B, = E b,
k=0 k=0
On note u et v les sommes respectives de ces deux séries entiéres sur leur intervalle ouvert de convergence.

8. Vérifier ’égalité, pour tout x réel
n n
(1-1x) Z ApxP = Z apz? — Azt
p=0 p=0

et en déduire que le rayon de convergence de Z Apx™ est égal A 1
n=0

9. (a) Etablir les relations, pour tout = € |1, 1],

—+o0 1 —+o0 “+oo 1 —+oo
Z A, x" = 1= Z apz™ et Z B,xz" = T2 Z b,z"
n=0 n=0 n=0

n=0

“+o0 “+o0
(b) Déduire qu’on a, au voisinage de 1, équivalence Z bpx™ ~ Z anpx”
n=0 n=0

10. On considére la série entiére Z %", ol @ est un entier supérieur ou égal a 2.
n=>0
(a) Verifier que son rayon de convergence est 1;
+o00
(b) Montrer qu’au voisinage de 1 , on a I’équivalence Z 2" ~ LIn(1 — ) , ou L est une constante réelle que

n=0
I’on précisera.
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PROBLEME DE MATHEMATIQUES ENONCE

EQUIVALENT DE LA SOMME

+oo
Partie IV: Equivalent de 233”2

n=0

2
11. Montrer que les séries entiéres Z " et Z (\/n +1-— \/ﬁ) 2" sont de rayons de convergence 1 et que 'on a,
n=0 n=0
au voisinage de 1 ,I’équivalence :

+oo +oo
Zx” ~ Z (Vn+1—+/n)a"
n=0 n=0

12. En déduire que I'on a, au voisinage de 1 , ’équivalence :

+oo ) 1 +oo
R D
n=0 2 n=0

s

“+oo z 1
13. Montrer que pour x € |—1, 1], on a l'égalité : Z L,a" = / _
= o l—xcost

t
14. En effectuant le changment de variable u = tan —, calculer I'intégrale ci-dessus

15. En déduire qu’au voisinage de 1 , on a I’équivalence :

= D
2 =

n=0

ol D est une constante réelle strictement positive que ’on précisera.
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PROBLEME DE MATHEMATIQUES CORRECTION

EQUIVALENT DE LA SOMME

Partie I: Intégrales de Wallis

1. Pour tout t € [0, g}, et tout n de N :
0<cost<1=0<cos" !t <cos"t
On en déduit par intégration de 0 a g :
vneN, 0<I,41<1,

La suite (1,,),,, est donc décroissante

2. (a) On proceéde & une intégration par parties, pour tout n > 0 :
H 1
I, = / costcos™ 1 ¢dt
0

/2
= [sintcos" 't 3/2 +(n+1) / sin? t cos™ tdt
0

/2
(n+1) / (1 —cos®t)cos™ tdt = (n 4 1) (o — I)
0

On en déduit : Vn >0, (n+2)I, =nl,

(b) — Calcul de Iy, :
La relation précédente donne 2nls, = (2n — 1)I3(,—1y. On en déduit

2n—1 2n—3 31
Iyy = ——. ——— =
2n 2(n-—-1) 42

2n)! =

W§ Cette relation est valable pour n =0

Or I = g done I, =

— Calcul de Iy, 41 :
La relation précédente donne aussi (2n + 1)I2,11 = 2nl2,—1. On en déduit

2n 2(n-—1) 'gjl

Ippog = —— 220 /.
T o1 am—1) 3

22n(n!)2
T Cette relation est valable pour n =0

Or I, = 1, donc Iy4q = — )"
PR S GONE fan = o )

L, I, I, 2
2 Il g gp 2 _

I, I, < 1. I, = | tend vers

3. (a) Pourtout n e Nyona:0< 4o < I,41 <I, et donc 0 <

I
1 quand n tend vers +oo. On en déduit que 7}—“ — 1, c’est-a~dire I, 41 ~ I,

(b) Soit n € N, d’aprés 2a, on a (n+2) I,4o = (n+1) I, donc (n+2) I,1olpy1 = (n+ 1) L, 1,41 ol encore
Jnt1 = Jp. Ainsi la suite (Jn)n20 est constante et, par suite, Vn € N, J,, = Jy = Ipl; = 3
_ E ~ 2 ’ N 2 ~ z
(¢c) OnadoncVneN, (n+1) I, 141 = 5" Or (n+1) I, 111 et nlI? (d’aprés 3a). Donc nl; Wl D et,
T

In ~ o J—

n—+oo \l 2n

Partie II: Equivalent de la somme a partir de ses coefficients

4. (a) La relation de comparaison b,, = o (a,,) entraine l'inégalité R, Z bz | = Re Z apxz™ | =1
n=>0 n>=0
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PROBLEME DE MATHEMATIQUES CORRECTION

EQUIVALENT DE LA SOMME

(b) Soit e > 0. Comme b,, = o(a,) alors il existe N € N, Vn € N, n > N = |b,| < g|an| = gan. Soit alors
z € (0,1, on a:

“+o0 N “+o0
anm" < anx” + Z bnx"‘
n=0 n=0 n=N+1
N “+oo
< Z|bn|+ Z |bn | 2™
n=0 n=N+1

(¢) Montrons que lim w(z) = +oo.
rz—1—

n
Comme Z a, diverge et que Vn € N, a,, > 0, lim Zak = +o00.
k=0

n—-+oo
n=0

soitA>o,3N1eN,VneN,n>N1:»Zak>2A.

k=0
Soit n > Ni.x — Zakxk est continue en 1. Donc 3o > 0, Vz € R, |z — 1| < o = Zaka:k — Zak < A.
k=0 k=0 k=0
D’ou :
—+o0 n n
Ve el —a, 1], Zakxk > Zakzk > Zak —A>2A— A= A. Jai donc montré que :
k=0 k=0 k=0
Va >0, 3a>0,Vz € [0,1], |z — 1| < a = u(z) > A, ce qui signifie lim u(x) = 4o0.
r—1-
N €
Or3dN edneN, Ve e[0,1], [v(x)] < > |bul + §u(x)
n=0
N 2
Comme lim u(z) = 400, Ja > 0, tel que Va € [0,1], |z — 1| < a = u(z) > (E bn> —.D'ou:
T—1- n=0 3
Ve e[0,1], |z —1] < a= |v(@)| < %u(x)—f—%u(m)zsu(m)
v (x) v (x)

<e. Dou lim =0et

z—1- u (2)

u ()

v(z) = o(u(x)) au voisinage de 1

5. Si ay, ~ bn, an = by + ¢, avec ¢, = 0 (by). Or, on a maintenant b, > 0 & partir d’un certain rang, E bn,
n——+00
n=0

diverge et > b,z™ a pour rayon de convergence 1. Donc si 'on appelle w la somme de Z cpx'™.

n=0
Vo € 0,1, u(z) = v(z) +w(x) avec w (z) = o (v (x)) au voisinage de 1 d’aprés la question précédente, ce qui
montre que :

u (x) v (x)

1 1
6. (a) n®ln <ch> ~ nd (Ch - 1)
n /) n—+oo n

1
~ 3 _—
n—-+oo " <2n2 >

n n o, . , .
~ —.0r E —z" a pour rayon de convergence 1, le coefficient étant une fonction
n—+oo 2 = 2
nz

rationnelle de n. Donc :

. 1
E n®ln (ch) 2" a pour rayon de convergence 1
n
n=0

elamdaoui@gmail.com 5 www.elamdaoui.com



PROBLEME DE MATHEMATIQUES CORRECTION

EQUIVALENT DE LA SOMME

1
(b) (g)neN est a termes positifs, Z g diverge, Z gx" a pour rayon de convergence 1, n3 In (Chn) ~

n—+oo 2
n=0 n>0
Donc :
+oo n
En?’ln(ch ) ~ > —z". Or:
n=0 z—=17 p=0 2

“+o00

2
n T 1 1
Vo e]-1,1 7"27 e - . D'ou :
vel=LAL 2 g Zm 2(1 )Hl—z(ls) o
2
nO x—>1*2 1—x

7. (a) Vn e N*, 1 < H,, <n; d’ou si 'on note R, Z anx” | le rayon de convergence de ) a,z", 'on obtient :
n=0

Re| Dna™ | < Re D Hpa™ | < Re| D) 2" ). Comme Ro[ D na™ | =Re| D 2™ | =1, l'on en
n=1 n>1 n>1 n>1 n>1

déduit que :
Re| X Hpz™ | =1
n>1

=1, ce qui montre que :

R. (Z In (n) aj") =1

+oo +oo —+oo
Ve e|-1,1[, (1 —z) Y, Hya™ = >, Hpa" — Y, Hya" !
n=1 n=1

n=1

In(n+1) N In(n)

vn In(n) n—+too In(n)

WV

2,

—+oo —+oo
= Z Hyz" — E Hy_qz"
n=1

n=2
“+o0
=+ E (Hn—Hn_l)JZ
+oo n

=z+ Z— Dot :

n=2 T

Vo e]-1,1], (l—x)-‘_zocﬂnx”:fln(lfx)

n=1

1 1
(b) 14+ 3 + .. +——In(n) =+ o0(1) lorsque n tend vers +0o0. D’ou H,, ~ In(n). Or (H,) est une suite

n n——+o0o

a termes positifs, > H,, diverge (H,, ne tend pas vers 0), R, (Z Hn;ﬂ‘) =1, donc :
n>1

—+oo
S ln(n)z™ ~ ZHn.Z‘ D’on,

n=1 z—17 p=1
oo In(l—x)
1 no. _BUTY)
n§1 n(n)z z—1— 1—=x
Partie II1

8. Vx € R, Vn € N, (1—x)ZApxp ZApxp—ZApo
p=0 =0

= Z Ap.’L‘p — Z Apfll‘p

p=0 p=1
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PROBLEME DE MATHEMATIQUES CORRECTION

EQUIVALENT DE LA SOMME

— Ao+ 3 (A, — Ay_q)aP — Azt

p=1

n
=ap+ Y, apz? — Azt D'ou :
p=1

VeeR,VneN, (1-z) Z ApaP = Z apa? — Azt
=0

n n n
Dousiz €]0,1[etn €N, 0< (1 —2) Y ApzP = 3 apa? — Azt < Y apaP < Z a,z? puisque Z apxP

p=0 p=0 p=0 n20

Z apx?
n
" . . . =0
converge et est & termes positifs. D’ou la suite (Z Apxp> est croissante et majorée par =2 elle
neN

p=0 1—]}

converge, ce qui montre que Z ApzP converge ; on en déduit que Vz € |—1,1], Z Apa? est absolument conver-
n>=0 n>=0

gente et que R, Z Apz™ | 2 1. Comme (4,,) tend vers 400, Z A, diverge et R, Z A,z | <1.Donc :

n=0 n=0 n=0

ZA,,QU" =1

n=0

9. Vz € ]-1,1], Z Apx™ converge et donc Br}rl Apx™ = 0. Donc d’aprés IV.A.,

n>0
Ve e]-1,1[, (1 —x) ZApxp Zapxpﬁ
po +oo
oo nizjoanx"
Ve e]-1,1], nzz:OAnx” =N

Comme R, ;}Anm" =1et B, et A, Re ;}an” =1et nEIJIrloo B,z"t! = 0. En outre d’aprés
nz nz

IV.A.,

n
Ve € ]-1,1[,Vn € N, (1—=x) Y Bpa? = 3 bya? — B,z" ™. En faisant tendre n vers +oo, on obtient que
p=0 p=0

n
<Z bpxp> converge et que :
p=0
neN

be

Vo e]-1,1], ZBHJ: 1—95

Enfin, comme (A,,) est & termes positifs, Z A, diverge, R, Z A,x =1, B, W A, d’apres I11.B.,
n>0 n>0
u(x) ~ v(w)

rz—1-

10. Pour z =1, Z %" diverge car son terme général ne tend pas vers 0. Donc R, Z " | <1
n=0 n>0

n a
Pour |z| < 1, 3 |x|a > |z|* qui tend vers Z |z|" quand n tend vers +oo. Donc Zm est absolument
k=0 k=0 n>0

convergente et R, Z z*" | > 1. Donc :
n=0
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PROBLEME DE MATHEMATIQUES CORRECTION

EQUIVALENT DE LA SOMME

R, Zx“n =1

n=0

0siVpeN, n#a

. Alors :
1sidpeN, n=a? o

Soit n € N; la suite (ap)peN est strictement croissante ; posons a,, = {

n Inn
Z RES Z anz". Soit n € N et p 'unique entier positif tel que a? < n < aP™!, alors A,, = p et e 1<
n=0 n>0 na

Inn Inn

, ce qui montrep ~ ——.Enposant B, =—,by=0etb, =B, —B,_1,ona:
Ina n—+oo Ina Ina

P <

(an) est a termes positifs non tous nuls, A, ~ Bp, Rc (3 anz™) =1et Z a,, diverge; d’ou :
n—-+oo

n>0
+00 too 4o B
ngo Ana” m:k ngo Bpa™ = ngo %zn m:k lnlz;()l(l—x?r)' Donc :
:Xj;anxn =(1-x) ::) Apx™ e _W' J’ai montré :

11. (a) Pour z =1, Z P diverge car son terme général ne tend pas vers 0. Donc R, Z " <1
n=0 n=0

n &2
Pour |z| < 1, Y |z|7 <
k

ko 2k 2
z|" qui tend vers > |z|” quand n tend vers +00. Donc E x" est absolument
-—0

k=0 "0

TL2
> |
k=0
convergente et R, Z m"2) > 1. Donc :

n=0

R, Z ) =1

n=0

2n n

1 1 1 1
vn+ —f:ﬁ( 1+—1>:\/ﬁ(1++0(>—1> ~ ——. En utilisant la regle de
n n—+oo 24/n

d’Alembert, on obtient :

R, Z(\/n—i— —Vn)z" | =1

n=0

0siVp €N, n#p?

. Alors :
lsidpeN, n=p? oS

Soit n € N; la suite (pz)peN est strictement croissante ; posons a,, = {

Zm”2 = Zanm”. Soit n € N et p l'unique entier positif tel que p*> < n < (p+ 1)2, alors A, = p
n=0 n=0

et vyn—1<p<+/n,cequimontrep ~ /n ~ /n+1 Enposant B, = vV/n+1, by =1 et
n—-4o0o n—-4oo
bp=B,—B,-1=vn+1—+/n,ona:

(an) est & termes positifs non tous nuls, A, ~ By, Re (O anz™) =1et Z a, diverge; d’ou :
n—-+4oo

n=0
—+o0 “+ o0 “+o0 “+o0
S A ~ S B (1-x) Y Apr™ ~ (1—2x) Y Bpa®
n=0 z—=17 p=0 n=0 z—1- n=0
+o00 +oo
S D aga™ o~ bp,x™. D’ou :
n=0 z—=17 p=0

+oo

:Z:f;wrﬂ ~ Z (\/ﬁ_\/ﬁ)mn

z—1" pn=0
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PROBLEME DE MATHEMATIQUES CORRECTION

EQUIVALENT DE LA SOMME

. ™ 1 1
(b) On sait que [, ~ @ done 3= [

/1
D’aprés II1.B. appliquée aux séries entiéres Z (\/nJr — \/ﬁ) " et Z Z—Inx” ((\/n+ — \/ﬁ) est
7r

n>=0 n=0
& termes positifs, > (vn+ 1 —/n) diverge, R Z (Vn+1—yn)a"| =1let vVn+1—n ~
n——+0oo
n=0
1
7-[77, ’
2m )
+oo 1 too
> (Vn+tl—yn)a" ~ — > I,z
n=0 r—1- 2 n=0
0 oo
(c) Yt e [O, 5] , Vo € ]-1,1[, |z cos (t)] < 1, donc T zoont— ngoz" cos™t. D’ou :
Vte[OW}Ve]ll[ ! ¥ 5 cosm ¢ et
—|,Vze]- ————— = Y z"cos"t et :
217 V1 —xcost
. [7/2 1 N LCE RS .
Vo €]-1,1[, Vn € N*, [J mdt:kgox i cost dt + [, k:zn:Hx cos®t | dt. Or :
—_—
Iy,
+00 n+1 n+1t
Vt € [O,E} Ve e]-1,1[, Y aFcosht= r o8 by
2 kend1 1 —=zcost
_” 400 n _n s+l n ” dt
Vo € ]-1,1], 0/2 S abcostt | di| < |o"T 0/2 TR ||t 0/27 (intégrale
ka1 1 —xcost 1 —xcost

i
d’une fonction continue sur [0, 5}) qui tend vers 0 quand n tend vers +o0o0. Dot :

+oo
lim fow/2 ( > xFcosk t) dt =0 et :

n—-+oo

k=n+1
x/2 1 +oo i
Vo e ]-1,1], ——dt= 51
v €] [ fo 1 —zcost ,;::0 K
™ 1 . : 3
(d) Calculons [; /2 mdt a l’aide du changement de variables v = tan 3 (C! sur [0, g] ).
/2 1 1 2du
—dt =
Jo 1 —zcost f01+u2—x(1—u2)
—fl 2du
0 — 4 u2(1+ )
1
+mdu
_ 2 fl 11—z
VI—22"° 1+ ?
1+ <u 1 m)

w/2 1 2 l1+z
dt = t —_
fo 1—xcost 1_x2arcan(v1x

02 ( W) T
I ——— = arctan a— ~ —_—. ou .
V1— 22 l—x/) a1 \/2(1 —x)
“+oo
Z I,x" ~ T et
T o 1 toe N3

n ~ -_— I n ~ R S—

ngom r—1— 2 nz::() ¥ r—1— 2m
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