PROBLEME DE MATHEMATIQUES ENONCE

LES CLASSIQUES DE LA SOMMABILITE

+oo
1
On pose pour tout réel z € |1, +oo], {(z) = Z —
p=1 P
+oo
PROBLEME 1: Calcul de la somme Z (C(n) —1)
n=2

Dans cette partie, z un nombre complexe tel que |z| < 2 et (u, ) est une famille de nombres complexes définie pour
n

z
n et p entiers naturels, n > 2, p > 2 par u, , = —.
p
+o00
L’objectif de cette partie est de calculer la somme Z (¢C(n)—1)
n=2
o0 | _n
1. (a) Justifier que, pour tout p > 2, la série Z Up,p est absolument convergente et calculer S, = Z o
n>2 n=2

(b) En déduire que la famille (unp),~, 5, de nombres complexes est sommable.

00 2 400
z
2. (a) Démontrer que —_— = C(n)—1)z"
(a) I RPMCUES!
+oo
(b) En déduire la valeur de la somme Z (¢(n) —1)
n=2
=k
PROBLEME 2: Calcul de la somme Z ¢(n)
n=2
too (_1)n—1
On rappelle que Vz €] — 1,1], ¥ ~———z" =1In(1 + ).
n
n=1
+oo n
X (-1
Dans ce probléme on calcule la valeur de la somme Z TC (n).
n=2
o . 1
On définit la suite (2, )nen par g =0 et Vn € N*, z,, = (Z k‘) —1In(n) .
k=1
1. (a) Montrer que - 1
. ntrer que Tn—1 — In ~ o

(b) En déduire que (z,),,5, converge vers un réel v

+oo
1 1 1 1
2. Montrer que g ( —In (1 + >) converge et que E ( —1In (1 + )) =7.
n n n n
n=1

n>=1

—1)*
3. On considére la suite double (1) .
knk n>2

(=D*

k

(a) Justifier que, pour tout n > 2, la série Z est absolument convergente;

k=2
=1 1
(b) Vérifier que S, = ,;:2 Tk O (712)

: e ((EDF
En déd la famill
(c) En déduire que la famille < o

) est sommable. .
n>2

elamdaoui@gmail.com 1 www.elamdaoui.com



PROBLEME DE MATHEMATIQUES ENONCE

LES CLASSIQUES DE LA SOMMABILITE

4. Mountrer que +Z°° (_1)kC(k) =
. q 2 L v

. . 1 1 1
PROBLEME 3: Calcul de trois sommes Z Z - et Z oy .
(p,q)EN*2 (p.q)€(N*)2

pla pAg=1

Dans cette partie on se propose de calculer les trois sommes

1 1 1
A= Z =5 B= Z p27q26t0: Z o

(p,q)EN*2 P (p,g) E(N*)2
pla pAg=1

On considére la suite double ( 2) et les ensembles
(p,q)EN~2

p2q

I={(p,q) € N*? | p divise q}

et
VneN*,  J,={(p.q) € N*? | pAg=n} et I, = {(p,np) | p € N*}
1 1
1. Montrer que 5 5 est sommable et calculer A = Z )
T/ (pgyen-> (e PP
. ) 1
2. (a) Justifier que la famille { —— est sommable;
P=a"/ (pg)er
(b) Montrer que (I,,),,cy- est une partition de I;
1
(c) Par le théoréme de la sommation par paquets calculer Z -
P q

(p,q)EN*2
rlq

. ) 11 1
3. (a) Vérifier que: Vn € N*, Z e Z ——s
(P,9)€Tn (p,9)€ N1

(b) Montrer que (Jy,),,cx- €st une partition de N*?;

(¢) Déduire la valeur de la somme C E 55
= P74

(p,q)EN

pAg=1

PROBLEME 4: Sommabilité de la famille | ———
a” +om (m,n)EN?

Soit a et b deux réels strictement positifs.

On propose d’étudier la sommabilité de la famille (> .
a™ + bm 5
(m,n)€EN

1. On suppose, dans cette question, que la famille ( est sommable

am +om ) (m,n)eN?

1
—— lorque m — 400
a m

— lorsque n tend vers +o0o0 , puis de — 0

1
D équivalent de ———
(a) Donner un équivalent de s

(discuter selon les valeurs de a et b ).

(b) En déduire que a > let b >1.

a

1SS

Il
Sl-

2. On suppose que a > 1 et b > 1. On pose a =

Sl

[\
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1 1
Mont joration de ——— < —a".f™
(a) Montrer majoration de o S2° Jé;

(b) Etudier la sommabilité de (a™S™) puis conclure .

PROBLEME 5: Etude d’une sommabilité

1

On considére la suite double (up_yq)(p’q)eN*Q, définie par: u, 4 = pr

1. Montrer que si a < 1 ou 8 < 1, alors (upﬂ)(p QeN-2 n’est pas sommable.

On suppose dans ce qui suit que a > 1et 5> 1

—+oo
2. Soit p > 1 fixé. Montrer que la série Zuﬂq est convergente. On note X, = Zunq
q>1 q=1

0,400 — R
3. On consideére la fonction ¢, : p R 1
p + P

—+o0
(a) Justifier la convergence de l'intégrale / ©p(t) dt, puis montrer que
1

+oo +oo
[ aasx, < [ ama
1 0

(b) En déduire que:
1 [T 1 [+
— tdt < X, < —/ t)dt
Y pi% 301( ) P ' Jo 901( )

Ou v est une constante que l'on déterminera.

C .
4. Conclure que X, ~ — ou C est une constante a préciser
p

5. Etudier la sommabilité de la famille
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