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Probléme : 1

Partie 1

1. (a) D’apres la formule de Binéme de Newton, on a :

> Bup=1.
k=0

(b) Soit x € [0,1], on a 0 < By, p(z <ZB,L]71

2. On a, pour tout k € [1 , n], k(}) = n(k 1) et pour tout k € [2, n], k(k— D(}) =n(n— 1)(2:3) Donc :
Zanyk = ZkB'n,,k
k=0 k=1
" /n—1 . n—k
= ny, (k_ 1)X"(l — X))k
k=1
= /n-1
. - k n—1—k
— nXZ( N )X (1— X))t

k=0
= nX

k(k—1)Bny = Z kB &

. ( ) Xy
e

[P R

= nn—1)X?

> K’Bur = k(k—1)Bux+ Y kB =nX((n—-1)X+1).
k=0 k=0 k=0
3. (a) Soitn e N* et k€ [0, nJ.
— Sik=0, Bpo=(1—X)" et donc B}, y = —n(1 — X)"' = —nB, 1.
— Sik=n, By, =X" et donc B, — X" V=nB,_1n-1.

n,n

— Sike[l, n—1] et comme (n — k)(’,:) =(n—k) (nfk) = n(nfzik) = n(”gl), alors :

B,y =n(Bn_1k-1— Bn_1k)-
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(b) Soit n € N* et z € [0,1].

e = 0 (5) B

- —nf(O)Bn_lyo(x)+nf(1)Bn_17n_1(x)+an<k—:;1) =1k —an( ) n—1,k(2)
(k+1> -1,k ( —an( ) n—1,k(T)

oW,
R () () e
k

k+1
(¢) On suppose que f est coissante sur [0,1]. Soit x € [0,1]. On a, pour toutk € [0, n—1], f < + ) —f (—) >0

o =
et donc (P, (f))'(z) > 0. Dot P,(f) est croissante sur [0,1].
4. (a) Soit xz € [0,1].

n B\ 2 n n 1 <&
S G ERN SRS SYPIRRSES SIOes
k=0 k=0 k=0 k=0
1) 2 _
2o (n—1z*+z _ z(1 —x)

1
(b) Démontrons le résultat par I’absurde. Supposons, donc, ¥n € N*, 3(z,,yn) € [0,1]2, |z, — yn| < = et
n

£
|f(zn) — flyn)] > 3 Puisque [0,1] est un compact, alors, d’aprés le théoréme de Bolzano-Weierstrass, il

existe une suite extraite (Ty(n), Yo(n))n de ((Tn,yn))n convergeant vers (z,y) € [0,1]2.

- < =
e(n) = n’

Et |f(wom) = fWom)] > % contrdit le fait que f est continue.

Orvn € N*, |2g0) — Ypm)| < donc, par passage d la limite, on a x = y.

donce :

(¢) i. On a, pour tout k € A, 'f(i) —f (E)‘ <

Py
R
|
K,_;
—
| &
~
oy
™
IA
[\
2
oy
:

keB keB
2
2M k2 z—
< = (m —> By carVk € B, Q > 1
a n !
keB
oM n k 2
< — ($— —> Bn,k
a n
k=0
2M
< —z(l—=z) d’aprés I.4.a
no
M 1
< 1-— 1 1—2)< -
< 2no¢2x( x) carVz € [0,1], z(1 —=x) < 1
n
(d) Soit x € [0,1]. Comme (A,B) est une partition de [0, n] et f(z) = f(x)By, k(x) (d’aprés 1.1.a) et donc,

k=0
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d’apreés 1.4.c.i et 1.4.c.it

[P () () = f(2)]

k_o (10 -1 (%)) o

~ k
< kZ:O f(x)—f(ﬁ) Bk
< Tlre-s(3)[par Sl (3)] pos
< 5t

M
—50,domc3INEN, ¥neN, n>N = <<
2na? n—4oo 2na? — 2

AN eN, VneN, Vzx € [0,1], n > N = |P,(f)(z) — f(z)| <e. Dot (P,(f))n>1 converge uniformément
vers [ sur [0,1].

(e) Comme

5. Considérons ¢ : [a,b] — [0,1] , il est clair que o est une bijection continue et @~ *: [0,1] — [a,b]
N gg —a r +— (1—z)a+zb
-a

Posons f = go @~ qui est continue sur [0,1]. Donc elle est limite uniforme de (P,(f))n>1 sur [0,1].

Posons : ¥n > 1, VY € [a,b], Qn(g)(x) = Pu(f(2))(p(x)) (est une fonction polynomiale). Alors Va € [a, b]

9(2) = Qn(9)(@)] = |(f = Pu())(p@)] < If = Pu(f)lloc 7770

c-a-d (Qn(9))n converge uniformément vers g sur [a,b].

Partie 1T
1. (a) Puisque S,, suit la loi binomiale de paramétres n et x, alors S,(Q) = [0, n] et Yk € [0, n], P(S, =k) =
Bn’k(ﬂ?).
Donc
2 2 2, 2
E(Sn) =Y kBni(x) =na et V(S,) = E(S2) — (E(Sn)* =Y —5Bu (@) = n*a® = na(l - x)
k=0 k=0

1 z(l—x)

Donc E(X,,) =z et V(X,,) = EV(S") = —",

(b) Soit 6 > 0. On a d’apées 'inégalité de Bienaymé-Tchebychev,

V(Xn)  z(l—ux) < 1

—x|>0) < = .
PXn —ol 200 < =5 no? = dng?

2. (a) D’apres le théoréme de transfert,

Colf) () = B(F(X.) =3/ (S) By () = Pa(f) (@)

k=0

n

Donc C,(f) est polynomiale sur [0,1].

k
(b) i. Puisque, pour tout k € [0, n], on a P (X = ;) = P(S, =k) = B, 1(x), alors d’aprés la question

I1.4.c.i on a le résultat.

k
> [, on a (Xn = —) = (|X,, — x| > B) et donc, d’aprés II.1.b,

k
ii. Pour tout k € [0, n] tel que |— — x
n

k 1
PlX,=—-]< . D’ou
( n) 4n 32 ot

n




(¢) On procéde comme dans 1.4.d et 1.4.e pour conclure que (Cy,(f))n>1 converge uniformément vers f sur [0,1].

Partie 111

b
1. (a) Par linéarité de lintégrale, on a : VP € R[X], / P(z)f(x)dx =0. Or d’apreés le théoreme de Stone-

Weierstrass f est limite uniforme d’une suite de pol;némes réels (Py)n sur [a,b]. Et on a
Vo € [a,0],Yn €N, [f*(z) = f(2) Pa(@)] = [f@)If (@) = Pa(@)] < [ Flocllf = Palloc 7~ 0

Donc (fPy)n converge uniformément vers f2 sur [a,b].
b b b

D’aprés le théoréme d’interversion limite-intégrale, 0 = / f(x) Py (x)dx = / 2 (x)de. Donc/ f3(z)dx = 0.
a n—-+0oo a a

Or f? est positive et continue sur [a,b], donc f? est nulle sur [a,b]. D’ou f est nulle sur [a,b].

(b) La fonction x v x™e~ =07 est intégrable sur [0, +oc| car elle y est continue et |z~ 1"D%| = ge™% = ¢ (—2>
x
n+1

—1

au voisinage de +0o. Et, par intégration par partie, on a I,11 = I,,. D’ou, par récurrence sur n, on

a:
n! n!

M N, I, = — Iy = - .
met A~ @—qntt

(c) Soit ¢: [0,+00] — R . ¢ est continue et non nulle sur [0, +o00[. Soit n € N. En utilisant
r — e Vesin(Yx)
le changement de variable y = /x et la question II1.1.b,

400 00 )
/ 2" ¢(x)dr = 4/ y "3 Vsin(y)dy = 4Im(Iyny3) = 0
0 0
Commentaire : cette question nous permet de conclure que la généralisation de II1.1.a n’est pas vrai sur
un intervalle quelconque.
2. D’apres le théoréeme de Stone-Weierstrass, il existe une suite (Qn)n de fonctions polynomiales convergeant
uniformément vers g.

b b
On a alors / Q. (t)dt I / g(t)dt.
a n—-—+0o0 a

1 b
Posons P, (t) = Q,(t) — m/ Qn(x)dz et donc (Py),, est une suite de polyndmes convergeant uniformément
a

b
vers g sur [a,b] vérifiant / P,(t)dt = 0.
a
3. Comme ¢ est continue sur I, alors il existe une suite (Q,) de fonctions polynomiales convegeant uniformément

vers ¢ sur L
xT

Posons alors P,(x) = p(a) + /I Qn(t)dt. L’inégalité |P,(x) — o(x)| < / |0'(t) — Qn(t)|dt permet d’établir
que (P,),, converge uniforméme%t vers @ sur I. Et puisque P, = Q,, la siite (P,)n convient.

4. il existe une suite (Q,,) de fonctions polynomiales convergeant uniformément vers ¢ sur I. Posons m,, = %g Qn(t)
et m= %rgw(t) Or Q,, et ¥ sont continues sur le segment I, donc il existe t,, t' € [a,b] tel que m,, = Q,(t,)

et m = (t'). Montrons que m, ——— m > 0. Soit e > 0. AN € N, Vn > N,Vt € I, |¢(t) — Qn(t)| < &, donc

n—+oo
Yn > N my = Qn(tn) > ¢({n) —e>m—cetm=v¢{t') > Qn(t') —e >my, —e donec ¥n > N |m, —m| < e.
Ainsi m, — m.
La suite (P, = @ — my, + m) convient.

Probléme : 2

Partie 1

1. Si Z suit la loi de Bernoulli de paramétre p, alors Z(2) = {0,1} et P(Z =1) =p, P(Z =0) =1 —p. Donc
par, le théoréme de transfert,
VteR, My(t) =pe' +1—p.
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