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L’énoncé de cette épreuve, particuliére aux candidats de la filiere M P,
comporte 4 pages.
L’usage de tout matériel électronique, y compris la calculatrice, est interdit.

Les candidats sont informés que la qualité de la rédaction et de la présentation, la clarté
et la précision des raisonnements constitueront des éléments importants pour l’appréciation des
copies. Il convient en particulier de rappeler avec précision les références des questions abordées.

Si, au cours de l'épreuve, un candidat repére ce qui lui semble étre une erreur d’énoncé,
il le signale sur sa copie et poursuit sa composition en expliquant les raisons des initiatives qu il
est amené a prendre.

Le sujet de cette épreuve est composé de deux problemes indépendants entre eux.

Durée : 4 heures

Probléme 1

Soit m un entier naturel, on note [0,n] = {0,...,n}, on appelle polynémes de Bernstein de degré n
les polynomes réels B, = (7)X ¥(1 — X)"* k € [0,n]. Dans ce probléme, on voudrait démontrer
le théoreme de Weierstrass par deux méthodes et donner quelques applications de ce théoreme. Dans
toute la suite, on identifie polynéme et fonction polynomiale associée.

Partie I

Théoréme de Weierstrass

Soit f :[0,1] — R continue, pour tout n € N*, on pose P,(f) la fonction définie sur [0, 1] par,
n ]{:
ve € 0.1], Pu(f)@) = 3 F()B, k(2.
k=0

1. a) Calculer i By, k.
k=0

b) En déduire que, pour tout z € [0,1], 0 < B, p(x) < 1.

n n n
2. Calculer Y} kB, Y. k(k—1)B, puis > kQBn,k.
k=0 k=0 k=0
3. a) Pour tout n € N* et tout k € [0, n], exprimer B;,k en fonction de By, 1 ;-1 et By_14,

(on étudiera les trois cas : (k # 0 et k # n), (k =0) puis (k =n)).
, n—1
b) Etablir que, pour tout n € N* et tout z € [0, 1], (P, () (z) = n 3 (F(EL)—f(£)) Boo1 k().
k=0

¢) En déduire que si f est croissante sur [0, 1], alors pour tout n € N*, la fonction P, (f) est
croissante sur [0, 1].

4. Pour la suite de cette question, on se donne un réel € > 0.

n
a) Pour tout z € [0,1], calculer Y (z — £)2B,, 4 ().
k=0

b) Montrer qu’il existe a > 0 tel que,
pour tout (z,y) € [0,1] x [0,1], [y — 2| < a = [f(y) — f(z)| < 5.
(On vous demande de redémontrer le théoreme de Heine pour l'application f continue sur
le segment [0, 1]).

c) Soit = € [0,1], on pose A = {k € [0,n]; |z — £| < a} et B={k € [0,n]; |z — £| > a}.
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[Nelf0]

i) Montrer que 3 [f(z) — f(£)|B,x(2) <
keA

ii) Montrer que Y |f(z) — f(%)|Bn7k(m) < 7%\51255(1 —z) < 24, avec M = sup |f(t)].
keB tel0,1]

d) En déduire que, pour tout = € [0,1], |P,(f)(z) — f(z)| <

+ —2%2, avec M = sup |f(t)].
tel0,1]

[NM[0)

e) En déduire que la suite (P,(f))n>1 converge uniformément vers f sur [0, 1].

5. Plus généralement, soit ¢ : [a,b] — R une fonction continue, (a,b) € R?, a < b. Montrer qu’il
existe une suite de polynémes (@Q,(g)), qui converge uniformément vers g sur [a, b].

Partie 11

Une démonstration probabiliste du théoréme de Stone-Weierstrass
Soit f : [0,1] — R une fonction continue et n € N*.

1. Soit S, une variable aléatoire suivant une loi binomiale de parametres n et x, = € [0, 1], on pose,
pour tout n € N*, X, = %
a) Déterminer E(X,,) et V(X,,) respectivement 1'espérance et la variance de X,.
b) Justifier que, pour tout § > 0, P(|X,, — z| > 0) < ﬁ.
2. On introduit la variable aléatoire Y,, = f(X,,) et on pose pour tout z € [0,1], C,(f)(z) = E(Yy).

Pour la suite de cette question, on se donne un réel € > 0.

a) Vérifier que x — C,(f)(x) est une fonction polynomiale définie sur [0, 1].

b) D’apres le théoreme de Heine, comme f est continue sur [0, 1], alors il existe 5 > 0 tel que,
pour tout (x1,x2) € [0,1] x [0,1], [z1 — 22| < 8 = |f(z1) — f(22)] £ §. (On ne vous
demande pas de redémontrer ce résultat).

i) Montrer que | > (f(%) - f()) P(X,, = %) <

[Self0)]

ii) Montrer que | Y. (f(£)— f(z)) P(X, = £)| < %2—, avec M = sup |f(t)|.
§*$|>f3 t€[0,1]

¢) En déduire que la suite (Cy,(f))n>1 converge uniformément vers f sur [0, 1].

Partie 111
Applications

Dans toute la suite de ce probléme, pour tout (a,b) € R?, a < b, on pose I = [a, b].

1. Soit f: I — R une fonction continue, on suppose que pour tout n € N,

/bm”f(:r)d:x =0

a) Montrer que la fonction f est nulle sur I.
b) Pour tout n € N, calculer I,, = f0+oo ae= =07y,

¢) En déduire qu’il existe une fonction réelle ¢, continue sur [0, +oo[ et non nulle, telle que,
pour tout n € N, [F*° 2"¢(z)dx = 0.
2. Soit g : I — R continue telle que [ : g(t)dt = 0. Montrer qu’il existe une suite (P, ), de polynémes

telle que, f(f P,(t)dt =0et lim | sup |g(t)— Pn(t)]> =0.

n—=+00 \ te[a,b)
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3. Soit ¢ : I — R de classe C'. Montrer qu’il existe une suite (B,), de polynomes telle que,

lim su t)— P,(t)|] =0et lim su '(t)— PL()]) =o.
o (te[al’)b] lp(2) ( )I> m (te[ali;;] l¢' () ( )I)

4. Soit ¢ : I — R continue et positive. Montrer qu’il existe une suite (F,), de polynomes telle que,

(pour tout n € Net tout t € I, P,(t) >0), et lim < sup |¥(t) — P,(t)|] =0.
n—+o00 t€la,b]

Epreuve de Mathématiques I Page 3/4 https://al9ahira. com/



