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Exercice :3

Soit (), 7,P) un espace probabilisé , A un événement de () de probabilité non nul .Donner une condition

nécessaire et suffisante pour que P4 = P

Solution :3

# Si Py = P, alors A est indépendant avec tout événement de () ce qui entraine alors que P(ANA) = (P(A))?

et par suite P(A) € {0,1} et comme A est de probabilité non nulle alors P(A) =1

# Supposons que P(A) = 1 alors P(A) = 0.Soit B€ T,ona P(ANB) < P(A) = 0 ce qui entraine alors que
P(ANB) = P(A)P(B) ce qui prouve alors que A et B sont indépendants et par suite A et B sont indépendants

d’ou le résultat

Exercice :2

. . 1 )
Soit a €]1, +oo[ , on rappelle que la série ) | — est convergente sa somme est noté ¢ (a)
n>1

® Démontrer que 1’on peut définir une probabilité P, sur IN* , a 1’aide de la suite de réels (py)xen+ définie

par Vk € N*, py = .On considere désormais ’espace probabilités (IN*, P(IN*), P,)

1
kag(a)
@ Soit m € IN*, on note A,, = mIN* , c’est a dire I'ensemble des multiples de 'entier m.Calculer P,(A)

® Donner une condition nécessaire et suffisante sur deux entiers non nuls i ef j pour que A; et A; soient
indépendants

@ Onnote pouri € IN*, p; lei-eme entier premier et C;; 'ensemble des entiers divisibles par aucun nombre

premier p; pour i € [1,n]. Calculer P;(C,) et déterminer (] C,
n>1

+o0 1 -1
® En déduire le développement Eurelien de la fonction { :Va > 1, (a) =] | (1 = P>
i=1 i

Solution :2

® La famille (py ) définie une probabilité si elle est sommable de somme égale a 1.Comme elles est indexée

par IN alors ceci est équivalent a la série Z pn est convergente .Or a > 1, alors la série de Reimann Z —

n>1 e
1
est conver e 3 g(”) — 1 _ ’ p
gente et par suite Z = A0 Z(a) = 1,d’ou le résultat
n=1

, . , g iyl =N 7
@ Soitm € N*,ona : Py(Ap) = Z <§(a)'(km)“) = L@ (,{;k") =—

k=1

® Soit (i,7) € (N*)2. Les événements A; et Aj sont indépendants si, et seulement si

1
P(A;N A]) = P(AZ)P(A]) = W
Or A; N Aj est 'ensemble des multiples communs des entiers i ef j et pare suite A; N A; = A;y; et par suite

1
siij=1Vjcequiestéquivalentainj=1
n
@ Soit n € IN*, il est clair que C, = (] A;, comme les p; sont premier entre eux alors d’apres la question
i=1
précédente les A; sont indépendants et donc les X aussi et par suite on a :

HP( i) = 1111— P(A)) = ﬁ(ll)

on en déduit alors v que les événements A; et A j sont indépendants si,et seulement

i=1 P i
() Cn est I'ensemble des entier naturel qui n’est divisible par aucun nombre premier donc c’est l'entier 1
n>1
et par suite ﬂ C, = {1}.La suite (Cy), est une suite décroissante d’événements donc d’apres

n>1
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Le théoreme de continuité monotone on a 11111 P(Cy) = ( N Cn> =P({1}) = (— , ce qui entraine alors
n—
1 +o00 1 +o00 1 -1
que — = <1 - ) ce qui donne alors {(a) = (1 - )
¢(a) 1:[1 Pa ,El Pa
Exercice :1

Soient X et Y deux variables aléatoires indépendantes a valeurs dans[[1, 7]
® Exprimer E(X) en fonction de P(X > k)

@ On suppose que les variables X et Y sont indépendantes et suit une loi uniforme .Déterminer I'espérance
de variables suivantes min(X,Y) , max(X,Y) et |X — Y|

Solution :1
® Soitk € [1,n],on (X > k) = (X = k) U (X > k) et comme les événements (X = k) et (X > k) sont
incompatibles alors P(X > k) = P([X = k]) + P([X > k]) et par suite
P([X=K)=P([X>K)—-P(X>K)=P(X>k)-P(X>k+1])

On en déduit alors que

Zk ([X>k)-P(X>k+1]) = kp([xzk})Jrka([XZkH])

1=

k=1 k=1
f (X > k) nf(k—np([xzk]):p([xz1]—np(xzn+1)+fp([xzk])
k=1 k=2 k=2

n
Comme X(Q) C [[1,n]alors P([X > n+1]) =0, on conclut alors que E(X) = }  P([X >k

@ #. La variable aléatoire min(X,Y) est une variable aléatoire discréte a valeurs dans [1,n] D’apres le
résultat précédent on a

(*):E(min(x,y))zfp(min(x,y)zk)zfp([xzk] [Y > k) i [X > K.P([Y > k]))
k= k=1

k=1
n n
1
Ceci d’une part d’autre part , pour k € [1,n],ona P([X >k]) = ) _P([X=1i]) = )_ — et par suite
i=k i=k
P([X>k]) = n_Tk_'_l.Comme les variables aléatoires X et Y suivent la méme loi uniforme alors
—k+1
P([X>k])=P([Y >k]) = % , en remplagant dans 1’égalité (*) on obtient
n _ k 1 n
E (min(X,Y)) =k21<(”nz+)> (Zl (n+1)>2 2kn+1)+k2>
_(n+1)2_(n+1)2+(n+1)( 1) _ (n+1)2n+1)
- on n 6n 6n
#. 11 est claire que max(X,Y) + min(X,Y) = X + Y, donc par linéarité de l'espérance on obtient

E (max(X,Y)) = E(X)+ E(Y) — E(min(X,Y)) = 2E(X) — E (min(X,Y)) car les variables aléatoires
X etY suivent la méme loi, et par suite

E(max(X,Y)):n+1—(n+1)(2n+1) = (n+1) w

(bn—(2n+1)) =

n n 6n
#. 1l est clair que | X — Y| = 2max(X,Y) — (X +Y) et par suite
4n—1 1 1 P =1
E(|X = Y|) = 2E (max(X,Y)) —2E(x) = =D+ gy D 5 gy gy 2 221
3n 3n 3n
Exercice :2
Soit (Q), T, P) un espace probabilisé , et X une variable aléatoire réelle prenant ses ses valeurs dans IN
n n—1
1.1 Montrer que , pour tout entier naturel non nul n : Z kP(X =k) = Z P(X >k)—nP(X >n)
k=0 k=0
1.2 On suppose que la variable aléatoire X admet une espérance E( ) .Montrer que :
VneN, 0<nP(X>n) ka
k n+1
+o0
En déduire que la série ZP(X > n) converge , et que Y_ P(X > n) = E(X)
n=0
1.3 On suppose que la série Z P(X > n) est convergente .Montrer que la série Z nP(X = n) est convergente

D")f\'ﬂ f)
6\.’ =]
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Et que X admet une espérance

1.4 Enoncer le théoreme qui vient d’étre établit , en faisant intervenir la fonction de répartition
—+o00
2 Montrer que si X admet une variance , alors E(X?) = ) (2k 4+ 1)P(X > k)
k=0
Solution :2
n n n
1.1 Z kP(X =k) = Z k(P([X >k])—P([X>k])) = Zk(P([X >k—1])— P([X > k]))
k=1 k=1 k=1
n n n—1 n
=) kP([X>k—1]) Z ([X>k) =) (k+1)P([X >K]) Z ([X > Kk])
k=1 k=0 k=1

=

.

Z ([X > k]) —nP ([X > n])

# 11 est clair que nP ([X > n]) > 0 et comme X admet une espérance alors la série Y _kP ([X = k]) est
k
+oo
convergente .Ona nP(X >n) = Z nP ( Z kP (
k=n+1 k n+1

#. Comme la limite, de la suite des restes de la série ZkP ([X = k]), est nulle alors par encadrement on a
k

1_1)1_{1 nP ([X > n]) = 0 et par suite d’aprés la premiere question la série } P ([X > n]) est convergente de
n o

n
somme égale & E(X)

#,0n suppose que la série ) _ P ([X > n]) est convergente .D’apres la premiere question on a
n

n
VneN, 0< ) kP([X = Z P([X >k]) < Z P ([X > n]), ce qui prouve alors que la suite des
k=0 k=0 n=0
sommes partielles de la série ZnP [X = n]) est majorée et par suite cette série convergente .

n
#. Comme X admet une espérance alors d’apres la deuxiéme question on a lirf nP ([X > n]) = 0 et par
n——+400

par passage a la limite dans 1’égalité de la premiere question , on obtient E(X) = 2 P([X > n])

n=0
On vient d’établir le théoreme suivant : Si X est une variable aléatoire discrete telle que X(€)) = IN alors
X admet une espérance si, et seulement si, la série Z P ([X > n]) auquel cas on a

n
—+o0

+00
E(X)=) P([X>n])=} (1-Fx(n))

n=0 n=0

. Supposons que X admet une variance alors X? admet une espérance c’est a dire la série Z n?P ([X = n))
n
est convergente .Or

fk2p([xzk]):ik2(P([x>k—1]) ([X > k]) ZkZ [X >k —1]) Zkz [X > k])
k=

n—1 n

= Y (k+1)*P([X > k]) Zkz (X > k]) ([X > n)) 22k+1 ([X > K]) : (%)

k=0 k=1
OnaVn €N, 0 < n?P([X > n]) Z k*P([X = k]) et comme la série Z?’IZP X = k|) est convergente

k n+1 n
alors la suite de ses restes tend vers 0 et par suite par encadrement 1i1;r_1 n?P([X = n]) = 0 etde I'égalité
n——+00
(*)on obtient alors la convergence des la série ) _ (21 + 1)P([X > n]) converge et que sa somme est
n>0
Y (2n+1)P([X > n]) anp

n>0
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Exercice :4

Soit f la fonction définie sur R par : f(0) =0et Vx >0, f(x) = —xIn(x).Soit (Q), T, P) un espace probabilisé
et X une variable aléatoire sur () a valeurs dans un ensemble fini E de cardinal N .On appelle entropie de X le
reéel noté H(X) défini par : H(X) = )_ f (P ([X =x]))

x€E
Quel est le signe de H(X)?

Calculer H(X) lorsque H est constante
Calculer H(X) lorsque X suit une loi uniforme

Montrer que ZEf(NP ([X=x])) <0

En déduire une majoration de H(X)
Pour quelles variables X 1’entropie est -elle minimale ?

Pour quelle variable X l’entropie est-elle maximale?

Solution :4

On note que si x €]0,1[, In(x) < 0 donc f(x) > 0.De plus f(0) = f(1) = 0 donc f(x) > 0 pour tout
x € [0,1] .Pour toutx € E , P([X = x]) € [0,1] donc f (P ([X = «x])) > 0.On en déduite que H(X) > 0

Si X est constante alorsil existea € Etelque P([X =a]) =1etVx € E, x #a= P([X=x]) =0.0na
donc H(X) = 0 puis que f(0) = f(1) =0

1
Si X suit une loi uniforme ,onaVx € E, P([X =x]) = N avec N le cardinal de E et donc

1 1 InN
fP(X=x])) = _Nln (N) N .On en déduit alors que H(X) =InN

Posons pour x > 0, g(x) = f(x) +x—1.Ona, pour x > 0,g(x) = —Inx, donc la fonction g
est strictement croissante su |0, 1] et strictement décroisante sur [1, +-o00[ .Son maximum est atteint en 1
seulement et vaut g(1) = 0 ce qui entraine alors que ¢ < 0 (Car on a aussi g(0) = —1 < 0).
On a donc pour x > 0, g(x) <0, donc f(x) <1— xavec égalité si, et seulement si, x = 1.
Onapourx € E , f(NP([X =x])) <1— NP ([X = x]).En additionnant ces inégalités , on obtient :

Y fINP([X=x])) <}, (1-NP([X=1]))

xeE x€E

Etcomme ) P([X=x])=1lalors ) (1-NP([X=1x]))=N-N) P([X=x])=N-N=0,dou
I'on déduitxfEZf(P([X:x])) < OXGI5 XEE
x€E
On remarque si P([X = x]) # 0,ona
fINP([X=2])) = —NP([X=x])In(NP([X = x]))
= —NP([X=x])InN - NP([X :x]) (P([X = x]))

= f(N)P([X = x]) + Nf (P([X = x]))

Cette égalité reste encore vrai si P([X = x]) = 0.On en déduit alors que :

Y fF(NP(X=2x])) = f(N)Y P(X=x))+N} f(P(X=1])

x€E x€E x€E

= f(N)+NH(X)

.On en déduit alors que H(X) < —% ,Cesta dire H(X) < In(N)
On a vu que pour toute variable aléatoire X , H(X) > 0, donc la valeur minimale est 0 .Si X n’est pas
constante alors il existe a € E tel que P([X = a]) > 0 et comme f (P([X = x])) > 0six # aalors,onaa

fortiori H(x) > 0.0n conclut : L'entropie H(X) est minimale c’est & dire est nulle si, et seulement si X est
une variable constante

On avuque H(X) < InN et que H(X) = InN si X suit une loi uniforme .Supposons réciproquement

que H(X) = InN d’apres la question (6) cela est équivalent a ) f (P([X =x])) = 0, c’est a dire &
x€E

Y. f(P(IX=x]))=)_ (1-NP([X=1x]))ouencore }  f(NP([X=x])) -1+ NP([X=1x]) =0.

x€E x€E x€E
On a pour tout x € E, f (NP([X =x])) —1 = NP([X = x]) < 0, cette somme de termes négatifs est

donc nulle si chaque terme est nul .D’apres la question (6) cela est équivaut a NP([X = x]) = 1 et donc

1
P([X=x]) = - pour tout x € E : X suit alors loi uniforme

On conclut : L'entropie est maximale c’est a dire égale a In N si, et seulement si X suit une loi uniforme
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Exercice :5
On rappelle que si X est une variable aléatoire discrete , positive , possédant une espérance , alors VA >

0, P([X=A]) < @ .Soit (S,)n une variable aléatoire , qui suit une loi binomiale de parametre (n, p) et
x>0
E (eA(Sn*”P))

® Montrer que , pour A > 0,ona P ([S, —np > nx]) < PR

® Démontrer que Vt € R, ef < t +ef’, puis en déduire que P ([S, — np > nx]) < (¥ =A-x)
i
® Montrer que : P ([Sy, —np > nx]) <e 4

@ En déduire I'inégalité de Bernstein :

Solution :5

® La fonction exp est croissante et A > 0, doncon a
[Su —np > nx] = [A(Sy — np) > Anx] = [MEP) > An¥]
La variable aléatoire e*(Sn—"7)
I'inégalité de Markov que appliquée a la variable e*(S»—"7)

possede une espérance car elle est finie .On en déduit en appliquant

P([Sn—np > ma]) = P ([A5m) > ] < E (e):j:.xnlﬂ))

@ .11 suffit d’étudier les variations de la fonction t — et” — ¢t + ¢ (C’est a vous de le faire)
#.En appliquant I'inégalité précédente a e? et e=*7, on obtient
peMl 4 ge P < p (A.q + eA2q2> +q (—)\.p + eAzpz) < peAzqz + quzpz
Comme A2p2 < A2 et A2q% < g% on en déduit : pe™ + ge’? < (p +q)e’ < ¢, on a ensuite
E (eA(Sn*"P)> < (e)‘2> ! < et puis en utilisant I'inégalité de Markov on a

e 3
_ en(/\ —A.x)

P([Sy —np > nx]) < s

® La fonction ¢ : A — A% — A.x admet son minimum sur R’ en § et par suite en prenant A = % dans la
relation précédente , on obtient :

x2

2
n(X) 122
P([Sy —np >nx]) <e 402 <e 4

@ Onremarque que :

|:Sn

np‘ Zx} = [|Sy —np| > nx] =[S, —np > nx] U [S, — np < —nx]
On en déduit que

(]
Exercice :6

On consideére un couple de variables aléatoires a valeurs dans IN , pour lesquels il existe un réel A tel que la loi
de (X,Y) soit définie par :

nx

EZZ—P’ ZxD <P([Sp—np>nx])+P([Sy—np < —nx]) <2 4

. , : |+ j)AITT
Vi) e N, P(X =nly =) = EEI
@ Déterminer A

@ Déterminer la loi de X

@ Les variables aléatoires X et Y sont-elles indépendantes ?

@ Calculer E (2X+Y)
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Solution :6
Ea-ae

@ La famille < ey
Z']'

) définie la loi conjointe du couple (X, Y) si, et seulement si cette famille est
(i,j)eN?

])Aer]
eilj!

_+°°(i+j)/\i+j_)\i A i 4 +o00 _ o B d
i = Z&)T'J' = ez'( + )e et la série Zal est convergente de somme Z(:)Ul e onc
1= i 1=
(i+j)AH
eilj!
de A est le réel vérifiant 21.¢>*~1 = 1 .La fonction f : x — 2xe
1 1
comme f (2) =1,doncA = 3

@ Soiti € N, on sait que

_Fr@-any fl“”ﬂ—y<fw f@) LT
=0 0 '

eilj! i! =0 7!

sommable de somme égale a 1 . Pour i fixé la série Z est convergente de somme

d’apres le théoreme de Fubini la famille < ) est sommable de somme 2A.e2*~1 La valeur
(i,j)EN?

2x—1 gt strictement croissante sur R* et

1
: . . 1 2 /.1
Ce qui donne en remplacant A par sa valeur que Vi €e N, P([X =i]) = | 3 ,—' i+ 5 .Un calcul

2 1!
1
<o : ) . . 1\ e 2 1

tout a fait analogue aurait prouvé que :Vj e N, P([Y =j]) = 5 ]— j +
@ OnaP([X=0N[Yy=0]) = % et P([X=0]).P([Yy=0]) = %e’l # - .Les variables X et Y ne sont pas

indépendantes
@ D'aprés le théoreme de transfert la variable 2X*Y admet une espérance si la famille

(1 DA 7 i+j
<2’+J (H_],)f\> est sommable c’est a dire que la famille (W) est som-
eyl (i,j) eN2 etj (i,j)eN2

mable .Par une méthode analogue a celle de la premiére question (ou A est remplacer par 2A ) on trouve

. . . . l+]
que la famille (21+7 (H']'):\> est sommable de somme égale a :
erj @, ,)eNZ
W (HDATT_ 40 21 — 26 Drou E(2X+Y) = 2¢
(i,j)EN2 eilj!

Exercice :7

Soient X et Y deux variables aléatoires réelles discrete dont le coefficient de corrélation est noté px y
@ Soit (a,c) € (R*)? et (b,d) € R? , montrer que p,x 1p,cy+d = sign(ac).pxy
@ Quel est la valeur du coefficient de corrélation de X et Y si Y est une fonction affine de X ?

@ On suppose dans cette question que X et Y admettent des variances non nulle .On pose

T
Oy ox
4.1) Calculer V(Z)

4.2) Que peut-on en déduire si |[px y| =1

Solution :7

_ C(aX+b,CY+d)  acC(X,Y)  ac ,
® Nous avons 0,x-+pcy+d = X DY +d) ~ Jace (X)) |ac|p(X' Y) , donc sia et c sont de

méme signe, alors p,xp,cy+d = (X, Y)
@ Onap(X,aX+0b) =sign(a)p(X,X) € {-1,1}
2
1 Fxy

_ L , 5 PXY _ 02 _ B
@OnaV(Z)fU%V(Y)—f— - () =225 C0Y) = 14+1- 2%y 2(1 pX,Y)

@ Sipxy = 1,alors V(Z) = 0 et par suite la variable Z est constante presque par tout égale a E(Z) ,
autrement dit il existe deux réels a et b telsque Y = aX +b
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