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n Séries a termes positifs

N )
'@'Exerace 1

Soit o une application de IN* dans IN*

1 1
@ On suppose dans cette question que ¢ est bijective .Déterminer la nature des séries y_ —— et ) —_—
as1 o) S (o(n))
o
@ On suppose dans cette question que ¢ est injective .Montrer que la série 2 7(1121) est divergente
n>1
%Solution |
® =.lasérie ) L est une série & termes positifs .Si on pose pour 7 € N* , N = max {¢~!(1),...,07!(n)} , alors on a i 1 < i L et
as19(n) ok e
1 1
comme la série ) — est divergente alors la série ) | —— diverge
n>1 n>1 0'(11)
%.0n a pour tout entier naturel non nul
i 1 % 1 _n?
<) — < — avec N=max(c([1,n]))
2 2 0
(o) ~ gk T 6
Ce qui prouve alors que la série Z 5 est convergente
n>1 (0(1))
@ Notons pour 1 non nul #, = %, alors on a
2n 2n 2n n
o (k) 1 1
Vn e N*, U > — = k)| =-— oc(n+k
Loz B 0= ew) =g (Leoren)
=n+1 k=n+1 k=n+1 k=1
Et comme l'application ¢ est injective alors les entiers o(n +1) ... , 0(2n) sont distincts deux a deux et sont supérieur ou égal a 1 et par
& L n(n+1) & n+1 1
suite on a Z o(k) > Z k = ————= et par suite Z Uy > —— > - ce qui entraine alors que la suite des sommes partielles de la
k=nt1 k=1 z k=nt1 &t
aie Y 71 : ; arie T 70 et g
série Z —5~ n’est pas une suite de Cauchy de I'espace de Banach (IR, |.|) donc la série Z >~ est divergente
n>1 n>1

N, 9
'@'Exercme 2

Soit f : [1, +oo[— R est une application telle que x — xf(x) est minorée .Montrer que la série ) _ f(n) est divergente

n>1
Solution :2
Soit m € RY tel que Vx € [1,+oo[, xf(x) > m .On a pour n entier naturel
2n 2n 1 n m
SZn—Sn:k;f(”"‘k) zmk;m zmﬂzf >0
Ce qui montre alors que la suite (S, ), n’est pas de Cauchy et par suite la série } | f(n) est divergente

n>1

\

'@CExercice :3

On suppose que la série Z ay est divergente.Etudier le comportement des séries suivantes

n>1
D M M o
)y et ),
o o 7 2
w31 1+a, 41 Man a1 1+ n4ay Sl 1+ az

gf Solution :3

@ %.Sila suite (ay), est majorée par un réel strictement positif M , alors

a a
vnelN, 2> Z

1+a, 1+M
est divergente

an

Et comme la série Z a, diverge alors la série Z
n=0 n>1 1T n
Bo(n)

%..5i la suite (a,), n’est pas majorée ,alors elle admet une sous suite (u(p(n))n qui diverge vers 4o et par suite nlirilw Bon) + 1

=1lcequi

an

montre alors que la série Z
n>0 n

diverge grossierement

. an
@ La série
nzzo 1+ nay,

%.Soit (a, )y la suite définie par

peut converger comme elle peut diverger .En effet

1

{1 si n est un carré
-7 sinon
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La suite extraite (a,2), tend vers 1, donc la série Z a, diverge grossierement .De plus on a

n>0
n n n n
ax 1 1 1
vneN, Y. <Y +Y <2y,
0 2 2l — 2
o1 tka 1+ Skt+k 1tk
a 1
Et pars suite la série Z +” converge dans ce cas . ®.5i on pose pour n entier naturel non nul a, = % , alors Z — est divergente et
na
n>0 n n>1
9 a g
Vn € N*, 7 f;; = % donc la série 2 r;m diverge
n>1 n
3 La convergence de la série en question se déduite de 'inégalité
VneNt, Mot _ 1

" 1+n2a, ~ n?ay,  n?
4 Sila suite (a,), est majorée par un réel strictement positif M ,alors

a a
Yne N, —= L

s TR
14+a2 = 1+ M?

2.9 a . . . L. . L. a
Et la série Z 7"2 est divergente .Mais , si par exemple a, = n? , alors la série Z a, est divergente alors que la série Z Z 5 est
>0 L+ n>1 n>1+ 1
convergente

\

-@CExercice 4

Soient Z a, une série divergente de réels strictement positifs et (S, ),la suite de ses sommes partielles .
n>1

a a
® Montrer que la série Z S—" diverge et que la série Z S—g converge

n>1°n n>14°n
A an

® Montrer que la série Z converge pour tout § > 0

n>1 Snsn,l

. a . . .

® Prouver que la série ; ?2 converge sia > 1etdivergesia <1

nz

gf Solution :4
® La suite (Sy,), est croissante positive car la suite (a,), est une suite de reels strictement positifs . Soit (n, p) € N2, ona
n+p
a
2 g Low o
n+k k=n+1 _ Ontp n
k=1 Sntk Sn+p Sn+p

5 q q a q q
=1, donc la suite des sommes partielles de la série ) =" n’est pas une suite de Cauchy et par suite la
n>14°"

S -S
Pour 1 fixéona lim 72"
poteo Sptp

- an .
série Z —— est alors divergente
n>1°n

® Ona s _g . "
« On an n — 9n—1

VnelN*, -5 < = = _

5% Snsn—l Snsnfl Sn—l Sn

Et par suite on a

ST (L b R W
n+1 S% 7k:n+1 Sk-1 Sk Sn Sn+p Sn

. 1 . - - - a
Et comme la suite (S,), diverge vers +oo alors la suite hT — = 0 et par suite d’apres le critere de Cauchy pour les séries la série Z —;
n—+o00 oy n>1 20

est convergente

® Ona
an _ Sn—Sp—1

SuSp SuSi
On suppose que B > 0 et p un entier naturel non nul tel que % < B .Pour n suffisamment grand on a l'inégalité
ay ay

Vn € N*,

B 1
SuS,_4 SuS!_,
11 suffit alors d’établir la convergence de la série u"l .On rappelle que
n>1 5”5571
Vx €]0,1], Vpe N*, 1 —x? < p(1—x)

Alors on en déduit que

1
sh v
1—ngl§p 1-— =1l ,POH}’X:<£>P
n

ce qui est équivalent a
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. 1 . . L. a g &
Et comme la suite <s—> converge alors d’apres le critere de Cauchy pour les séries la série Z nl est converge et par suite la série
n

n n>1 2
- S”S;zfl

E fn est convergente
n>1 \ Sn Sﬁ

n—1

a
et d’apres la question précédente la série Z (—Z) est convergente
n

a
4 ~.Poura > 1.0Onaalors pourn > 2, —Z < ﬁ
sn Snsn,l n>1

g a a o 5 ’ N i 2 2.8 a q
&.Pour & < 1 et pour n suffisamment grand on a S—Z > S—" ce qui entraine d’apres la premiére question que la série Z <S—Z> est divergente
n n n>1 n

\

_@/_

Exercice :5

Soit (ay), une suite de réels strictement positifs et « un réel distinct de 1

Indl _ g _ % To 1
an n n
@ Montrer que sia > 1 alors la série Z ay, est convergente
n>1

@ On suppose dans cette question que

@ Montrer que sia < 1 ,alors la série Z ay est divergente
n>1

@ On suppose dans cette question que (a,), vérifie :

a o
Vn € N*, i P Uy , avec Zv" est absolument convergente
ay n -
Montrer que la série Z a, converge siax > 1 et divergesia <1
n>1

4

Solution :5
@ On suppose que la suite (a,), vérifie a;—:l =1-%+o (%)

=
@ On suppose que a > 1 .Soit y €]1, [ et (vy), la suite définie par Vn € N* , v, = n% Ona v’;—:l = (1 + %) =1-24o (%)

et par suite
a v - 1

Ontl Tntl _YTR (,)
ay vy n n

a v, — .
Donc %+ — 211~ T2 et par suite

a v
Ing € N*, ¥n > ngy, 4L < Zntl
ay Un
et comme la série de Reimann ) — estconvergente alors d’apres le critére de comparaison logarithmique la série ) a, est convergente
n
n>1 n>1

® Dans cette question on suppose que « < 1 .Soit ¢ €]a, 1] et (vy,), la suite définie par Vi € IN* , v, = - ,alors en faisant les mémes
q ppose q v P w7

. . 1 . . .
calculs de la question précédente on a Ing € IN* , Vn > ng , v;—:l < ag—:l et comme la série Z b est divergente alors d’apres le critere
n>1
de comparaison logarithmique la série ) _ a, est divergente
n>1
@ On va étudier la suite 1,1 — u, avec u, = In (n*a,).Soitn € N, on a
n+1 a 1 o
Uyt — Uy = In((n+1)"a,) —In (n*a,) = a.In ( :: ) +In <LH> =ualn <1 + ;) +In (1 - +v,,)

an
Comme la série Z vy, est absolument convergente alors la suite (v,), converge vers 0 et par suite

n>0
1 1 o % 2
Upp] — Uy =& (E +O<ﬁ)> aF <_E+U”+O<<_E+v”) ))

OnaVn e N*, (-2 +4+02) <2 (ﬁ—i —HJ%,) donc O ((—% +vn)2) =0(v3)+0 (nlz) et par suite 41 — 1y = vy + O (03) + O (%) Les

1
séries X>:0 O <ﬁ> et X>:o <vn +0 (U%)) sont absolument convergente donc la série X>:o (up4+1 — uy) est convergente et cela signifie que la
n> n nz

suite (1), est convergente vers une limite ! et alors la suite (¢"), est convergente vers e’

, ce qui donne le résultat

\

_@/_

Exercice :6.Critere de Schloimilch
Ce théoree est une généralisation du critere de condensation ou de la loupe de Cauchy.
Soit (gn)n une suite strictement croissante d’entiers naturels non nuls vérifiant :
Jc>0,Vn>1, Snt1—8n < C(gn *gn—l)
On considere une suite (a,),décroissante de réels strictement positifs .
@ Montrer que les séries

Z ay et Z (gn+1—8n) ag, ont méme nature
n>1 n>1

@ En déduire que les séries suivantes

Z an, Z 3"z , 2 na, et Z nzana sont d mémes natures
n>1 n>1 n>1 n>1
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Solutlon :6

Dans cette exercice on a besoin du lemme suivant vu en sup :
Si (1) est une suite monotone de réels admettant une suite extraite convergente alors la suite (1), est convergente

n
@ On pose pour 7 entier naturel S, = E ay et on considere la suite (v;), définie par

k=0
Uy = 581
8n+1
Vn>1,v,= )
gntl
Il est clair que Vin > 1, v, = Sq, | — Sg, et par suite si (Vi)n désigne la somme partielle de la série Z up alorsonaVn € N, V,; =S, . .La
n>0
suite (a,), est décroissante donc
. Vne N, Vke[gn+1,8um1], ag,.; <ax < g, +1 < Ag(n)
Et par suite
8n+1 8n+1
Y ag,, <v.< ) ag, cequiestéquivalenta (x) : (g1 — &n)dg,s; < Vn < (Sn+1 — gn)Ag,
k=gn+1 k=gn+1
% :Sila série Z (8n+1 — gn) ag, est convergente alors la série E v, converge c’est a dire que la suite de ses sommes partielles (V;), converge
n>0 n>0

, donc la suite (Sg, ,)u est convergente .Comme la suite (S, ), est une suite croissante admettent une suite extraite (Sq, ,, ) alors elle converge
et par suite la série E a, est convergente

n>1
.Supposons que Z a, estconvergente , donc la suite (S, ., ), est convergente c’est a dire que la série Z vy, est convergente ,donc d’apres ()
n>0 n>1

1
la série Y (gut1 — &n) dg,,, converge c’est a dire que la série Y (gn — gn—1) 4g, est convergente Or Vi € N, - (8n+1—8n) < (8n —8n-1)
n>1 n>1

1
et comme les a, sont strictement positifs alors Vn € IN, s (8n+1 — 8n) ag, < (8n — gn—1) ag, ce qui prouve alors la convergence de la série

2 (agn+1 7g7’) g,

n>0
@ On retrouve le critére de condensation de Cauchy , il suffit de prendre g, = 2" et pour la série } _ 3"a3« prendre g, = 3"
n>0
Pour la série Y na,> on prend g, = n?, il est clair que (g, ). est une suite strictement croissante et que
n>0
Vn € N* s 8n+l1 — 8n = 2n+1< 3(871 _gﬂfl)
.Donc par application du critere précédent on a Z (2n +1)a,2 est de méme nature que la série Z a, et comme (2n + 1)a,» ~ 2na, alors la

n>0 n>0
série ) na,, est de méme nature que la série y_ a,
n>0 n>0
Pour la série Z n?a,s il suffit de prendre g, = 1%, il est clair que la suite (g, ), est une suite d’entiers naturels strictement croissante et on a

n>0
Vi€ N*, guy1—gn =31 +3n+1<10(gn — gn_1)
Donc les deux séries ) (312 + 31+ 1)a,3 et Y a, sont de méme nature or ona (3n% +3n+1)a,s ~ 3n2a,; et par suite la série Y n2a,s est
n>0 n>0 n>0
de méme nature que la série Z ap
n>0

N ! 7 .
@'Exercme 7

Soient ) a, une série de nombres complexes dont la suite des sommes partielles est bornée et (b,),, une suite de nombres complexes telle que

n>1
hm by =0et Y |by — by4q| est convergente Montrer que la série ) anbf converge pour tout k € N*
" n>1 n>1
gf Solution :7

n n
Notons pour 7 entier naturel S, = 2 aib;‘ et A, = 2 a; Ona
i=1 i=1

VneN, s,_ZA (bF - bk1) + At

La suite (Ay), est borneé , donc il existe M > 0 tel que Vn € N, |A | < M. La suite (b, ), converge vers 0, donc pour € > 0, il existe 19 € IN tel
que Vn > ng, |b;| < eSoit (m,n) € N? tel que m > n > nyOna

m
\Sn,fSn\:Zaibk ZA(bk Bhy1) — Aubk + An o<y

=n
EbfbH 4 [BE] + |5 ) <M<2 |b; — bi1] <Zlb’|bﬁf ’>+|bi§+bﬁ1>

£ | + At + oty

ml
SmSnISM<Z |bi — biyal

i=n

Et par suite on a

m—1
|Sm = Sn‘ <M (k&kl Z |bl = bi+l‘ +28k>
i=n
m—1
Comme la série Y |b, — by11| est convergente , alors il existe 7y € N tel que V(n,m) € N*, m >m >y, | Y_ |b; — biyq1| < ¢ et par suite pour
n>1 i=n
m>n > N = max(ng,n) on a |Sy — Su| < (k +2)MeF et donc la convergence de la série Y a,bf se déduit du critere de Cauchy pour les séries
n>1
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n Transformation d’Abel et applications

Rl 7z .
@ Exercice :8
Soient Y_a, et v, deux séries telles que (v, ), est une suite réelle qui décroit vers 0 et la suite (A, ), des sommes partielles de }_a, est bornée .
® Montrer que
n n—1
Vn GN, Zﬂkvk:Anvn“F ZAk(kavIH»l)
k=0 k=0
@ En déduire que la série }_a,v, est convergente

® Application

2-1 Montrer que, si a > 0 et 6 un réel qui n’est pas un multiple de 27, les séries
sinnf cos nf
Yo s

2-2 Démontrer le critere de Leibnez pour les séries alternées

sont convergentes

%Solution :8
@ Soit n un entier naturel , on a
n n n n n n—1
Y agvp = agvo + Y v (Ax — Akoq) = aguo + Y vkAx — Y vkAr1 = agvo + Y UxAp — Y k1 Ax
k=0 k=1 k=1 k=1 k=1 k=0
n—1 n—1
=agvo+ Y, Ak (0k — Vks1) + OnAn — 0140 = VnAn+ Y Ag (U — Vpy1)
k=1 k=0

@ Soit n un entier naturel , on a
n

n—1
< loallAnl+ Y [Ak] (vk — vk11)
=0

A0k
k=0
—_—

La suite (vy), est deroissante
La suite (Ay), est bornée soit alors M > 0 tel que Vn € N, |A,| < M.La suite (v, A;), converge vers 0 comme produit de suite bornée

n—1 n—1
et d’une suite convergente vers 0 , ceci d’une part d’autre part ona Y |Ag| (vx — 1) < M Y (0k — vg11) < M (v9 — vp) et comme la
k=0 k=0

n—1
suite (v, ), est convergente alors IM’ >0, Vn € N, 0 < vy — v, < M’ et par suite la suite (Z | Ak (v — Uk+1)> est majorée et comme
k=0 .

n
elle croissante alors ell est convergente , ce qui prouve alors que la suite 2 a;vy | est convergente c’est a dire que la série Z a,vy est
k=0 n n>0
convergente

EmG

® Il suffit de montrer que la série 2 est convergente .Comme & > 0, alors la suite (,}7) est décroissante de limite 0, il reste & montrer
n

n>1

o

n
que la suite (Z e7k9> est bornée .Soitn > 1,o0na
k=1 n>1

£

. sn+1
o 1 _ ¢in® 3 sin (”79> il _ 1
e sin(8) |~ Jsin(8)]
2 2

n inf
, q i 4 4t e : 4ot q
ce qui montre alors que la suite (Z e’k9> est bornée , on conclut alors que la série Z — est convergente et par suite les séries partie
n
n

}n ik
ot
k=1

k=1 n>1
réelle et partie imaginaire sont convergentes

E Produit de Cauchy

:@/‘Exercice :9.Théoréeme de Mertens

Soient Y a, et Y b, deux séries non nulles convergentes dont 1'une au moins converge absolument .Montrer que la série produit de Cauchy de

n>1 n>1
+00 n +oo +oo
Z ﬂkbnfk = Z an Z by
n=1 \k=1 n=1 n=1
Solution :9

ses deux séries est convergente et que
On suppose que la série Y _ a, est absolument converge et on note respectivement A, , B, et C, la n°" somme partielle des séries
n>0

n n
Z a, , Z b, et E ¢, avec ¢; = Z axb, _.On remarque que C, = Z axB,_x si on pose D, = By + r, avec (ry), une suite de réels
n>0 n>0 n>0 k=0 k=0
convergente vers 0, alors on a

Vn € N, Cp = DyAy — (apr" + a1rp—1 + ...+ anty)
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Pour terminer ,montrons que lir}: i axry,_x = 0 .La suite (r4)n tend vers 0 donc elle est bornée par un certain m > 0, on pose M = f |an| >0
[ =i n=0

n
€
i > <7 | <
Soite > 0etl € N tel que Vn > 1, |ry] 2Met EH‘Q"*Z
Ona

laory + a1ty 1+ .. +an7’0‘<2|arn il + 2 |airy,— z|<M7+7m78
i=0 i=l+1 2M

n
Ce qui prouve alors que la suite Z a7,y tend vers 0 donc la suite (Cy ), converge de limite AB d’ou le résultat
k=0

:@/_

Exercice :10

Soit } * a, une série convergente dont la n°** somme partielle est notée A, .Prouver que la série ) | A,x" est convergente pour |x| < 1 est que sa

n>0 n>0

aoriton [ 1 ES
somme est égale a <m> <r;) anXx >

gf Solution :10

11 suffit de remarquer que la série )~ A,x" est la série produit de Cauchy des séries ) x" et la série ) a,x" .Doncsi |x| < 1 ,alors la série ) _ x"
n>0 n>0 n>0 n>0
est absolument convergente et comme la série Z anx" est convergente alors d’apres l'exercice (5) la série produit de Cauchy est convergente de

n>0
1 =
) . (Z lZ,ﬂC")
% n=0

“+o00
somme Apx™ =

_\@/_

Exercice :11

Théoreme de Toeplitz de transformation réguliére suites en suites *
Soit (cp k) (n>1, <k<n) UD€ famille de nombre réels vérifiant

ke N*, Lm ¢, =0
n—+oo

n
%.La suite Z Cyk | converge de imite 1
k=1 .

n
©3C>0,¥neN*, Y |eul <C
=il

n
Soit (a,)x une suite convergente .Montrer que la suite transformée (b, ), définie par Vn € N, b, = Z Cy ik est aussi convergente et que sa limite
k=1
est la méme que celle de (a,),
#Applications.Théoréme de Césaro

® Soit (ay), une suite de réels de limite 2 € R .Montrer que
1
lim — . =
Jm (m+ax+...,00) =0

@ Soient (a,)y et (by)n deux suite réelles convergentes de limites respectivement a et b.Montrer que

. 1
ﬂ1_1}141_100 " (a1by +agby 1 + ..., a,b1) = ab

a. Une transformation de suite est réguliére si elle transforme toute suite convergente en une suite convergente de méme limite

Solution :11

La suite (a,), converge de limite a ,alors pour ¢ > 0 il existe ny € N tel que Vn > ny , |a, —a| < ¢ ceci d’une part d’autre part la suite (a,,), est
bornée donc il existe D > 0 tel que Vin € N, |a,| < D .Comme Vk € NT, lir}: Cyk = 0donc Vk € IN*, lir}: |c,,/k\ = 0 ,ce qui entraine alors
n——+o0o n—-+o0o

n—1
ue hm @ = 0 et par suite il existe un entier naturel n, tel que Vn > n, , @
q <an> p 2telq 2 k;l\nk,ZD
Soit n > max(ny,n3), on a
n n ny—1
by—a) c,rl = Cni (ag —a) D— C—*
n ]{Zi nk ];1 n,k( k ch + 2C
= = ny

n n
Ce qui entraine alors que la suite (b,, —a Z c,,,k> converge vers 0 et comme la suite (Z c,,,k) converge de limite 1 alors la suite (b, ), converge
k=1 " k=1 "
de limite a #Applications
@ Le théoréme de Césaro pour le cas ou a est un réel se déduit du théoreme de Toeplitz en prenant pour n € N* et k € [1,n] , ¢,y = %
%.Si a n’est pas un réel alors quitte a remplacer (a,), par (—a,), on peut supposer que a = +-co.
Soite >0et N € NtelqueVn > N, a, > e.Ona

n N n —
i(Z%)‘i(Z”k)Jri( Y “k)2i<2”k> nN)€28+AnNS
1 k=1 k=N+1

N
Avec A = Z ag.
k=1
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— Ne

=0, alors il existe N’ € N tel que Vn > N, w > 75 ce qui entraine alors que

n
Vn > max(N,N'), % <Zak> > %
1

Comme lim
n—-+4oco

D’ou le résultat

M. Le théoreme suivant se démontre de la méme maniere que le cas particulier précédent . -

Si (an)n est une suite de réels strictement positifs divergente vers +oo et (a,), une suite de réels ou complexes de limite I € R, alors la suite
1

1 =
Z axag | a pour limite /

n—1
Z a k=0
k=0

b
@ On applique le théoreme de Toeplitz dans le cas ou b # 0 en prenant pour n € N* et k € [1,n]] , ¢, = ";17];;1
1
Dans le cas ou b = 0 on applique le théoréme de Toeplitz en prenant poun € N* et k € [1,n] , ¢, = #

N

_@/_

Exercice :12.Théoréme d’Abel

+o00 +0o0 +oo
Montrer que si le produit de Cauchy | ¢, des deux séries convergentes Y  a, et Y b, est convergentalors ) _ ¢, = <Z un> <Z bn>
n=0 n=0

n>0 n>0 n>0 n=0

Solution :12

Soient A, , By et C;, les n-emes somme partielle respectivement des séries Z a, 2 b, et Z ¢y, .On vérifie facilement que
n>0 n>0 n>0
vneN, C, =a9By +m1B,—1+...+a,By, ce qui donne alors que Co+C; +...+Cy, = AgBy + A1B,—1 + ...+ AuBo
En divisant alors par n + 1 on a
Co+Ci+...+Cy ApBy+ A1B, 1+ ...+ AyBy

n+1 n+1
Donc d’apres I'exercice précédentona C = AB

N

_@/_

Exercice :13
@ Montrer que si parmi deux séries de réels strictement positifs , une au moins est divergente , alors leur produit de Cauchy est divergent

@ Le produit de Cauchy de deux séries divergente est -il nécessairement divergente ?

7

Solution :13

@ Soient Y a, et Y by deux séries a termes dans R} et Y ¢, la série produit de Cauchy .Supposons par exemple que ) _ b, est divergente
n>0 n>0 n>0 n>0
Ona
Vn e N, ¢, =agb, +a1b,_1+ ...+ a,by > agby
Et comme la série Z by, est divergente alors la série Z ¢y est divergente .
n>0 n>1

@ La réponse est négative ,en effet considérons les deux séries divergentes suivantes Y a, et Y b, définies par

n>0 n>0
n

~—

ﬂozl,VnEIN*,an:(%
m=1,%meN, b= ()" (2'+ )
On alors

n—1 3 n—1 1 3 n 3 n—1 /n—1 . 1 3 n
* _ _ n n— _
Vn € N*, ¢, = agb, + boay, +k; axb,_x = <§> (2 + 2n+1> = <§> - <£) k; (2 + 2”—k+1> = (Z)

3 n
Et la série — | est convergente
L) cremer

\

_?’.

Exercice :14

Prouver que le produit de Cauchy de deux séries convergentes Z a, et Z by converge si, et seulement si
n>0 n>0

n
m1<2@wmw”+”+m4ﬂﬁ_o
n=1

n—+co

gf Solution :14
Soient A, , By et Cy; les n-emes somme partielle respectivement des séries Z an , 2 b, et E ¢;.Ona
n>0 n>0 n>0
n
2 aj (bn + bnfl TP ooo TP bn7k+1) = (Bn - anl) +ap (Bn - Bn,z) +...+ay (Bn - Bo) = Bn (An - ﬂo) — ﬂ]Bn,l — ﬂan,z Y LZnBO

k=1
Ce qui entraine alors que

n
Y g (by+bu_1+ ...+ byg1) = Budn — Cu (%)
k=1
2,51 la série 2 ¢, converge donc d’apres le théoreme d’Abel cette série a pour somme ET ApBy — Cy = 0 ce qu'il fallait démontrer
n>0 n 1)
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n
%.Supposons que Llrf (Z ag (by +by1+...+ bn—k+1)> = 0, d’apres I'égalité (x) , la suite (A, B, — Cy), est convergente vers 0 et par
n (eS) =il

“+00 “+00
suite la suite (Cy,), est convergente de limite (Z an> (Z bn> ce qui prouve alors la convergence de la série produit de Cauchy des séries
n=0

n=0
Z a, et E by,

n>0 n>0

N

0 7z .
- Exercice :15
Soient (ay)n et (by)n deux suites positives décroissantes et convergentes vers 0 .Démontrer que le produit de Cauchy des séries
Y (=1)"a, et Y (—1)"b, converge si, et seulement si

n>0 n=0
n n
o | Db | =0 et L b { Dyey | =0
k=0 k=0
gf Solution :15
Soit ) _ ¢y la série produit de Cauchy des séries Y (—1)"a, et Y (—1)"b, .
n>0 n>0 n>0
%.Supposons que la série Z cn est convergete alors ngrrl ¢p =0.0na
n 00

n>0
Vn >0, cp = (—1)" (aghy + a1by—1 ...+ anby)
Et comme les suites (a,), et (bn), sont décroissantes alors on a
Vn € N, |cu| > an (bo+ ...+ by) et [cn| > by (ag+ ...+ an)
Ce qui entraine alors que
lim a, (bgp+...+by) = lim b, (ag+...+a,) =0
n—+oo n—+0o

SSupposons que nlgrrm an (bo+...+by) = "131100 by (a0 + ... +ay) = 0.D’apres I'exercice précédent il suffit de montrer que

lim
n—+o00

R
=

(=D (=160 + (-1 "bur 4. + (1)”-k+1bnm)> =0
k=1
Remarquons que

vneN*, Vk€[1,n],

(=) + (1) b1 + o+ (1) | < By
Et par conséquent on a

n
X
k=1

n
Sionnote pour n € N* par x, = Y _ ayby 41, alorsona0 < xpy < (414 ...+ ay) by + (b1 + ... + by) a, ce qui montre alors que "lirilw Xon =0
k=1
et on montre de méme que lim x;,_1 = 0 ce qui prouve alors que lim x, = 0 d’ou le résultat
n—r+o00 n—r+oco

n
(=1 (=1)"8n + (1" buoa + o+ (<14, )| < Y kb e
k=1

Dénombrabilité -Famille sommables

. Dénombrabilité}

-\@/—Rappels

@ On dit qu'un ensemble non vide E est dénombrable si il est en bijection avec une partie non vide IN

@ Si E est un ensemble infini alors E est dénombrable si il est en bijection avec IN

® Un ensemble E est dénombrable si et seulement si il existe une application injective de E a valeurs dans N

@ L'ensemble E est dénombrable si, et seulement si il existe une suite croissante (J,,), de parties finies de E dont la réunion est égale & E
® Toute partie dénombrable d"un ensemble dénombrable est aussi dénombrable

® Le produit cartésien d’un nombre fini d’ensembles dénombrables est dénombrable

@ La réunion deux ensembles dénombrables est aussi dénombrable

Les ensembles suivants sont dénombrables :%. Les ensembles finis , &IN , &.Z et ©.Q

N

- Exercice :16
@ Montrer qu'une réunion dénombrable d’ensembles dénombrables est aussi dénombrable

@ En déduire que I'ensemble des polyndmes a coefficients entiers est dénombrable

Solution :16

® Soit (E;) une famille dénombrable d’ensembles dénombrables , posons Fy = Ep et pourn € N*, F, = E,/ (EyU...UE,_1), il est clair
que les F, sont deux a deux disjoints et que U E, = U F, .Désignons par f, une injection de E,; dans IN et par f 'application de U F,
nelN nelN nelN
dans IN? définie par
Vxe |J B, f(x) = (n fa(x)) oun est I'unique entier tel que x € F,
nelN
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MP

1l est facile de vérifier que f est bien définie et qu’elle est injective ce qui montre alors que | | E, est dénombrable
neN

2 Notons pour d € N par Z;[X] I'anneau des polyndmes a coefficients dans Z. Soit f I'application de Z,[X] a valeurs dans Z%*! définie par
d
VP =Y aX*, f(P) = (ag,...,a4)
k=0

L’application f est clairement injective et comme Z4*1 est dénombrable , alors Z,[X] est aussi dénombrable .On conclut alors que Z[X] est
un ensemble dénombrable comme étant réunion dénombrable d'une famille d’ensembles dénombrables a savoir (Z4[X]),

\

@’-Exercice :17 .R n’est pas dénombrable

@ Montrer que R n’est dénombrable
@ En déduire que I'ensemble des irrationnels n’est pas dénombrable

® Montrer que R est un Q-espace de dimension infinie

Solution :17

@ 11 suffit de montrer que [0,1] est non dénombrable .Pour cela on va raisonner par I’absurde en supposant que [0,1] est dénombrable
, alors comme [0, 1] est infini alors il existe une bijection f de N* dans [0, 1].Partageons [0,1] en trois segments de longueurs % , il est
clair que 1'un de ses trois intervalles noté I; ne contient pas f(1) , on partage ensuite I; en trois segments de longueurs 3% , alors 'un

de ses trois segment noté I, ne contient pas f(2) , soit n un entier naturel supérieur a 1 supposons que avoir construit I, . . ., I, vérifiant

Vke[Ln], f(k) & I, 6(I) = 317 et I C I, C ... C I, .On partage I, en trois segments de longueurs 3,,% , I'un des ses trois segments

noté I, 41 ne contient pas f(n + 1) , ainsi on a construit une suite de segments emboités (I,;), de diametre 5(I,) = 5 — 0 et vérifiant

¥n € N*, f(n) ¢ I,.D’apres le théoréme des segments emboités I'intersection (") I, est réduit un point x € [0,1], soit k 'antécédent de x

par la bijection f, on a f(k) = x et par définition de I , ona f(k) & I et ceci cof‘jrﬂzdit la définition de x .On conclut alors que [0, 1] n’est pas

dénombrable et par suite R n’est pas dénombrable

@ SiR/Q est dénombrable alors R = QU (R/Q) est aussi dénombrable ce qui est absurde donc R/Q n’est pas dénombrable

® Supposons que R est un Q-espace vectoriel de dimension finie 7 , donc R est isomorphe a Q" (1 est non nul car R estnon nul ) or Q" est
dénombrable donc R serait dénombrable ce qui est absurde .On conclut alors R est Q-espace de dimension infinie

\

-@’-Exercice 18

On dit qu'un nombre complexe x est algébrique sur Z si il existe un polyndome non nul P a coefficients entiers tel que P(x) = 0, Un nombre
qui n’est pas algébrique sur Z est dit un nombre transcendant.Montrer que 1’ensemble des nombres complexes transcendants sur Z n’est pas
dénombrable

Solution :18

L'ensemble des polyndmes non nuls s a coefficients dans Z est dénombrables , donc on peut numéroter ses éléments par une suite (P )xen-Soit
k € IN* , notons par Z; 'ensemble des racines complexes du polyndmes P , il est clair que Z est fini et par suite I’ensemble des nombres complexes
algébriques sur Z qui n’est autre que | J Z est dénombrable et comme R n’est pas dénombrable alors I'ensemble des complexes non algébriques

keN*
c’est a dire transcendant sur Z n’est pas dénombrable .Comme tout complexe algébrique sur Q est algébrique sur Z ,alors ’ensemble des nombres

complexes algébriques sur Q est dénombrable

(. Sommabilité}

- Exercice :19
foo )
Montrer que la famille (W) (p) (NP est sommable et calculer sa somme sachant que ,,Z::] R

%f( Solution :19

1 L ce qui entraine alors que la

2 . R 8 @t
OnaV¥(p,q) € (INx)*, up, > 0, on peut alors appliquer le théoréeme de Fubini . Soitp > 1 ,ona =D "~ 7

série Z up,q est convergente calculons alors sa somme notée o,

g1
T 1 2
%.Onapourpzlona(fl:Zq—zz?etpourpEZOna
q=1
= = 1 (1 1 > 11/ 1
Op =) Upg = - = == 4= I
g [,:21” k;p(n—l) 9 pte-1) p* p q;ﬂ(rﬂrq—l)

Soit N > p,ona
N 1 1 Norq 1 1 N q Pl 1 2q Pl
o _ (- ))- I e AN S B
i q:zﬂ(ﬁp—l) p—1 q:zz q ptq-1 p—-1 q:zzq qgﬂv/ p—1 q:zzq q:%lq

= 1 1 P 1
Donc lorsque N tend vers +co on trouve = — ], etdonc
d ,;zq(erq*l) p—1 ,7:22‘1

S:Jrf:o(f :01+f i—i-; il :2¢71—1++io _ il
= =\ -1 \34 S -1 S0
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Le théoreme de Fubini permet d’ intervertir les sommations , on a alors pour g > 2 fixé et pour p variant de 4 a 40, on obtient alors
=1 21) =21 1
,;P(pfl) <qzzq> _q;zq (,,qu(;vl)

+00 1 14 +00 1
Or la somme —~ _ est la somme d’une série télescopique et vaut - , donc — =N —— = 1 .Finalement
p;qp(p%) P 91 ,;P(P* <[,Ezq ,Fzzq(qfl)

w‘ <,

S=20m =

'\?/'Exercice :20

0 ,sip=gq
Soit (p,q) € N?, onpose 11,5 =

ﬁ , Sip#q

+o00 +o00
@ Calculer 2 <2 up,q>
p=0

q=0

@ La famille (up,) p,q st elle sommable 2

gf Solution :20

® Pour q € N* fixé ona upg ~ 2 et la série Z converge .
p>1

Soit (p, q) €]N><]N*telquep7éq,onaup,q:Zlfq(ﬂ—m) Soit N >2g,0na :

SNg= ) _ Upg=—|— + + = [
T\ S Srte -9 S pta

En effectuant dans chaque somme le changement d’indice convenable pour obtenir le méme terme ! , on obtient

(ELELELF Y

n= q =19 n= 29+1
1 1 N+q 1 N+q 1 2q N+q
Tout calcul faiton a Sy ; = Ty —1\; o et comme 0 < B Z o < m , la suite ) ; . converge de limite
=N—q+1 =N—g+1 =N—g+1 o
lle .On dédui la suite (S de li a di S; = L § +<x>177.[ 1
nulle .On déduit que la suite ( N,q) converge de limite _W ,C'est a dire que S; = E Upg = 4112 etona 59 = Z 2 = — .Finalement
ona
f(i"u )+Z°°1 r g 3<§°1> 2
pa | = B 121 2]~ g
q=0 \p=0 p=1 p2 q=1 4[72 4 p=1 pz 8

@ En permutant les roles de p et g, on obtient

o0 —+00 —+o0 o0 —+o00 +o00
Yo\ Xowpa) =L (Lmar) ==L | Lowwa
4=0 \p=0 p=0 \q=0 p=0 \q=0

ce qui prouve que la famille (ip,4)p,4 n’est pas sommable

'\@/'Exercice 21
1

ﬁ> est sommable et calculer sa somme
(P+a)p+a+1) ) (o enxn

Montrer que la famille <

gf Solution :21

R S
(p+a*)(p+q*+1)
& 1 1 1

sommation télescopique , pour N € IN : Upg = — — ————— qui converge pour N — +o0 vers -5 ceci montre alors que la série u
pique , p p;)p,q 2 Nigrid gep 7 q ;;Opq

Notons pour tout (p,q) € N x N* , u,, = > 0.0n a pour ¢ fixé dans N* , u,, = on en déduit , par

1o 1
pta> pHe’+l

+oo 1

converge de somme Y 1y, = — ~ et comme la série Z — est convergente alors d’apres le théoreme de Fubini d'interversion de deux sommations
p=0 g>1

, pour les suites doubles positives la famille (up,4) >0, 4>1 est sommable et on a

%.Pour tout p € IN, la série Z up,q est convergente

921
“+00
=.La série ) < ) um> converge
p=0 \g=21
~+oo +oo o q 2
™. Z Upg Z Upg Z Upg Z up,q> .On conclut alors que E Upg = Z = =3
p=0 q=1 p=0 (p.g)ENXIN* q=1
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