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-\@’- Compléments de la réduction

Je laisse le soin aux lecteurs de faire les calculs nécessaires pour la recherche du polynéme caractéristique ,
des valeurs propres , des sous espace propres

Deuxieme exemple <

On cherche une famille de suites ((#y)n, (Vn)n, (Wn)n) Vérifiant le systéme suivant

Up41 = 13uy — 120, — 6wy,
VneIN, §v,.1 = 6u, —5v, — 3wy
Wy41 = 18uy — 18v, — 8wy,

Up
Si on note pour n entier X, = | v, | , le probleme se ramene a la recherche des
Wn
suites (X;;), a termes dans M3 1 (R) vérifiant : Vn € N, X, 11 = A.Xj,
13 —-12 -6
Avec A= 6 —5 —3| .Par une récurrence facile on a
18 -18 -8

VnelN , X, = A".Xp, il suffit alors de calculer A" .Pour cela on va essayer de
diagonaliser la matrice A .Le polyndme caractéristique de la matrice A est :
XA = —(X —1)2(X +2) et les sous espaces propres de A est :

2 1 0
E_»(A)=Vect| |1 etEq(A)=Vect | 1], | 1 ,la matrice A est alors
3 0 =7
21 0 -2 0 0
diagonalisableetona A = P.D.P~lavecP= |1 1 1 |etD=[0 1 0
3 0 -2 0 01
(=2)" 0 0
ce qui donne A" = P. 0 1 0| .P~lLinverse de la matrice P est
0 01
-2 2 1 o
P'=|5 —4 -2]|,lecalcul de P! peut se faire par exemple par opération

-3 3 1

élémentaire .Tout calcul fait on obtient

= (5= (=2)")tg + (—4+ (=221 + (=2 = (=2)" Yo

VrneN, o= (24 (=2)" ug + (=1 = (=2)")vg + (=1 + (=2)")wo

wn = (6+3(=2)"ug + (=6 — 3(=2)"*)vo + (—2 +3(—2)" )wo
On constate que le sous espace de suites (i), (Un)n, (Wn )y solutions est alors un
espace vectoriel de dimension 3
Deuxiéme exemple
On veut déterminer toutes les suites (1), et (v,), vérifiant

u =Uy+0 . u N
Vn € N, { ntl e .Si on pose X, = <U”> ,alors le systéme est
n

Upy1 = —Up + 30,
équivalenta X, ;1 = A.X;, avec A = (_11 é) ce qui entraine alors par récurrence
queVn € N, X, = A".X; . Tout calcul fait on a x4 = (X — 2)? et le sous espace
i et par suite A
n’est pas diagonalisable , mais son polyndme caractéristique est scindé donc elle est
trigonalisable , on peut alors écrire A = P.T.P~! avec

T = 5 _21 et P= } (1) . Et par une récurrence facile ou en décomposant T
sous la forme 21 + N avec N est nilpotente

propre associé a la valeur propre 2 de A est Ex(A) = Vect
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-\@’- Compléments de la réduction

Deuxieme exemple <

2" —p2n-1
Vne]N,T”:(O on >
= (= 2”*1 2 znfl
Et par suite ¥n € N, { " (SH2=)k "15 n)2" " vy o
Upg1 = (=2 —n)2"  ug +2"vg

On constate alors que 'étude des systémes des suites liées par des relations de
récurrences linéaires se ramene au calcul des puissances n-eme d’une matrice

Suites récurrentes linéaires d’ordre 2 N

Soit (a,b) € C? .L’ensemble des suite complexes (uy ), vérifiant :

Vn € N, uy42 = au,1 + buy, est un sous espace vectoriel complexe de dimension
2

%.5i le polyndme X? — aX — b admet deux racines distinctes A ef y il est engendré
par la famille ((A"), , (u")n)

. Si le polyndme X? — AX — b a une racine double y , il est engendré par la famille
((1")n, (np™)y) Soit (uy), une suite complexe .Si on pose pour toit entier naturel

u
n/X'rl: "

o)) 2 alors la suite (u,), vérifie la relation de la proposition si, et
n+

seulement si X, ;1 = A.X; avec A = (2 i) ce qui donne par récurrence que

Vn e N, X, = A".Xp, il faut alors calculer la puissance n-éme de la matrice A .Le
polyndéme caractéristique de la matrice A est X2 —aX — b .On distingue alors deux
cas si x4 a deux racines distinctes ou une seule

.51 x4 a deux racines A et y ,alors la matrice A est diagonalisable , il existe alors

A0

une matrice inversible P d’ordre 2 telle que A = P. ( 0 7/‘) .P~1 et par suite

n
A" = P. (/\O ;?n> P 1lece qui montre alors que X, = ug.Y, +u1.Z, ouYy et Zy

sont deux matrices unicolonnes indépendantes de A” on en déduit alors 1’existence
de deux scalaires « et B tels que Vn € N , u, = a.A" + B.u" Réciproquement

toute suite (1, ), de nombres complexes telle que 3(a, ) € C?,VneN, u, = o
a. A" + B.u" vérifie bien la relation demandée

%.Dans le cas ou x 4 admet une seule racine y , alors comme A n’est pas une matrice
scalaire alors elle est n’est pas digonalisable, mais elle est trigonalisable .Alors il

existe une matrice inversible P d’ordre 2 et une matrice de la forme T = (l(; ;)
1 ) yn ncynfl

telles que A = P.TP~" et par une récurrence on a T" = 0 n .De la
relation X;, = A"Xj on en déduit qu'il existe un couple (a, ) € C? tel que Vn €
N, u, = av" + B.nyu" L'ensemble des solutions solutions est I'espace vectoriel de
dimension 2 engendré par la famille des suites ((u"), , (nu"))

On peut généraliser cette étude a des suites récurrentes linéaire d’ordre p . Soit
ap, . ..,ap—1 des nombres complexes.I'ensemble des suites complexes (uy), qui
vérifient : Vn € N, uy4p = Ap-_1Up+p-1 + Ap—2Un+p—2 + ... + douy. Est un espace

p—1
vectoriel de dimension p .Si on pose P = XV — ) 2, X* et si on suppose que P est

k=0
r

scindé sur K avec P = [ [(X — A)% alors l'espace précédent est :
k=1

{i Pu(m)AL, W €[Lr], P € IKW[X]}
k=1

aagn ')
p u asc © b
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Sous espaces caractéristiques

-\@’- Compléments de la réduction

Soit E un K-espace vectoriel de dimension finie non nulle et # un endomorphisme
r

de E, dont le polyndme caractéristique est scindé sur K tel que x, = H (A —X)
k=1

Le sous espace ker(u — Ar.idg)"* est appelé le sous espace caractéristique de u

associé a la valeur propre Ay

’rfl)Lk

;
“.Le lemme de des compositions des noyaux donne : E = @ ker(u — Ay.idg)"

k=1
N,

@ Le sous espace propre associé a une valeur propre A est inclus dans le sous
espace caractéristique associé a Ay

@ Les sous espace caractéristiques sont stables par u

@ Les sous espaces caractéristiques permettent de décomposer E en somme
directe des sous espaces stables par u , il est alors intéressant d’étudier les
endomorphismes induit par u sur ses sous espaces

@ Vk e [[1,1’]] P dimker(u = Ak.idg)m’\k =My,

® Sipourk €[1,r] , ny désigne la multiplicité de A en tant que racine de 7,
alors on a
ker(u — Ap.idp)"™ = ker(u — Ap.idg)"*
(Voir les exercices 7 et 8 pour la solution)

® Soiti € [1,r] ,'endomorphisme induit par u — A;.idg sur le sous espace ca-
ractéristique ker (1 — A;.idg)"* est nilpotent d’indice 'ordre de multiplicité
de A; en tant que racine de 7, et pour tout k € [1,n]tel que k # i , I’endo-
morphisme induit par u — Ay.idg sur ker (4 — A;.idg) est un automorphisme
de ker (1 — A;.idE)

Décomposition de Dunford

Soit E un K espace vectoriel de dimension finie non nulle et # un endomorphisme
de E dont le polyndme minimal ou caractéristique est scindé sur IK.Alors il existe un
unique couple (d,n) d’endomorphisme vérifiant

* u=d+n

* d est diagonalisable

* 7 est nilpotent

* 1 et d commutent

* 1 et d sont des polynémes en u

Démonstration
r

® Posons Sp(u) = {A1,..., A} et xu = [ [(X — Af)™* donc d’apres le lemme

k=1
r

des noyaux ona :E = @) ker(u — Ar.idg)"* .Si on note F; le sous espace
k=1

caractéristique associé a la valeur propre A; et u; 'endomorphisme induit par

u sur F; , alors d’apres la partie précédente 'endomorphisme u; — A;.idf, de

F; est nilpotent , notons le n; .Il est clair que Vx € F;, u;(x) = Aj.x + n;(x) et

ni(x) € F

n
@ Soit x un élément de E tel que x = Z xgavec Vk €[1,r] , x; € F, .Considé-
k=1
rons les endomorphismes d et n de E définis par :
r r
d(x) = Y Apxe = ) Appr(x) avec (Pr)kjir) est la famille des projecteurs
k=1 k=1

r r
associés a la décomposition E = @) Eg et n(x) = Y _ ni(xi) Il est clair que
k=1

k=1
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%Théoréme

Démonstration du théoréme

Vx € E, u(x) = d(x) + n(x) , il reste alors a prouver que # est nilpotent , d est
T

diagonalisable et nod = don ®.Soit x = Z Xx , Xp € F. Par récurrence on a
k=1

r
Vk € N, n(x) = Z n¥(x) , donc si on choisi p supérieure a chacun des indices de
i=1

nilpotence des n; par exemple p = dim E , il vient n” (x) = 0 ce qui prouve alors que
n est nipotent
%.L'écriture de d assure que cet endomorphisme est diagonalisable

r T
%.Soitx = ) xp, x¢ € F,onad(x) =) Ag.x), c’est encore une décomposition

k=1 k=1
r r r
ded(x) dansla E = @ F , alorsonan(d(x)) = Y me(Aexx) = Y Apng(xg) et
k=1 k=1 =
un calcul similaire justifie que d(n Z A.ng(xg) ce qui prouve 1'égalité et par

suite nod = don

3. Montrons maintenant 1'unicité , supposons alors 1’existence d’un autre couple
(d',n") vérifiant les mémes conditions du théoréme et montrons que
d=d etn=n"Onad—d =n' —n,il suffit alors de montrer que d — d’
est a la fois diagonalisable et nilpotent pour cela on va montrer que d et d’
commutent et on utilise le résultat de I'exercice de la codiagonalisation .On a
n'od’ = n'od' donc d'ou = d'o(n' +d') = d'on’ +d”*> = n'od’ +d'od’ = uod' et

T

comme d = Z Ak.pk et chaque py est un polynome en u (voir Td ) alors d’ et d

k=1
commutent et par suite ils sont codiagonalisables donc d — d’ est diagonalisable
etcommen o n' = (u—d)o(u—d) = (u—d)o(u—d) alors n —n est

nilpotent et par suite d — d’ est nilpotent et diagonalisable donc il est nul et
part suite d = d’ et donc n = n’

.

%Exercice :1.Sous espace stable par I'opérateur de dérivation

Soit D I'endomorphisme de K[X] défini par
VP e K[X], D(P) =p
Déterminer les sous espace vectoriels stables par I’endomorphisme D
Solution :1
Le sous espace nul et 'espace K[X] sont stables par D , cherchons les sous espaces stables non triviaux . Soit F
un sous espace stable par 'opérateur de dérivation , on va distinguer deux cas :

@ Si F est de dimension finie non nul 7.
Soient (P, ..., Pr) une base de F et m = max (deg P, ..., deg P;) .Il est clair que F C K, [X] .

Soit ig € [1,7] tel que deg P;; = m , la famille (P, P’ . P,E)m)) est une famille de degré échelonnée donc

o’ i

elle est libre et par suite dim (Vect( o ,P,(O’”)) =m+1,o0r Vect(P; P/ pgm)) C Ky [X], alors

i 1o’

Vect (P, P’ ..,P-E) )) = K;;[X]. comme F est stable par D , alors Vect(P; P ...,PP) C F c’est a dire

197 1, 197
K [X] C FdoncF = Ky [X]

@ Si F est de dimension infinie.Alors Vi € N, F ¢ K, [X] ce qu’est équivalent de dire que
VneIN,dPeF, m=degP >n.Soitn € Net P € Fm = degP > nLafamille (P,P’,...,P(’”))estune
famille libre de K, [X] , comme famille de degré échelonnée d’éléments de K, [X] , de cardinal est égale
am+1,alors Ky, [X] = Vect(P, P, ... ,P(M) et par stabilité de F par D, on a Vect(P, P, ... ,P(”)) C F,
c’est a dire que K, [ X] C F et comme K, [X] C K,,[X] ,alors K,[X] C F et ceci pour tout entier naturel n
donc F = K[X]
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Exercice :2.L’ordre et le rang d’une matrice
Soit n un entier non nul et A une matrice carrée d’ordre n a coefficients réels.

@ On suppose que A% + A + I, = 0 Montrer que 7 est pair
@ On suppose que A% + A2 + A = 0 Montrer que le rang de A est pair
Solution :2

® Le polynéme X? + X + 1 est annulateur de A donc les valeurs propres de A sont dans {j, j*} et par suite
si n est impaire , alors x4 admet au moins une racine réelle c’est a dire que A admet une valeur propre
réelle ce qu’est absurde donc 7 est paire

@ Ona A(A?+ A+ I,) = 0, donc d’apres le lemme des noyaux
keruA ) ker(ui +up + id]{(n) = K"
Ou u4 désigne I'endomorphisme canoniquement associé & A.Le sous espace F = ker(u? + 14 + idgn) est
stable par u 4 , notons v I'endomorphisme induit par u 4 sur F .Si F est de dimension impaire , alors x5
est de degré impaire , donc admet au moins une racine réelle c’est a dire que v aura au moins une valeur
propre réelle A , et comme le polyndme X2 + X + 1 est un polyndme annulateur de v, alors A est une
racine réelle de ce polyndme ce qui est absurde , donc la dimension de F est paire .Or d’apres le théoreme
durangonarg(uy) = dimF , d’ou le résultat

Exercice :3.
Soit A une matrice inversible d’orde 7 a coefficient dans C.Déterminer le polyndme caractéristique de la matrice

A1l
Solution :3
Soit A un scalaire nonnul,, on a: )(A 1(A) = det(A~t — A.L,) = det (A~ (I, — A.A))
1 _(=A) 1
A ) = deta®s\2
Autrement
On montre facilement que Sp(A { )}, comme X 4 est scindé sur C, alors on a pour tout
e COp (=)
1 =1)e - 1 —x)" 1
= —_ = — )\ —_ = = —
xai( H( Ak> T A kHl< k x> det A M4 (x)

Exercice :4.
Soit A, B et P trois matrices carrés non nulles a coefficients dans C
@ Montrer que x4(B) € GL,(C) & Sp(A)NSp(B) = ¢
@ Montrer que si AP = PB, alors A et B ont au moins une valeur propre commune
Solution :4
® (i) : (=).Supposons que x4(B) € Gl,(C), le polyndme caractéristique de A est scindé sur C , donc
xXa = (—=D)"TT{_, (X — Ax) et par suite x4 (B) = (B — A1.Ly). ... (B — Ay.Iy) 1’hypothese assure que pour
touti € [1,n] , B — AL, est inversible , c’est & dire que Vi[[1,n] , A; ¢ Sp(B), ce qui veut dire que
Sp(A)NSp(B) =
(ii) : («=) Supposons que Sp(A) N Sp(B) = ¢, alors VA € Sp(A), A ¢ Sp(B) c'est a dire que
B—A.I, € GL,(K).Et comme x4 (B) = (B—Ay.Iy)..... (B — An.Iy) , alors x4 (B) est inversible comme
produit de matrice inversibles
@ Supposons que AP = PB, alors par une récurrence facile on a :Yk € N, A*P = PB¥ Et par linéarité on a
VQ € K[X], Q(A)P = PQ(B), en particulier pour Q = x4 ,ona0, = Pxa(B), ce qui entraine alors que
0, = P.xa(B) et par suite x 4 (B) est non inversible et d’apres la question précédente Sp(A) NSp(B) # ¢,
d’ou le résultat

Exercice :5

Soit A et B deux matrices carrées a coefficients complexes .Montrer les propositions suivantes sont équivalentes :
® VCeM,(C), IXe M,(C), AX-XB=C
@ VXeM,uC), AX=XB=X=0
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Exercice :5(Suite)
3 xg(A) est inversible

4 A et Bn’ont pas de valeur propre commune
Solution :5

® (1 = 2) En prenant C = 0, , alors d’apres I'hypothese il existe une unique matrice X dans M, (C) telle
que AX — XB = 0 et comme la matrice nulle est aussi solution , alors X = 0,
®@ (2 = 1) Notre hypothese nous permet de dire que 'endomorphisme
" My (C) = My(C)
X+— AX - XB
est injective et comme on est en dimension finie , alors ¢’est un automorphisme de M,,(C) d’ou le résultat
@ (3 & 4) estimmédiate d’apres 1’exercice précéent

@ Pour (2 = 3), on montre sa contraposée supposons , alors que x 4(B) est non inversible , donc A et B
admettent une valeur propre commune A , soit alors U un vecteur propre de A associé a A et V un vecteur
propre de !B associé a A et posons X = U'V , il est clair que X est non nul car c’est une matrice de rang 1
etona AX = AU'V = A.X et XB = U'VB = A.X ce qui prouve que la négation de 2 est vrai

® (3 = 2).Supposons que x 4(B) est inversible et soit X une matrice d’ordre n vérifiant AX = XB , alors
par une récurrence facile on a Vk € N, AKX = XB* et par linéairité ona x4(A)X = Xx4(B) = 0, , alors
l'inversibilité de x 4 (B) entraine que X = 0, d’ ou le résultat

Exercice :6
Soit A une matrice de M,,(C) .Montrer que les propositions suivantes sont équivalentes

@ A estnilpotente

@ A est semblable a une matrice triangulaire supérieure dont les éléments diagonaux sont tous nuls

® Yk € N*, tr(A¥) =0
Solution :6
Remarque :5Si T est une matrice triangulaire supérieure ( inférieure) de coefficients diagonaux t1, ..., t; , alors
pour tout entier naturel non nul k la matrice T¥ est triangulaire supérieure (inférieure) de coefficients diagonaux
Ltk

® (1 = 2) La matrice A est nilpotente donc elle admet 0 comme seule valeur propres et par suite A est

trigonalisable donc semblable & une matrice triangulaire supérieure dont les éléments diagonaux sont ses
valeurs propres donc nuls

@ (2 = 3) Soit P une matrice inversible et T une matrice triangulaire supérieure dont les éléments diagonaux
sont nuls tels que A = P~!TP, alors par une récurrence facile on montre que Vk € IN* , A* = P~1T*P et
par suite Vk € IN*, tr(Ak) =0

® (3 = 1).Supposons que Yk € N, tr(A¥) = 0, montrons que A est nilpotente c’est a dire que son spectre est
réduit a {0} .Raisonnons par 1’absudre et supposons que A admet au moins une valeur propre non nulle

,soitalors Aq ..., A, les valeurs propres non nulles de A de multiplicité respectivement m,, ,..., m,,,
T
comme on travaille dans C , alors on a Vk € IN* , tr(AK) = 2 m Al./\i»‘.On va s’intéresser au r égalités
i=1
suivantes :Vk € [1,r] , Yi_ 4 m Al./\i-‘ = 0. Ce qui se traduit matriciellement par :

A] /\r mAl 0

Ao A my |0

)\; )\; mp, 0
A
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%Soution :6(Suite)

1 ... 1
r /\1 - )\r r
Ceci d'une part d’autre part on a detA = (H Ak> —_— .= (H Ak> : ( T (- /\l-)) #0
k=1 : : : k=1 1<i<j<n
A At

my, 0

np, 0
Ce qui entraine que . = | . | ce qui contredit la définition de la multiplicité d’une valeur propre, on

mp, 0
conclut alors que A est nilpotent

Exercice :7.Sous espaces caractéristiques

Soient E un K-espace vectoriel de dimension finie non nulle et # un endomorphisme de E.Pour toute valeur
propre A € K de multiplicité m, , on pose Fy = ker (u — A.Idg)™* appelé sous espace caractéristique associé a
A Montrer que pour toute valeur propre A de u le sous espace caractéristique associé a A est de dimension la
multiplicité de A

Solution :7

Soit A une valeur propre de u de multiplicité m, , donc

Yu = (X — A)™Q(X) avec Q(A) £ 0
D’apres le théoréme décomposition des noyaux on a E = Fy @ ker Q(u) .Posons d, = dim F, , on a F est Stable
par u donc

Vx € F, (Mp = /\.idp)m/\ = OL(F)
Ce qui montre que ur — A.idg est nilpotent et par suite X, 4, = (—X)4 .Or
Xo = det (v — X.idp) = det ((v — A.idp) — (X — A).idF)

= Xo-nity (X — A) = () (X = AY!
Comme F et ker Q(u) sont stables , alors x, = XvXw avec w l'endomorphisme induit par u sur ker Q(u) et avec
la convention ), = 1si ker Q(u) = {0} .Donc (X —A)"™Q = (—1)%(X — A)%xy : (¥).Si A est une racine de
Xw alors il existe
x € kerQ(u) , w(x) = u(x) = Ax, et comme Q(u)(x) = Q(A).x =0, alors Q(A) = 0 ce qui absurde , donc
Xw(A) # 0, et par suite

Vp e N*, (X = A)Axo =1

Et de I'égalité () en déduit que (X — A)™ divise (X — A)x;, et comme xy A (x — A)"™ , alors d’apres Gaus on a
(X — A) divise (X — A)“ ce qui entraine que 1) < d .De méme de I'égalité (x) ona (X — A)9 divise (X — A)"™Q
et comme Q A (X —A)? =1, alors (X — A)4 divise (X — A)™ ce qui entraine que d < m, et par suite 1'égalité

Exercice :8

Soit E un K-espace vectoriel de dimension finie non nulle , # un endomorphisme de E , A une valeur propre de
u de multiplcité m, et p un entier naturel non nul.

® Montrer que la multiplicité de A en tant que racine de 7, est le plus petit entier naturel vérifiant
ker (u — A.idg)? = ker (u — A.idg)P ™
@ En déduire que : dimE) (u) = m) < A est une racine simple de 7,

%Solution :8
® Notons 1, la multiplicité de A comme racine de 7, et posons 77, = (X — A)"Q avec Q(A) # 0 et
P=(X-M)1Q

1.1 Sig > n,, alors 7, divise le polynome Q d’apres le lemme de décomposition des noyaux on a
E = ker(u — A.idg)"™ @ ker Q(u) = ker(u — A.idg)7 @ ker Q(u)
Ce qui entraine alors que dim ker(u — A.idg)" = dimker(u — A.idg)7, or la suite (ker(u — A.idg)k)k N
€

est une suite croissante au sens de l'inclusion (Voir les grands classiques d’algebre linéaire),ce qui nous
permet de conclure que ker(u — A.idg)7 = ker(u — A.idg)™
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Solution :8(Suite)

1.2 Siq < n, , alors le polynéme P = (X — A)7.Q n’est pas divisible par 7, , donc il n’est pas annulateur de u
donc en appliquant toujours le lemme de décomposition des noyaux , on a
ker P(u) = ker(u — A.idg)7 @ ker Q(u) et comme P(u) # O, (k) , alors ker P(u) est inclus strictement dans
E = ker(u — A.idp)"™ @ ker Q(u) en passant au dimensions on a :
dimker(u — A.idg)7 + dimker Q(u) < dimker(u — A.idg)"* + dimker Q(u)
Ce qui entraine que dim ker(u — A.idg)7 < dimker(u — A.idg)"™ et par suite que ker(u — A.idg)7 est inclus
strictement dans ker(u — A.idg)"*.On a alors démontrer que
Vg > ny , ker(u — Aidg)"™ = ker(u — A.idg)1
ET
Vg < ny , ker(u — A.idp)T # ker(u — A.idg)™

® (=).SidimE,(u) = m, , alors d’apres 'exercice précédent on a :
dimker(u — A.idp) = dimker(u — A.idg)™ ce qui entraine que le plus petit entier non nul p vérifiant
ker (1 — A.idp)? = ker (u — A.idg)P "™ est égale a 1 c’est a dire que la multiplicité de A en tant que racine
de 7T, est égale a 1
(<).Si A est une racine simple de 7, , alors ker(u — A.idg) = ker(u — A.idg)? ce qui entraine alors que
ker(u — Aidg) = ker(u — A.idg)™* et par suite d’apres 'exercice précédent on a dim ker(u — A.idp) = m,

Exercice :9.Caractérisation de la multiplicité m,, d"une valeur propre
Soit E un K-espace vectoriel de dimension finie 7 , # un endomorphisme deE et A une valeur propre de E.
® Montrer que les assertions suivantes sont équivalentes :
(i) Ex(u) = ker (u — Aldg)?
(i) Ex(u) ®Zm (u— Aldg) =E
(iii) Ej(u) possede un supplémentaire stable par u
(iv) La dimension de E, (1) est égale a la multiplicité de A dans le polyndme caractéristique de u.

(v) A est une racine simple du polynome minimale de u

@ Montrer que dans ces conditions , Zm(u — Aldg) est le seul supplémentaire de E, (1) stable par u

Solution :9

Soit A une valeur propre de u de multiplicité m, , on a alors
Xu= (X—A)"Q ,avec, Q(A) #0

1 (i = ii).Supposons que E, (1) = ker(u — A.idg)?, alors d’apreés le théoréme du rang il suffit de montrer

que E) (1) NZm(u — A.idg) {0}.Soit alors x € Ey NZm(u — A.idg), ona
(u—Aidg)(x) =0et Ja € E, x = (u— Aidg)(a)
Ce qui entraine que (u — A.idg)?(a) = 0 cest a dire que a € ker(u — A.idg)? et comme
ker(u — A.idg)? = ker(u — A.idg) , alors x = (u — A.idg)(a) = 0 d’ou le résultat
(ii = i) Si Ex(u) @ Zm(u — A.idg) = E , alors il est clair que Zm(u — A.idg) est un sous supplémentaire
de E, (u) stable par u (iii = iv).
Soit F un supplémentaire stable par u de E,(u) , notons v (resp w) l’endomorphisme induit sur
E)(u) (resp F), alors on a xi, = XoXw ,O0rv = A.idg, ,alors x, = (A — X)dimE?t.Xw .En raisonnant
de la méme fagon que l’exercice précédent , on montre que X (A) # 0 et enfin de 1'égalité
(X —A)"Q = xuw(A — X)ImMEL) of vp e N*, QA (X —A)P = o A (X —A)P =

On en déduit que (X — A)"™ divise (X — A)4mEr et (X — A)dmEr(W)  divise (X — A)™ ce qui entraine
alors que m, = dim E, (u)
Pour (iv = v) et v = i voir 'exercice précédent

® On suppose que E, (1) & Zm(u — A.idg) = E .Soit F un sous espace supplémentaire stable par u de
Ej)(u).Montrons que F = Zm(u — A.idg) notons w I’endomorphisme induit par u sur F , w’ I’endomor-
phisme induit par u sur Zmu et v l'endomorphisme induit sur E) (1) par u.On a xu = XoXw = Xo-Xw' C€
qui entraine que Xy = Xy -Soit x € F tel que x = x1 + xp avec x1 € E)(u) et xp € IZm(u — Aidg) Il est
facile a voir que X (1) (x) = xw(u)(x1) + xw(u)(x2) , Cest a dire que xw(w)(x) = xw(A).x1 + xw (W) (x2)
, et par suite x,(A).x; = 0 et comme x4, (A) # 0, alors x; = 0 ce qui entraine alors que F C Zm(u — A.idg)
et comme ils ont méme dimension alors ils sont égaux
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Exercice :10

Un endomorphisme u d"un C-espace E de dimension finie est dit semi simple si tout sous espace stable par u
admet un supplémentaire stable par u.Montrer que u est semi simple si, et seulement si il est diagonalisable

%ﬁ Solution :10

@ Supposons que u est diagonalisable , soit B une base de diagonalisation de u et F un sous espace stable par
u .Si By une base de F , d’apres le théoreme de la base incomplete ,il existe une sous famille B, de B telle
que (By, By) est un e base de E.Le sous espace G = Vect(B;) est un sous espace de E stable par u

@ Supposons que tout sous espace de E stable par u possede un supplémentaire stable par u .Soit {Ay,..., A, }

;

le spectre de u , si on pose F = P E, (1), alors il est clair que F est non réduit au singleton {0}, soit G
k=1

un supplémentaire stable par u de F dans E.Si G # {0g} , alors I'endomorphisme u induit sur G par u

admet au moins une valeur propre dans C , donc un vecteur propre associé a cette valeur propre est alors

;
un élément non nul de F et de G ce qui absurde , donc G = {0} et par suite @ Ex(u) =E
k=1

Exercice :11

Montrer que le polyndme minimal d’un endomorphisme u d'un K espace E de dimension fini non nulle admet
un nombre fini de diviseur unitaire

%f; Solution :11

On pose 7, = [I;_; P* avec Py, ..., P, sont des polynomes irréductibles unitaires de K[X].Remarauons que

!
si D est un diviseur unitaire de 77, alors D = [];_, PZ Favec Vk € [1,r] , a; € [0,a,]On verfie aisement en
utilisant 1'unicité de la décopomsition en facteurs irrédictubles que 'application :

Dr, = k=10, 4]
| D (af,...,a})
est une bijection et par suite Card (Dy, ) = [T;_; (1 + a;) Avec D, désigne I'ensemble des diviseurs unitaire de

Tty

Exercice :12

Soit E un espace de dimension finie non nulle 7 , # un endomorphimse de E et x un vecteur de E,
® Montrer qu’il existe un unique polynéme unitaire de degré minimal noté 7ty , tel que 7Ty ( u) (x) =0g
@ Vérifier que 7y, divise 7y
@ En déduire que {71y, , x € E et x # O} est fini

Solution :12
Soit x un vecteur non nul de E

® On montre facilement que I, = {P € K[X], P(u)(x) = 0} est un idéal de K[X] contenant 77, , donc il
est engendré par un unique polyndme unitaire Q .Par définition du générateur unitaire d’un idéal non nul
de K[X] est clair que le polyndéme Q est celui qu’on cherche

@ On a déja dit a la question précédente que 7, € Iy, , donc 7Ty, divise 7y

® D’apres l'exercice précédent le polyndme 77, admet un nombre fini de diviseurs unitaire , donc I’ensemble
{mtxu,x € E, x # 0} est fini

Exercice :13
Soit E un espace de dimension finie non nulle # et # un endomorphisme cyclique de E c’est a dire il existe un
vecteur non nul xg tel que E = Vect (uk(x0)>

K[X] — E

est une application linéaire , surjective de noyau
P —s P(u)(x) PP 1 Y

1 Montrer que l'application @y, : {
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Exercice :13(Suite)

1, K[X]
2 Montrer que (xo, u(xg), ..., u" (xg)) est une base de E
3 En déduire que T, = xu

4 Donner la matrice de u dans cette base

%f; Solution :13

@ . La linéarité de @y, est clair
#.Soity € E, alors on a

.
y € Vect(u¥(x)) & Ir € N*,I(ag,...,a,) e K,y = Y aer*(xg) = P(u)(xp)
k=0
AvecP =Y a Xk d’ou la surjectivité de @y
#. Soit P un polyndme a coefficients dans K, on a
P ekergy, < P(u)(xp) =0
Soitk € N ,ona:
P(u) (1(x0) ) = P(u)out(x0) = ukoP(u)(x0) = u* (P(u)(x0)) = O
L'endomorphisme P(u) est nule sur une famille génératrice , ce qui entraine alors que P(u) =0 £(E) et par
suite que P € 7, . K[X] et donc ker ¢, C K[X], I’autre inclusion est évidente , donc ker ¢, , = 77, . K[X]
®@ Soit x € E, d’apres la premiere question ona : 3P € K[X], x = P(u)(xp) d’apres le théoréme de Cayley
-Hamilton on a x = R(u)(xg) tel que R est le reste de la divison euclidienne de P par x, et comme
R € K, _1[X], alors x € Vect(xq, u(xq), - - ., uy_1(x)) et par suite (xo, u(xp), ..., u" " (x0)) est une famille
génératrice de E , donc c’est une base de E
® On sait que deg 71, < n . Supposons que deg 77, < 1 et posons
Ty = Yh_oax X" , on a par définition de 71, , on a 7, (1) = O, () ce qui entraine que 77, (1) (xg) = 0, c’est a
dire agxg + aqu(xg) + ... + a,u’ (x9) = O et comme (xg, u)(xp), ..., u"(xp)) est une sous famille de la base
(x0,u(xg),...,u"1(xq)), alors elle est libre donc Yk €[[0,7] , ar = 0, donc 7, = Oz () ce qui est absurde
donc r = n et comme 71, divise x;, , alors 71, = (—1)"xy

@ Sion pose u"(xg) = ZE;& g1 (xg) , alors la matrice de u dans la base (xg, u(xg), ..., u" *(xg)) est :

0 O 1 %)
1 0 1
0 0 1 a,

Exercice :14

Soit E un K-espace vectoriel de dimension finie non nulle .Montrer l’équivalence suivante : {Og} et E sont les
seuls sous espaces stables par si, et seulement si x;, est irréductible dans K[X]

%f; Solution :14

® (=).Supposons que {Og} et E sont les seuls sous espaces stables par u .Pour tout vecteur non nul z de E,
le sous espace E,(z) = Vect (uk (z)) est un sous espace stable par u et comme il n’est pas nul , alors il est

égale a E , et par suite 'endomorphisme u est cyclique et donc 7., = 71, = (—1)"xu.

Soit P un diviseur unitaire de ), différent de 1 et distincts de x,, ce qui entraine que x, = P.Q avec
deg Q €[1,n — 1] Soit x un vecteur non nul de E , posons y = P(u)(x).Siy # O, alors 71, = 7, etona
Q(u)(y) = (PQ)(u)(y) = my,u(u)(y) = 0 et par suite 7, divise Q ce qui’est absurde , donc P(u)(x) = O
et donc 71, divise P et par suite P = 71, ce qui est absurde , donc P est soit 1 soit 7, et comme degr, > 1,
alors 7T, est irréductible

®@ (<) .Supposons que Xy est irréductible dans K[X] et soit F un sous espace non nul stable par u .Soit x un
élément non nul de F . D’apres l’exercice (7) le polyndéme 7y, est un diviseur de 7, donc de x, et comme
il est irréductible alors 71y, = X, ce qui entraine alors que E = Vect(u*(x)) C F, car F est stable par u
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Exercice :15
Soit A et B deux matrices carrées d’ordre n

® Montrer que si A est inversible, alors x o5 = XBA

@ Dans cette question on se propose de montrer dans le cas générale
XAB = XBa par plusieurs méthodes
A).Premiére méthode

® Soitr € IN* , montrer que xj,p = XBj,
@ En déduire que x4p = XBA

B).Deuxiéeme méthode
Soit x € K, on pose pour t dans K, P(t) = x(a—¢.1,)8(X) — XB(A—t.1,,) (¥)

® Montrer que P est une fonction polynomiale en ¢

@ Montrer que P s’annule une infinité de fois sur K

® En déduire que xap(x) — xpa(x) = 0 et puis que xap = XBA
C).Troisieme méthode

Soit A € K.
AL, — BA B I, 0\ (I, O Ay, B
0 AL \A L) \A L) \ 0 AL, — AB

@ Etablir que :
@ En déduire que xap = XA

D).Quatrieme méthode

® Montrer que 1’ensemble des matrice inversible a coefficients dans K est un ouvert dense dans M, (K)

@ En déduire que xap = XBA

% Solution :15

@ Si A est inversible , alors ona AB = A(BA)A’1 , donc AB et BA sont semblables donc elles ont méme
polyndme caracéristique

@ A).Premiere méthode

@ Soitr € N* ,on a

_ Iy Or,nfr _ Bl BZ
]r N (0n—r,r On—r) / POSORS b= (B3 B4

Bl € Mr(]I() ’ BZ € Mr,n_r(IK) ’ B3 & Mn_r,r(]I() Et B4 € Mn_r(]K)

_ B, * _ By Or,n—r
JrB= <0nr,r Onr) ¢t By = < *  Op—r )

ces dexu matrice sont des matrices triangulaires par blocs donc ona xj,g = xpj, = (—x)" " x3,

avec

Ona

@ Posons r = rg(A) , alors il existe deux matrices inversible P et Q telle que A = PJ,Q, donc :

XAB = XP(,QB) . AXJ(QBP) T_ XQ(BP]) T AXB(P,Q) T XBA

Questionl Question2 Questionl
B).Deuxieme méthode. Soit (x,t) € K2.

@ Sionpose A = (a;;);; et B= (b;j);;,alors le coefficient générique de (A — t.I;)B est :
Cij(t) = Xg—1(a;x — t6;x )by et par suite celui de (A — t.I,) B — xI,, estd; j(t) = C; (t) — xJ; ;, par suite

n

onadet ((A—tI,)B—xl,) = ) e)]] dko (k) (t) et comme C; ; sont des fonctions polynomiales
TS, k=1

en t de degré inferieure ou égale a 1, alors d;; aussi et par suite det ((A — £.I,)B — x.I,;) est une

fonction polynémiale en ¢ de degré inferieure ou égale a n .De méme pour det (B(A — t.I,,) — x.I,,) est

une fonction polynomiale en ¢ de degré inférieure ou égale a n ce qui entraine que P est une fonction

polynomiale en ¢ de degré inférieure ou égale a n

@ OnaVteK, t ¢ Sp(A), A—tl, € GL,(K) et d’apres la premiére question ona P(t) =0
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% Solution :15(Suite)

Et comme Sp(A) est fini et K est infini , alors P admet une infinité de point d’annulation et par suite P = 0 ce
qui entraine que P(0) = 0, c’est a dire que xap(x) — xpa(x) = 0 et ceci pour tout x dans K, donc le polynéme
XAB — XBA admet une infinité de racines donc il est nul d’ou l'égalité : x ap = xBA

C).Troisieme méthode

Al,—BA B ) <1n 0 (AL, —BA)+BA B )

L Cna 0 AL \A 1) T A A,

_(Mw B (I O (A B (AL, B
“\rAa AL )\Aa ) Vo AL —AB) T \ArA AL

@ On a alors :

0 Ady A I,
et
I, 0 A B e
detla p,) 9\ o A.ln—AB> = A" det(A.In — AB)

Onadonc : VA € K*, det(AB — A.I,) = det(BA — A.I,) ce qui entraine que le polyndme
det(AB — X.I,,) — det(BA — X.I,;) admet une infinité de racine donc il est nul c’est a dire x4 = xBA

D)Quatrieme méthode
L'espace vectoriel M, (K) est de dimension finie donc toutes ses normes sont équivalentes , on est alors libre de
choisir chaque fois la norme qui nous convient

® L'application det : M, (K) — K qui a chaque A associé son déterminant est continue et comme K* est un
ouvert de K ,alors son image réciproque par det est un ouvert de M, (K) & savoir GL, (K)
Montrons maintenant la densité .Soit A une matrice carrée d’ordre # comme le spectre de A est fini, alors
dnp e N, Vp >ng, % & Sp(A) sion pose alors pour p > ng, Ap = A — %.In , alors la suite (Ap)p>n, est
une suite de matrices inversibles de limite la matrice A ce qui prouve la densité de GL,(KK) dans l’espace
M (K)

@ Soit (A, B) € M, (K)>2.Par densité de GL,(K) dans M, (K), alors il existe une suite (A), de matrices
inversibles telle que A, — A .D’apres la premiere questionona Vp € N, x4,8 = X4,
. Le produit matriciel est une application bilinéaire continue , alors les suites (A,B), et (BA,), convergent
respectivement vers AB et BA
L'application M —— x est continue sur M, (K) comme composée de deux applications continues a
savoir det, c’est un résultat du cours et M — M — XI,, qu’est une application lipschitzienne. donc en
passant a la limite quand p tend vers +c0, ona x4 = Xpa

Exercice :16

| Montrer qu'une matrice de permutation a coefficients dans C est diagonalisable

Solution :16
On note P, I'ensemble des matrices de permutations , il est clair que (P, x) est un groupe . L'application :
5. Sn = Pn
o+— Py

Est un isomorphisme de groupe donc l'ensemble P, est fini de cardinal n! et donc d’apres le théoreme de
Lagrange vue dans la fiche 1ona Vo € S, , P* = I, ce qui entraine que le polyndme X™ — 1 est un polynome
annulateur de Py, et comme il est scindé et a racine simple dans C, alors elle est diagonalisable

Exercice :17

Soient 7 un entier naturel non nul et A une matrice a coefficients réels dont le polyndme caractéristique est
scindé .Montrer que :tr (A2 + A+ I,) > 32

Solution :17

Le plolynéme yx 4 est scindé sur R, donc A est trigonalisable dans M, (R).Il existe une matrice inversible P et
une matrice triangulaire supérieure T a coefficients réelles telles que A = PTP~!.

Page :12




C [ A.HFA.2015-2016.% |
PGE.REDA.SLAOUI .« DES CLASSIQUES
MP1

% Solution :17(Suite)

Onaalors A2+ A+ 1, = P(T2 + T+ In)P’1 et par suite si on désigne par Ay, ..., A, les valeurs propres de A,
alors on a

n
tr(A2+A+1L,) =Y (A%—ka—l—l)
k=1

2 (141) 4353 { entrai 2 n 3 _
OrVteR, t*+t+1=(t+5) + 35> 4, cequientrainealors que tr(A*+A+1,) > Y} 15 ="

Exercice :18

| Soit 7 un entier non nul et A une matrice carrée a coefficients réels telle que A> = A + I,,Montrer que det A > 0

%f; Solution :18

La matrice A est inversible car elle annule le polyndme P = X — X — 1 a coefficient constant non nul, donc son
déterminant est non nul .Le polyndme P est scindé a racines simples dans C , donc A est diagonalisable dans
M, (C).Le polynome P a trois racines complexe : une racine réelle a et une racine complexe non réelle 5 et son
conjugué B . Posons m, L multiplicité de la valeur propre a (m, = 0 si a n’est pas valeur propre de A ) et m pla
multiplicité de la valeur propre  (mg = 0si B, nest pas valeur propre de A ).

%.Remarquons que a.8.f = (—1)32—2 avec ag(respay, ) est le coefficient constant (dominant ) de P ce qui entraine
alors que a.|8|?> = 1 > 0 ce qui prouve alors que & > 0

%.0n a déterminant de A est alors égale o |B|>™# > 0

Exercice :19

Soit # un endomorphisme d"un K-espace vectoriel de rang r.Montrer qu'il existe un polynéme annulateur de u
de degrér +1

Solution :19

Le rang de u est égale a r , alors d’apres le théoréme du rang la dimension du ker u est égale a n — r, soit
alors B = (e1,...,en—r,...,ex) une base de E adaptée & ker u.La matrice de u dans cette base est de la forme

k—1
M = <0’67 lé) par une récurrence facile on a Vk € N* , Mk = (Ogr UX‘//k > et par linéarité on a
r r
On—r UQ(V
veekix), mom) = (%7 YSI)

Sion pose P = Xy ,alorsona P(M) = 0, et comme deg P = 1+ deg xy = 1+, alors le polyndme P convient

Exercice :20.Une preuve du théoréme du Cayley Hamilton
Soit E un K-espace vectoriel de dimension finien > 1 et u € L(E).

@ On suppose qu’il existe xg € E tel que (”i(XO))ie{O...n—l} est une base de E .On pose
n—1
u'(x0) = Y mu*(xo)
k=0
1.1 Calculer yx, en fonction des aj .
1.2 En déduire que xu(u) = O ().
@ Pour x € E tel que x # O, on pose
E,(x) = Vect {uk(xo) , ke IN}

2.1 Montrer que E,(x) admet une base de la forme (x, u(x), ..., u?~!(x)).
2.2 En déduire que x,(u)(x) = 0.

@ Retrouver le théoreme de Cayley Hamilton
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@

1.1 La matrice de u relativement a la base (xg, u(xg), ..., u" 1 (xg)) est :

o 0 ... ... ... a

1 0 ... ... .. a(l)

0 1 0 an

M=1. . . . .

000 . . 1 an

En éfféctuant l'opération L1 <= L1 + Y}, X*=1L; , et en developpant par rapport a la premiére ligne on a
fu = (=1)" (X" = £12] ax¥)
1.2 Pour montrer que xu(u) = OgF) , il suffit de montrer que xu(u) est nulle dans la base
(x0,u(xq),...,u" 1 (xq)) .Soit alors k € [0,n — 1], ona
xu() (#5(x0) ) = (xu(w) 0 ) (x0) = ¥ (xu () (x0)) = w¥(0p) = O d'ou le résultat

2.1 Posons A, (x) = {k €N, (x,u(x),...,u""1(x)) est libre} ,ona Ay (x) est non vide car il contient 1 et il

est majoré par la dimension de E,(x) , donc admet un plus grand élément noté p
On montre maintenant par récurrence que :

Vk > p, uF(x) € Vect <ul(x) , el p— 1]])
Pour k = p c’est clair
Soit k > p, supposons que u*(x) € Vect (ul(x) el p— 1}]) Ona :
Uk (x) = u (uk(x)) €u (Vect ( lx), le1,p— 1]]))
= Vect (u(x),...,uP(x)) C Vect (ul(x), 1 €[1,p— 1]])

,lelt,p-1])
, C'est a dire que E,(x) = Vect (ul(x), l 6[[1,;9—1]]) ce qui est équaivalent de dire que

=

/N

D’ou

~—

Vk > p, uf(x) € Vect <ul(x

(x,u(x),...,uP~1(x)) est une famille génératrice de E,(x) et comme la famille (x, u(x),..., uP~1(x)) est
libre , alors c’est une base de E; (x)
2.2 L'espace E,(x) est stable par u, si on note v 'endomorphisme, alors E; (x) admet une base de la forme
(x,0(x),...,oP71(x)), donc x,(v)(x) = 0 ce qui entraine alors que x; (1) (x) = 0
@ Soit x € E,six = 0, alors xu(u)(x) = 0etsix # O, alors d’apres la question précédente on a
Xu(u)(x) = 0, ce qui entraine alors que xu(4) = Oz )

Exercice :21.Commutant d"un endomorphisme
Soit f un endomorphisme diagonalisable d'un K-espace vectoriel de dimension finie n ,on note par
C(f) ={g € L(E), fog = gof }
® Montrer que : C(f) est un sous espace vectoriel de L(E)

@ Montrer qu'un endomorphisme g est un élément de C(f) si et seulement si chaque sous espace propre de

f est stable par g .
® En déduire que dim(C(f)) = Y. m3 otim, estlamultiplicité de la valeur propre de A.
A€Sp(f)
@ On suppose que que les valeurs propres de f sont simples .Montrer que (ide, f, ..., ") est une base de

C(f)-
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% Solution :21
@® C’est clair

@ . (=) .C’est du cours
.(«<).Supposons que tous les sous espaces propres de f sont stables par ¢, comme f est diagonalisable
,alors () : E = ©;_,E, (f) , donc pour montrer que ¢ commute avec f il suffit de montrer que ceci a
lieu sur tout sous espace propre de f .Soitk € [1,7]etx € Ej (f) ,ona fog(x) = f (g(x)) = Ar.g(x) car
g(x) € E) (f) ceci d'une part d’autre part on a gof(x) = ¢ (f(x)) = g(Ar.x) = Ar.g(x) ce qui prouve
I'égalité de gof et fog sur chaque sous espace propre de f, et par suite I'égalité

® Soit ¢ un endomorphisme de E . D’aprés la question précédente g est un élément de Cy si et seulement si,
la matrice de g dans une base de E adaptée a la décomposition (x) est de la forme :

Ag () 0w e e 0
0 Ag g 0 ... O
0 e App

Considérons maintenant l’application :
¢ {Cf — Hk:l Mdim(E/\k (f)) (IK>
§— (AE/\l(f)""’AE/\r(f))

L’application ¢ est un isomorphisme d’espace vectoriel , donc les deux espaces ont méme dimension et
par suite dim Cy = Y7 _; (dim (E,,) )2

@ Si on suppose que les valeurs propres de f sont simples ,alors
Vk €[1,r] , dim (E;,) = 1 ce qui entraine que dim C; = n.Le degré du polynome minimal de l’endo-
morphisme f est égale a 1, car il admet n racines distinctes , ce qui entraine alors que dimK[f] = n et
qu’il admet la famille (idg, f, ..., f"~!) comme base (Voir le cours de l'arithmétique des entiers et des
polynomes) .Or K[f] C Cy , alors on a égalité et par suite (idg, f,..., f" ') est une base de Cy

Exercice :22.Diagonalisation simultanée

Soit f et ¢ deux endomorphismes d'un espace vectoriel de dimension finie ,diagonalisables qui com-
mutent.Montrer que f et ¢ admettent une base de diagonalisation commune .

Solution :22

On a f est diagonalisable , alors si on désigne par Ay, ..., A; les valeurs propres distinctes de f ,alors on a
E = @©_4E) (f) , et comme f et ¢ commutent, alors pour tout entier k € [1,7]], le sous espace E,, (f) est
stable par g , notons alors g I’endomorphisme induit par g sur E (f) , comme g est diagonalisable , alors
pour k € [1,7], 'endomorphisme g est diagonalisable donc il existe une base By de I'espace E,, (f) formée des
vecteurs propres de gx donc de ¢ .Si on pose B = B1 UBy U...U B, , alors B est une base de E formée a la fois
des vecteurs propres de f et de g donc c’est une base de diagonalisation commune de f et g

Exercice :Diagonalisation simultanée -Généralisation

Soit E un espace vectoriel de dimension finie non nulle 7 et (1)1 <j<y, une famille d’endomorphisme diagonali-
sables de E qui commutent deux a deux avec m > 2 Montrer qu'il existe une base B, de E de diagonalisation de
tous les endomorphismes u; ..., uy

Solution :23

On va raisonner par récurrence sur # .

& Initialisation : Pour m = 2 c’est fait a 1'exercice 22

. Héridité : Soit m > 2 supposons le résultat a I’ordre m — 1 et prouvons le a 1'ordre m.Soit alors (u1, ..., un)
une famille d’endomorphismes diagonalisables de E qui commutent deux a deux.Soit A une valeur propre de
uy et E) (u7) le sous espace propre de E associé a A , comme les endomorphisme u; . .., u,, commutent avec u;
,alors Ej (u1) est stable par u , notons alors pour i € [2,m] , v; I'endomorphisme induit sur E, (u1) par u; Il est
clair que vy, . .., vy, sont diagonalisables et commutent deux a deux donc par I'hypothese de récurrence il existe
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Solution :23

Une base B, de E) (1) de diagnalisation commune des endomorphismes vy, ..., vy, .il est clair aussi que cette
base diagonalise I'endomorphisme v; induit sur E) (1) par u; , puisque v; = A.idg_ ()1l suffit alors de réunir
les bases B, , pour A décrivant le spectre de u; , pour obtenir une base de E qui diagonalise tous les u#; .D’ou le
résultat a 'ordre m

Exercice :24

Soit A et B deux matrices carrées d’ordre n diagonalisables ayant méme spectre et telles que
Vk € N, tr(A¥) = tr(B¥) Montrer que A et B sont semblables

Solution :24

Soit Ay, ..., A, des valeurs propres distinctes de A (etB) etmy,..., my et m’l,. .., m; les ordres de multiplicités
respectivement de A et de B, il s’agit de montrer que Vi[1, p] , m; = m! L'égalité tr(AX) = tr(B¥) pour k € N
s’écrit Ele mi/\f‘ = Ele m;)\i‘ ce qui équivalent de dire Zle Aif(mi —m}) =0, ce qui se traduit matriciellement
par

1 1 ... 1 my — mj 0
A Ao Ay
o i : :
/\1 /\2 000 /\p mp — m;} 0
1 1 1
A Az o Ay
Comme les valeurs propres sont distinctes donc la matrice de Vandermande . . . . est
p‘—l p.—l . p.—l
Ay Ay s Ap
inversible et par suite Vi[[1,p] , m, = m! , donc les matrices A et B sont semblables & une méme matrice

diagonale ce qui entraine alors Aet B sont semblables

Exercice :25

Soit n un entier naturel non nul et A une matrice a coefficients dans R , telle que
A% = A +6l,

Montrer que : 3(p,q) € N?, det A =239 avec p+2q=n

%Solution :25
Le polynéme P = X® — X — 6 est un polynome annulateur de A , il est scindé a racines simples dans C :
P=(X-2)(X+1+iV2)(X+1-iV2)

Il en résulte que A est diagonalisable dans M3(C) , car elle annule un polyndéme scindé a racine simples dans
Cetque Spc(A) C {2, -1+iv2,-1- 2\@}.51 —1 + i\/2 est une valeur propre de A de multiplicité g , alors
—1 — i\/2 est aussi une valeur propre de multiplicité aussi égale a g ,si 2 est une valeur propre de A notons p sa
multiplicité .Si —1 + i1/2 (resp 2) n’est pas une valeur propre de A , on convient de poser
q = O(resp p0) :on a alors :

detA = 2¢(—1+iv2)1(~1-iv2)1 = 2° (| = 1+iv2[)" =203
Il est alors clair que p +29 = n

Exercice :26

Soit A une matrice carrée d’ordre 1 a coefficient réels et B la transposée de sa comatrice. Montrer que tout
vecteur propre de A est vecteur propre de B

Solution :26
Ona AB = BA = det A.I,

@ Sirg(A) = n, alors A est inversible et B = (det A).A~1.Si A est une valeur propre de A , alors elle est non
nulle, soit X un vecteur propre de A associé 4 1.Ona AX = A.X ce qui entraine que A~ !X = 1X
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% Solution :26
det A

Et donc BX = deTtAX ce qui prouve alors que X est un vecteur propre de B associé a la valeur propre <5~

2 Sirg(A) < n—2,alors dans ce cas B est la matrice nulle et par suite tout vecteur non nul de E est un
vecteur propre de B en particulier ceux de A

® Sirg(A) =n—1, alors dans ce cas le rang de B est 1, voir la fiche révision sup , et par suite B admet 0
comme valeur propre d’ordre au moins égale a n — 1 .Soit U un vecteur propre de A associé a la valeur
propre 0, si on désigne par f I'endomorphisme de C" associé canoniquement a A , alors son noyau est
une droite vectoriel engendré par le vecteur U = (ay,...,a,).Comme det A = 0 alors AB = BA = 0, ce
qui entraine alors que Vj € [1,n] , AV; = 0 ou V; désigne la jeme colonne de B ce qui entraine alors que
les th sont des vecteurs propres de f associés a la valeurs propre 0 ce qui entraine alors que

Vie[l,n], 3 €K, V=AU
SionposeY = (Ay,...,A;),ona B = UY ce qui entraine que

n
BU = UYU = ZA,vcl) u
i=1

Ce qui veut dire que U est un vecteur propre de B associé a la valeur propre Y ' _; Ax.ay
Dans le cas ou U est un vecteur propre associé a une valeur propre A non nulle .On a alors BAU = ABU et
comme A est non nulle , alors BU = 0 et par suite U est un vecteur propre de B associé a la valeur propre 0

Exercice :27

Soit A = (1 a) , B= (b C) et C € M;y(C) .A quelle condition nécéssaire et suffisante la matrice

0 1 0 b

M = 4 c est diagonalisable
0 B
%Solution 27

. Rappel.Si M est une matrice carré a coefficients dans C dont le polynoéme caractéristique est
r

xm = [ ] (X = Ax)"* .Alors la matrice M est diagonalisable si, et seulement si M annule le polyndome
k=1

= lLI(X — M)
k=1

. Le polynome caractéristique de la matrice M est yp; = (X —1)%(X —b)?2.

2.%.51 b = 1 ,alors la matrice M est diagonalisable si, et seulement si M = I4 ce qu’est équivalent a
a=c=0etC=0,

&. ®.8ib # 1, alors dans ce cas M est diagonalisable si, et seulement si (M — I)(M — b.Iy) = 04 .Un calcul
direct montre que cette condition est équivalenteaa =c =0.

%.Résumé : La matrice M est diagonalisable si, et seulement si (@ =c¢ =0) et (b # 1 ou C = 0p)

Exercice :28
Exercice :28 Une équation matricielle

Montrer que l'équation : X" = <8 (1)) n’a pas de solutions dans M;(C) pour tout entier naturel r > 2

%f; Solution :28

. Rappel. Soit A une matrice d’ordre # a coefficients dans K.Les propositions suivantes sont équivalentes
®.La matrice A est nilpotente

%.Le polynéme caractéristique est y 4 = X"

%.La matrice A est trigonalisable et 0 est sa seule valeur propre

&.Le polyndme minimale de A est 4 = X" avec 7 est I'indice de nilpotence de A

Solution
*. Supposons qu’il existe un entier naturel » > 2 et une matrice A d’ordre 2 a coefficients dans C tels que
Al = <8 (1)> Al est clair que A2 — <8 8> ce qui entraine que A est nilpotente et par suite A2 — 0 et comme 7

est supérieur ou égale a 2 ,alors A" = 0 ce qu’est absurde .D’ou le résultat
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Exercice :29
Soit 7 un entier naturel non nul et A une matrice d’ordre 7 a coefficients dans C et B la matrice d’ordre 21 a

coefficients dans C définie par B = .Montrer que B est diagonalisable si, et seulement si A est nulle

A A
0 A

Solution :29

%.(4>).S1 A = 0y, alors la matrice B est nulle et par suite elle st diagonalisable

AR KAk
%.(=).Supposons que B est diagonalisable .Par une récurrence facile on a Yk € N, BF = et par
0 AF
linéarité on a
P(A) AP'(A)
VP € C[X], P(B) =
0 P(A)
ng(A) =0, .(1)
alors que .Ce qui entraine alors que 7t4 divise 7tp et comme B est diagonalisable alors 7tp
Anp(A) =0.(2)
est & racines simples dans C et donc 714 aussi .Par définition de B on a x5 = x% ce qui entraine alors que les
matrices B et A ont le méme spectre et par suite 7t et 714 aussi et par suite T4 = 7p .
©. Comme A7 (A) = 0alors 714 divise X7tg = X7/, et comme ils ont méme degré et unitaires alors 4 = X7t/
. Ce qui entréire que 714 = X" (Voir exercice 12 Solution fiche 0) et comme 714 = 71 n’as que des racines simples
alors 4 = 0 et donc par définition de 74 ,ona m4(A) = A = 0 d’ou le résultat

np(A)  Amp(A)
et en particulier 713(B) =

= 0y ce qui entraine
0 ng(A)

%?;Exercice :30

Soit A une matrice d’ordre d a coefficients dans C a valeurs propres réelles vérifiant : A5 + A3 + A = 31,
Montrer que A = I

%f; Solution :30

Le polynome P = X° + X + X — 3 est un polyndme anulateur de A .Le polyome dérivé P’ = 5X* 4+ 3X% + 1na
pas de racines réelles et par suite le polyndme P admet au plus une racine réelle et comme P(1) = 0 donc 1 est
la seule racine réelle de P .On a P est divisible par 714 et comme 7r4 a toutes ses racines réelles alors 74 = X — 1
ce qui entraine alors que A = I;

%Exercice :31

My (R) = M, (R)

Etudier la diagonalisabilité de ¢
A— —A+1tr(A).I,

On considere I'application ¢ : {

%Solution :31
Soit A un réel et A une matrice carrée d’ordre n a coefficients dans R .Ona ¢(A) =A.A & (1+A)A = tr(A).I,
%.5i tr(A) = 0 ,alors A = —1 et par suite —1 est une valeur propre de ¢ dont le sous espace propre est

E_1(¢) = ker tr qu’est un hyperplan de M,,(IR) donc de dimension n? — 1 et par suite —1 est une valeur propre
d’ordre au moins égalean® —1.

tr(A)
1+A

%.S0it A une matrice de trace non nulle , alors ¢p(A) = A.A est équivalenta : A = ( ) I, ce qui entraine

alors que tr(A) =n <t1riA)3) etdoncA =n—1letque E, 1 = Vect(l,)

En conclusion , I'endomorphisme ¢ admet deux valeurs propres a savoir —1 et n — 1, les sous espaces propres
associés sont de dimension respectives n> — 1 et 1, donc de somme 7% = dim M,,(R) ce qui prouve alors que ¢

est diagonalisable et que son polyndme caractéristique est x, = (-1 (X+ D)"Y X —n+1)
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Exercice :32

Soit A, B et C trois matrices carrées d’ordre 2 .Montrer qu'il existe un triplet (a, b, c) de réels non tous nuls tel
que aA + bB + cC possede une valeur propre double

% Solution :32

%.Si la famille (A, B, C) est liée alors il existe (a,b,c) € R? tel que (a,b,c) # (0,0,0) et aA + bB + cC = 0y et la
matrice nulle admet des valeurs propres doubles d’ou le résultat
%.5i la famille (A, B, C) est libre alors le sous espace F de Mj»(R) engendré par la famille (A, B, C) est de

dimension 3 et le sous espace G de M (IR) engendré par E; 1 et Ej, c’est a dire { (g Z) , (a,b) € le} est

de dimension 2 .L'inégalité dim F + dim G > dim M;(IR) entraine que F N G contient une matrice non nulle

b . 2
A= (g a) cette matrice admet 2 comme valeur propre double , d’ou le résultat

Exercice :32
| Existe-t-il une matrice nilpotente de M, (IR) a coefficients strictement positifs ?

%ﬁ Solution :33

Si une telle matrice A existe alors pour tout k € IN la matrice A est aussi a coefficients strictement positifs ce
qui est absurde

Exercice :33
| Soient A € M, (K) et P € K[X] .On suppose que x 4 est scindé sur K .Déterminer xp(4)

Solution :33

Comme ) 4 est scindé alors A est trigonalisable ,donc il existe une matrice inversible Q telle que
Ay 0 Lo .00 P(Aq) 0 0
0 A, 0 ... O 0 P(Ap) 0 ... 0
A=Q| : . . . |.Q letparsuite P(A) =Q Q1. Onen
0 ... ... A 0 cee e s P(A)
n
déduit alors que xp(4) = [T(X=PA))
i=1

Exercice :34

Soit u et v deux endomorphismes d’un K- espace vectoriel E de dimension finie .On suppose que u est
diagonalisable .Montrer que ©ov = vou si, et seulement si tout sous espace propre de u est stable par v

% Solution :34

%.Pour I'implication directe c’est du cours
%.Supposons que chaque sous espace propre de u est stable par 1 .On pose Sp(u) = {A1,...,A;} , puisque
r r
E = @ E,, (u) alors , pour tout x € E, on peut écrire x = Y x,, avec x,. € E, (u) et alors
i=1 i=1

=
Aiv (xy,) car Vi € [1,r], v(xp,) € Ex (1) , ce qui
i=1 -1

(vou)(x) = i)\i.v (xy,) , or (uov)(x) = tu (v(xy,) =)
i—1 '

montre alorsi’égalité
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Exercice :35

Soit u un endomorphisme diagonalisable d'un espace vectoriel E de dimension finie avec Sp(u) = {A1,..., A}
r

Soit k €[[1,7]].Montrer que la projection pj de E sur le sous espace propre E,, (1) parallelementa P Ej, (1)

i=1,i#k
. I u— Ai.id};
pe= 11 ( Ak = A )

est donnée par :

i=1, ik
%Solution :35
T
Comme u est diagonalisable alors son polyndme minimale est 77, = H(X — A;) .La décomposition en éléments
i=1
, . 1 1 Lo 1 . .
simples de la fraction — est — = avec oy = - , cette décomposition permet
Ty i = X - A
IT —2)
i=1, i#k
r r
d’obtenir I'égalité de Bezout : ) ay ( I x- Ai)> = 1 ce qui entraine alors que :
k=1 i=1, i#k
r r
Vx€E, x=)_ a ( I (M—/\i.idg)> (x)
k=1 i=1, i#k

T
Comme 71, (1) = O () alors de I'égalité précédente on obtient : (u — Ar.idg)o ( [T (- /\i.idE)> (x) =0,
i=1,i#k
.
on déduit alors que wy. < 1T - )\i.id[:‘)> (x) € ker(u — Ag.idg) , c’est & dire que les projecteurs py s’écrivent
i=1, i#k

r
Pk = ( H (u— )\i.idg)> avec ay = — 1 .
i=1,ik T (=2

i=1, ik
En particulier ces projecteurs sont des polyndémes en u

%f;Exercice :36

Soit n et m deux entiers naturels non nuls .Soit G un sous groupe fini de GL, (K) tel que VA € G, A2=1,
® Montrer que G est commutatif

@ Soit H un sous groupe strict de G et D € G tel que D ¢ H .Montrer que H' = H U D.H est un sous groupe
de G et de cardinal 2.card(H)

@ Montrer que pour tout entier naturel k € IN tel que 2k < cardG ,alors il existe (ay,...,ax) € Gk tel que
k.
Hy = {Haﬂi , (1., jk) € {0, 1}k} soit un sous groupe de G de cardinal 2
i=1

@ En déduire que G est de cardinal une puissance de 2

® Montrer que les groupes G, (K) et GL,,(IK) sont isomorphes si, et seulement si n = m

%Solution :36
1 Soit (A,B) € G?,ona I, = (AB)?> = ABAB donc AB = (AA)BA(BB) = BA.Donc G est commutatif

@ Il est clair que H C H’ .Soit (A, B) € H?, alors
#.Si (A,B) € H? ,alors AB€ HC H’
#.5i (A,B) € (D.G)? alors il existe (M, N) € H? tel que A = D.N et B = D.M et par suite
AB = (D.N)(D.M) = D>.NM =NM € HC H'
#.S1 A € Het Be D.H,alors AB € D.H et par suite H' est stable par la multiplication matricielle et
comme tout élément de G est égal a son inverse alors H' est un sous groupe de G .
#.D’autre part HN D.H = ¢ donc card(H') = cardH + card(D.H) .Or 'application fp : H — D.H qui
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Solution :36
a chaque A de H fait correspondre D.A est une bijection donc cardH' = 2cardH

2 On va raisonner par récurrence sur k .
# Pour k = 0, il suffit de poser Hy = {I,,} .
#Soit k un entier supposons 'existence d’une famille (ay, ..., a;) € G* telle que

k.
H, = {Haf , (1,0 k) € {0,1}k soit un sous groupe de cardinal 2¥ et 2*1 < card G .Donc H est
i=1

un sous groupe strict de G soit alors a1 un élément de G n "appartenant pas Hj .D’apres la question

précédente Hy, 1 = Hy Uay1.Hy est un sous groupe de G de cardinal 2.cardHy = 2¢*1 engendré par
k+1 .

Hy.(ar1Hy) c’est a dire de la forme Hy 1 = {H al', (j1i,. - jks1) € {0, 1}k+1 . Puisque G est fini , le
i=1

processus s’arréte forcément , donc le cardinal de G est une puissance de 2 c’est a dire de la forme 27 .11
reste a montrer que p < n

#.Tous les éléments de G sont diagonalisable car annulés par le polynome X? — 1 scindé a racines simples
dans K et comme elles commutent deux a deux alors ils sont simultanément diagonalisable , c’est a
dire qu’il existe une matrice inversible P telle que pour tout élément M de G la matrice P~1.M.P est
diagonale et comme les valeurs propres possibles de M sont 1 ou — 1 alors D = P~!.M.P est de la forme
D = diag (M (M),..., An(M)) avec A;(M) € {—1,1} .On en déduit que 'application

M +— (A (M), ..., Ay(M)) est un morphisme injective de groupe donc elle réalise un isomorphisme de
G dans un sous groupe du groupe multiplicatif {—1,1} et comme le cardinal d"un sous groupe divise le
cardinal du groupe et le cardinal du groupe {—1,1} est égale a 2" alors 27 < 2" et par suite p < n

3 Supposons qu’il existe un isomorphisme de groupe ¢ de GL,(K) dans GL,,(K) .On désigne par G le
sous groupe des matrices diagonales de GL, (IK) dont les coefficients diagonaux sont dans {—1,1} .Le
cardinal de ce sous groupe est 2" dont tous les éléments sont d’ordre inférieur ou égale a 2 et par suite
son image par ¢ est un sous groupe de GL,,(K) dont tous les éléments sont d’ordre inférieur ou égale a 2
, donc n < m .En raisonnant avec l'isomorphisme ¢! on déduit qu'on a aussi m < n, ce qui donne en
définitive n = m

Exercice :37

Soit G un sous groupe commutatif de GL,(C) dont tous les éléments sont d’ordre fini .Nous noterons
1 = max (O(A)).Montrer que G est de cardinal fini de cardinal une un diviseur de 7,
€

Solution :37

Tous les éléments de G sont diagonalisable car ils sont annulés par le polynéme X" — 1 scindé a racines simples
dans C et comme G est commutatif alors ils sont simultanément diagonalisables , soit alors P une matrice
inversible de M, (C) tel que pour toute matrice M élément de G , on a P~1.M.P est diagonale de la forme
diag (A (M), ..., Ay (M)) et comme MG = I, alors les A;(M) sont des racines r-eme de 1'unité .On en déduit
alors que l'application M —— (A1(M),...,A,(M)) est un morphisme injectif de groupe et par suite G est
isomorphe a un sous groupe de U’, il est donc fini de cardinal divisant 7

%;Exercice :38

Soit A une matrice carrée inversible d’ordre 6 a coefficients dans R vérifinat A3 —3A% +2A = O et tr(A) =
8.Déterminer le polyndme caractéristique de A

% Solution :38

Comme A inversible alors A% —3A% +2A = 0 entraine que A?> — 3A + 2l = 0 et par suite le polynome
P = (X —2)(X —1) est un polyndme annulateur de de la matrice A et comme il est scindé a racines simples dans
R alors A est diagonalisable dans Mg (IR) et du spectre inclus dans {1,2} si on désigne par p etq les multiplicités
de 1 et 2 respéctivement avec la convention p = 0( resp g =0) si1 (resp 2) n’est pas une valeur propre de A,
alors x4 = (X —1)P(X —2)7 .Comme le degré de x4 est égalea6et tr(A) =8alorsp+qg=6et p+2q =8ce
quidonne p =4 et g =2, puis que x4 = (X — 1)*(X —2)?
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