MATRICE COMPAGNON - THEOREME DE CAYLEY-HAMILTON

Soit (an)n o n Une suite d'éléments d'un corps K.

n-1
Soit P O K, [X] de coefficient principal 1tel que: P =X" - Zaix'
i=0

On appelle matrice compagnon de P lamatrice A [0 My(K) définie par :

0 8y
10 0 ay
A= 1 :
-0 &
0 1 a4

Théoréme 1

Le polynéme caractéristique x de A est égal a(-1)"P :

Xa=(-1)"P
Démonstration :
-A 0 ag Lo
l - }\ al L1
Ona: Xa(A) = det(A - Aly) = 1 - : :
0 o= a2 Ln-2

1 a1 -A Lot

n-1
En gjoutant a L, lacombinaison des lignes Z)\' L; , on obtient, par télescopage :
i=1

0 0 -+ 0 -PQ)
1 -A &
Xa(A) = 1 . P EED™E X (-PAV) x 1= (-1)"PQ)
T A
1 a,;-A
D'ou lerésultat Xa=(-1)"P
n-1

Remarque : la combinaison Z:)\iLi se calcule aisément ainsi :
i=1

AL A =A% 0 - 0 Aay
ML, 0 A A% o0 Na,
AL, 1 0 0 O A"t A2,
AL, 0 0 0 AN Ay A"

En additionnant tout, on obtient par télescopage :
A0O .0 DNg-A"

En goutant a L, on obtient bien laligne: 00 ..0 -PQ
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Théoréme 2 Théoreme de Cayley-Hamilton
Soit E un espace vectoriel dedimension finien et f O L(E).

Le polynbme caractéristique X de f est annulateur :
Xi(f)=0

Démonstration :
Soit f O L(E) et x O E\{0}.

Il existe un entier p, 0 [0, n - 1] tel que:

(x,f(x),...,fpx (x)) soit libre et (x,f(x),...,fpx”(x))soitnée

(Au minimum py est nul (lorsque (X, f(x)) est liée) ; au maximum p =n -1 car anrsIafamiIIe(x, f(x),...,

Donc il existe donc des scalaires a, &, ..., &, (qui dépendent de x) tels que::

FPH(X) = agx+ay F(X) +...+a, [P (X)

fPx +1) comporte n + 1 ééments)

Py '
Notons P, le polyndme : P =X Pt —Zaj X
j=0
Ainsiona: P(f)(¥) =0
Notons 7 I'endomorphisme induit par f sur le sous-espace vectoriel F = Vect(x, f(X),..., ™ (x)) .
Lamatrice Ade 7 danslabase (x, f(X),..., [P (x)) deF estadors:
0 2
10 &
A= 1 :
0 apx -1
0 1 a,
D'apres le théoreme 1, le polyndme caractéristique de A est égal a P, (au signe preés) :
Xa= (-1)"" Py
Complétons la base (x, f(X),..., [ (x)) de F afin d'obtenir une base B de E.
Lamatrice de f dans labase B sécrit alors (al'aide de blocs) :
A C
Matg(f) =
o) (0 B]
On aalors, (d'aprésles propriétés du calcul du déterminant par blocs) :
px+l
Xr=XaXe= (-1)  PxXs
En passant aux endomorphismes :
px+l px+1
Xi()= (-1 P oxs(f)= (-1 Xelf) o Pf)
Et comme P(f)(x) =0, on a: X{(F)¥) =0
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Ceci éant valable pour tout x 0 E\ {0}.
En conséquence : Xi{(f)=0

Ce qui démontre le théoréme de Cayley-Hamilton.

Théoréme 3

Le polyndme minimal 1, de A est égal AP :

=P
Démonstration :
Soit B = (e, &, ..., €,) labase canonique de K".
On constate que :
0 0 dy 1 0
10 a ||o] |1
Ae, = 1 - ‘[=10]|=e&
0 a,,1|0 :
0 1 a,_,/)0) \o
Deméme: Oo[2n-1],Ae =€y
En conséquence : Oj0[1,n-1], Ne =g

Puisque B est une base, il en est donc de méme de lafamille (e, Aey, ... , Aey, ... ,A“'lel).

En conséquence, lafamille (e, Aey, ..., Aey, ..., A'e) est liée.

m
Soit Q = Z b; X I un polynéme annulateur de A de degré m< n. Alors:
j=0

m
ijAj =0
i=0

En appliquant cette égalité matricielleae; :

m .
D bjAlg =0
j=0
Et comme lafamille (e, Aey, ..., Nley, ..., Al) est libre (puisquem< n), on a:
bo=by=..=by=0
Donc Q est le polyndéme nul.
En conséquence : QannuleA = Q=0 ou degQ=n

Or, le polyndme minimal 11, est non nul et annulateur de A.

(En effet, par définition, 1, est le polyndme unitaire générateur de I'idéal (principa) | constitué des polyndmes
annulateursde A | ={P O K[X] | P(A) = 0} = mK[X])

D'ou : degm = n

Or, d'aprés le théoréme de Cayley-Hamilton, x est éément de | (puisque annulateur de A) donc T, divise Xa.
D'ou : degm=n et W =P (car T, unitaire)
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