INTERVALLES - PARTIES CONVEXES DE R - PARTIES CONNEXES DE R

Définition 1
Soit X une partie de R. On dit que X est convexe s :
O(a; b) OX?:[a; bl OX

Par convention, [J est convexe.

Définition 2
Soit X une partiede R (muni de latopologie usuelle induite par R). On dit que X est connexe s :

Il n'existe pas de partition de X en deux ouverts O; et O, (de X) non vides

Par convention, [J est connexe.
Autrement dit, X est connexe s et seulement s :
X=0,00,etO;n O, =0 et Oy et O, ouvertsde X) = (O, =0 ou O,=0)

Théoréme

Soit X une partie de R. On a équivalence entre
1. Xestunintervale.

2. Xest convexe.

3. Xest connexe

Démonstration :

Montrons1 = 2
Soit X un intervalle non vide et non réduit & un point (sinon c'est évident)
Casl: Xestferméborné: X=[a; b]
Soit xetydans X avecx < y. Alorsa< x<y<b.Donc[x;y] OI.
Cas2: X est borné. Idem qu'en 1 avec, le cas échéant, lesinégalités strictes.
Cas 3: X non borné. Par exemple: X =[a; +oo[.
Soit xetydans X avecx < y. Alorsa< x<y.Donc[x;y] OI.
Lesautrescas(Ja; +oo[ ; =00 ; b] ; ] ; b[ ; R) se démontrent de maniére anal ogue.
Danstous les cas, on déduit : X est convexe.

Montrons2 = 1
Soit X un convexe.
Si X est vide, c'est bien un intervalle. Supposons désormais X non vide.
Cas1: Xn'est ni mgjoré, ni minoré.
Alors: OxOR,Oy; 20X y<x<z
Comme X est convexe, ona: [y; Z O X. Doncx 0 X. D'ou X = R.
Cas 2 : X est mgjoré et non minoré

Posons b = sup X. (Existe car X est non vide et majoré). Ainsi X 0 ]—o ; b].
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Soit x unréel tel quex < b.
Comme X n'est pasminoré, il existe zdans X tel que: z< x.
En outre, x n'est pas un majorant de X, donc il existey dans X tel que: x<y.
Enfin, comme X est convexe, [y ; Z] O X et donc x [0 X.
Donc X est I'intervalle ]—oo ; b] ou]—oo ; by.
Cas 3 : X est minoré et non majoré. Analogue au cas 2.
Xest unintervale du type]a ; +oof ou [a; +oo.
Cas4: X est borné. Notonsa =inf X et b =sup X.
OnaaorsXO[a;b]. SoitxO]a; b[.
Comme x n'est ni un majorant, ni un minorant de X, il existey et zdans X tels que :
a<y<x<z<b
Or, [y; 7 O X puisque X est convexe. Donc x [ X.
Onadonc: la;b[OX0O[a;b]
Donc X est I'un desiintervalles suivants: [a; bl ou]a; bl ou[a; b[ ou]a; b[.
Onadonc:1 < 2
Montrons 3 = 2
Soit X un connexe.
S X=0 ou{a} (ad R) aors X est convexe. Supposons désormais X non vide et hon réduit a un point.
Supposons X non convexe. Alorsil existea et b dans X (avec a< b) telsque[a; b] O X
Donc, il existec O X\[a;b]. (Onadonca<c<h)
Lesensembles]—o ; c[ n X et ]Jc; +oo] n X sont des ouverts de X.
Enoutre:
X=XnR=Xn (]-oo;c[O{c} O]c; +ool)
En distribuant : X=(Xn]-o;c))dXn{c}) DO Xn]c;+eo[)
Or,cOXdonc X n {c} =0.D'ou:
X=(Xn ] ;c[) 0(Xn]c; +of)
Il existe alors une partition de X en deux ouverts non vides (le premier contient a, le second b).
Donc X n'est pas connexe.
Par contraposition, on obtient : X connexe = X convexe.
Onadonc bien3 = 2.
Montrons2 = 3
Soit X un convexe. C'est donc un intervalle.
S X=0 ou{a} (ad R) aors X est connexe. Supposons désormais X non vide et hon réduit a un point.
Supposons X non connexe, donc :
X =0, 0 O, avec O, et O, ouverts non vides digoints.
Soient x 0 Oy et y [0 O, avec x <y (toujours possible quitte a permuter O, et O,)
Posonsz=sup(Oy N [x;Vy]). Doncx < z<y.

Supposons z [ O;.
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Comme O, et O, sont digointset y 0 O,, on anécessairement : zzy. D'oll: z<y.
Par conséquent, Ch; > 0tel que(z; z+hy] O[x; V]
En outre, O, est ouvert donc : [h, > 0tel que([z; z+ hy[ O O;.
En posant h = min(h; ; hy) on obtient :
[z;z+h[ OOy n [x;y] (h>0)
Ce qui contredit z=sup(O; n [X; V]).
Donc z O O;.
Supposons z 1 O,.
Comme O, et O, sont digoints et x [ O,, on anécessairement : z# x. D'oll: x< z
Par conséquent, Ch; > 0tel que]z—h;; Z O[x; V]
En outre, O, est ouvert donc : [h, > 0tel que]z—h,; Z] O O..
En posant h = min(h; ; hy) on obtient :
lz-h;Z4 00, n [x;y] (h>0)
Or, z=3sup(O; n [x; y]) donc:

DeORY, OO0 n[x;yltelque:z-e<Z <z

Enparticulieravece=h: [ OO;n [x;y]telque:z-h<Z <z
Onaalors: ZOO;n 0O,
Ce qui est absurde car O, et O, sont digjoints.
Donc z [ O,;
Donc z n'appartient ni a O, ni &0,, donc z O X, ce qui est impossible car X est un intervalle.

Donc X est connexe.
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