THEOREMES DE LAGRANGE, D'EULER ET DE FERMAT

1. Théorémede Lagrange

1.1. Théoréme de Lagrange

Soient G un groupe d'ordrefini et H un sous groupe de G.

L'ordredeH divisel'ordre de G.

Démongtration :
a) Notons multiplicativement laloi de G.
Définissons, sur G, unereation R par :
V(x,y) e G4 (xRy < X'y eH)

Montrons que R est une relation d'équivalence :

e Xx=1eH doncxR x R est réflexive.

H sous groupe

e XRyo x'yeH < (X'yW'eH o y'xeH < yRx doncR est symétrique.
e XRyeyR2 = (X'yeH e y'zeH) = xXyy'z=x'zeH) = xR 2, Rest
transitive.

Donc R est bien unerelation d'équivalence.
La classe d'équivalence d'un élément a de G edt, par définition :
{yeGlaRy}={yeG|la'yeH}={yeG|dheH,a'y=h} ={ye G|3heH,y=ah} =aH

Cet ensemble est appel é classe a gauche (de a) modulo H.

Montrons que toutes les classes a gauche ont |H| ééments :

Pour cela, on considére, pour tout a € G, I'application

@ H —>aH
h — ah

o @a(hy) = @a(hy) = ahy=ah, = h; = h,, donc @, est injective.
e Vy e aH, 3h € H tel quey = ah donc ¢, est surjective.
(p, &tant bijective, on déduit :

Yae G, |aH|=[H|

Montrons que toutes |es classes a gauche sont disjointes :

Considérons deux classes aH et bH (a et b dans G) et supposons aH  bH = &.
Soit g € aH n bH. Alors:
JheHtedd queg=ah et 3h' e Hte queg=Dbh'

Onaalors: ah = bh'
a=bhh*
Tout dément ah" de aH sécrit donc : bh'hh"
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Or, h'h*h" e H, donc tout dément ah" de aH est aussi é ément de bH, d'ou ;

aH < bH
On montre, de méme: bH c aH
Onadonc: aH = bH

Ceci prouve que les classes a gauches sont digjointes.
Remargue : on pouvait affirmer ce résultat directement car les classes d'équivalences forment une

partition de G.

Concluons:

En notant m le nombre de classes a gauches, on adonc :

m m
D'ou : IGl= Y la.H|= D> H|=mH|
n=1 n=1

L'ordre du sous groupe H divise donc I'ordre du groupe G.

Notons que cette démonstration peut se faire auss en raisonnant sur les classes a droite Ha et, qu'en cas

de groupe commutatif, les classes a gauche et a droite coincident (aH = Ha).

1.2. Corallaire
a) Danstout groupe G d'ordrefini, I'ordre d'un éément a divisel'ordre de G.
b) Si G estun groupedordren, alors, pour tout adans G, ona: a’ = 1.

¢) Tout groupe d'ordre un nombre premier est cyclique.

Commencons par quelques rappels sur |'ordre d'un éément dans un groupe.

Soient G un groupe (quelconque) et a € G.

Notons: <a>={a,neZ}cG

Cet ensemble < a > est un sous groupe de G. (Il est non vide (il contienta) eta’ xa " e <a>)

On I'appelle "le groupe engendré par a". Un tel groupe est dit "monogéene’ (engendré par un seul € ément).

Montrons que < a > est soit infini et isomorphe a (Z, +) soit d'ordre m et isomorphe a %Z .

Pour cela, on considéere |'application :

¢a:Z —><a>
neEa’

o Im(py) =< a>donc ¢, est surjectif.
o gun+n)=a""=a"xa" = ga(n) x pa(N') donc @, est un mor phisme de groupes.
On sait que le noyau d'un morphisme de groupe est un sous-groupe, donc :

Ker(ps) ={n e Z|a" =1} est un sous-groupe de Z

Par conséquent, il existem e N tel que: Ker(p,) = mZ
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Deux cas se présentent alors:

m=0: et dorsKer(py) = {0}, ¢, est injective et donc bijective. Donc < a > est infini et isomorphe a (7, +).
me N : dans cecas, ¢, N'est pasinjective. Mais:

ea(N)=0a(n) = a'=a" => a" "=1 = n-neKe(p) = N-nNemZ = n=n'[m|
¢a(n) ne dépend donc que de la classe n de n modulo m.

Définissons alors :

o 2 -7
% Jato) = /mz <2
na
Ainsi, ce nouveau morphisme o, est injectif (puisque ¢, (N )= ¢,(N') = Nn= N") & surjectif.
. N Z
Donc < a> est isomorphe a %nZ'

On dit que l'on a factorisé le morphisme @, :

z

.
n

L'entier m e N vérifiedonca™ = 1 et c'est le plus petit. (En effet d=1=ke Ker(pa) = k € mz)

Cet entier msappellel'ordre del'élément a.

Prouvons maintenant le corollaire 1.2. :

a) Comme G est fini, le sous groupe < a > est auss fini d'ordre m. On applique alors le théoréme de
Lagrange au sous groupe < a >.

b) Soit ml'ordrea. (On adonc: a" = 1). On sait que mdivisen : n=km Donca” = (@") = 1.

¢) Soit G un groupe d'ordre un nombre premier p. Soit a # 1 dans G. Notonsm son ordre (m> 1 car a = 1).

Comme mdivise p, on anécessairement m=pdonc G=<a>.

2. Théorémed'Euler

Etudions, pour commencer, les é éments inversibles (pour x) de I'anneau commutatif :

(%Z,+,><), ne N\{0; 1}

2.1. Théoréme

Soit X € Z%]Z.Alors: X estinvershle < (x,n)=1

Démonstration : les conditions suivantes sont équivalentes

5 i ; Z
X est inversible dans AZ

3ye 4, xy=1
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JyeZ xy=1[n
Ay, ke Z°, xy—kn=1
x,n)=1

(Lelien entreles deux derniéres lignes étant le théoréme de Bézouit)

Pour la suite, on note (% Z)* I'ensembl e des déments inversibles de % 7

2.2. Théoréme

L'ensemble (% Z)* est un groupe multiplicatif.

Démonstration :
e Comme (%Z +, ><) est un anneau commuitatif, laloi x est associative et admet un élément neutre 1
qui est élément de (% Z)*'
e Soit X dans (%Z) Donc X est inversible dans %Z :
Ix e %Z tedque: X X'=1

*

Donc l'inverse X' de X est aussi inversible. Autrement dit: X 1 e (% Z)
Donc (% Z)* est muni d'uneloi associative (x), admet un éément neutre (1) et tout élément admet un
symétrique. Donc, c'est un groupe (commutatif, car laloi x I'est).

Remarque : inverse d'un produit dans (% Z)* :

Soient X ety des démentsde (%Z) .

Il existe X' et y' dans (%Z) telsque:

’

X

Xl
Il
l_\
@
<l
<
Il
l_\

’ ’

X

N
[
I
—~
<
<
N
xl
[
I
x|
[
l_\

Onaalors: (Xy)Xy

Donc X ¥ estinversibledinverse y* x71.

2.3. Définition Indicateur d'Euler

L'indicateur d'Euler, noté ¢(n) est I'ordre du groupe (% Z)

Par exemple, avec n= 24, on a:

Si p est un nombre premier, alors (%Z) ={1;2;..;p-1} et ¢(p)=p-1
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2.4. Théoréme d'Euler

Soit n un entier supérieur ou égal a 2.
Soitae Z que(a, n)=1.

Alors: a’™=11n|

Démonstration :

Puisque a est premier avec n, d'aprés2.1.:a e (% z)

Notonsd I'ordrede a . D'aprésle corollaire 1.2.a) du théoréme de Lagrange : d divise o(n).

Doncil existek € N tel que: o(n) = kd.
Dans (% z)*7 on adonc I'égalité: FoM _ (ﬁd )k -1

Donc: a’™=11n|

*

Application : calcul del'inverse d'un dément X de (%Z)

Lethéoreme d'Euler permet d'affirmer que, dans (% Z)* ,onal'égalité:

xoM = 1
Ce qui peut encore sécrire X xeM1-1
D'ou : x t= xomt

Par exemple, voici dans (%OZ)* , latable desinverses: (¢(10) = 4)

Elément
Inverse

Rl -l
~ | wl

©l|©|

wl| Il

3. Petit théoréme de Fermat

3.1. Petit théoréme de Fermat

Soit p un nombre premier.

1) Pourtoutae Z,ona: a’=alp]

2) Pourtoutac Z td que(a, p)=1: a ‘=1[p|

Premiére démonstration utilisant ce qui précede :

Commencons par prouver le deuxiéme point :
Comme (a, p) = 1, lethéoréme d'Euler permet d'affirmer : a’®=1 [p]
Et comme p est premier, ¢(p) =p — 1, d'ou: =1 [p]
Prouvons maintenant le premier point :
s (a, p) = 1 dorsil suffit de multiplier I'égalité ci-dessus par a pour obtenir : & = a [p]

s (a, p) # 1 alorsp divisea. Donc a et & sont des multiplesdep, donc: a”=a=0{p]
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Seconde démonstration al'aide d'une récurrence et de la formule du bindme de Newton :

Dé3a, prouvons le résultat suivant :

S pest premier, alorspour toutk e {1;2;...;p-1}, p| C,'§

En effet, on a: p!=Kk (p—k)!C';
Donc: plKk (p— k)!C';
Or,pourtoutke e {1;2;..;p-1ona(p,k=21et(p,p—k) =21donc(p, k! (p-K!)=1.
Donc, d'aprés le théoréme de Gauss : Pl C';
Supposons a € N et montrons par récurrence sur alapropriété: p(a):" a’=al[p] "
e CommeOQO=0][p], onabien (0).
e Montrons, pour touta € N, que: p(@) = p(@a+1l)

Supposons ¢ (a) : a’=alp]

P
D'apréslaformuledu bindme: (a+1)° = ZC';ak [p]
k=0

Or, on avu plus haut que:C',§= O[p] pourtoutke {1;2;..;p-1}
D'ou: (a+1)°=a"+1[p]
Et daprés p(a) : (a+ 1)’ =a+1[p]
D'ou p(a+1).
Du principe de récurrence, on déduit: @ (a), Vae N
Supposons maintenant a € N™.
Si p est impair : &’ = - (-a)’ = —(-a) = a[p]
Sip=2: Q= (—a)2= -a[2].Or,a=-a[2] donc &’ = al2.
Danstouslescas, on abien : a’=alp]
L'égalité ci-dessus peut encore sécrire:  a@ ' — 1) = 0 [p]
Or, p éant premier, %Z est intégredonc :
a=0[p] oua”'-1=0][p]
Or, (a, p) = 1 donc p ne divise pas a, on ne peut donc pas avoir a= 0 [p], d'ou :

- 1=0[p]

Exemple : démontrer que pour tout nombre premier p= 3, on a:

p’+2=0[3]
On applique le petit théoreme de Fermat (version 2) avec p = 3 et a=p. Comme (p, 3) = 1 (puisque p # 3),
il vient : p?=1[3]
D'ou: p’+2=0][3]

Théorémes de Lagrange, Euler et Fermat Page 6 G. COSTANTINI http://bacamaths.net/


http://bacamaths.net/

Existe-t-il une réciproque du petit théor éme de Fermat ? Plus précisément :

=1[n]

Soit n € N tel que pour tout a € Z tel que (a, n) =1 onait : at

Peut-on en déduire : n premier ?
Laréponse est non. |l sagit des nombres de Carmichadl.
Un entier n est dit de Carmichaél si pour tout entier a e 7" tel que(a, n)=1:a" = 1[n]
Il existe une infinité de nombres de Carmichaél (démontré en 1992). Le premier est n = 561.
En effet : n=51=3x11x 17
Et Nn-1=560=2"x5x7
Soit a un entier tel que (a, n) = 1.
Comme (560, 3) = 1, le petit théoréme de Fermat (sens direct) permet d'affirmer :
a=1[3]
Deméme: a¥=1[11]
a®=1[17]
Les nombres 3, 11 et 17 sont des diviseurs de 8> — 1. Et comme ils sont premiers entre eux deux & deux, le
produit 3 x 11 x 17, c'est-a-dire 561 divisea®®® — 1 :
>’ = 1[561]

Ce qui prouve que la réciprogue du théoréme de Fermat est fausse.
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