POLYNOMES DE LEGENDRE

Soitn O N.

Il Sagit des polyndmes suivants : L(X) =

0. Calcul deL, et £, pour n O [0, 5]

3

+ =

Lo(x) =1

Li(x) =x

Lo(x) = g X% — %

Ls(X) = g x3- gx
La(x) = % x4 - 17‘::’ x?
Ls(¥) = % x°= 3745 S+

8

15

8

1 d"
2"n! dx"

1. Degré, paritéet coefficient principal delL,

Ecrivons:

ou

Ainsi, il apparait :
ou

On peut donc affirmer :

Ledegrédel, est n, sa parité est celle de n et son coefficient dominant est

2. Racinesdel,

d
Soit k 0 [0, n]. Posons M(x) = dx—k(x2 —1)net 0 (K) lapropriété suivante :

(x2 —1)” et £:(X) = c(ijx

fo(X) =1

£1(X) = 2x

(e

l(x)=12x*-4

£5(x) = 96 x3 - 72x

£4(X) = 1680 x* — 1440 x? + 144

£5(X) = 30240 x° - 33600 x> + 7200x

(X2 ‘1)n =X+ Qun-2(X)

Qzn-2 €3t un polyndme pair de degré 2n — 2

£ (g

"_ (2n)!

n!

X"+ Ryo(X)

R.-> est de degré n — 2 de méme parité que n

k

n

2'n! n!

1 X(Zn)!: C_gn

2n

O (k) : My admet 1 et —1 comme racines de multiplicité n — k et k racines smples distinctes dans]-1, 1]

. (x2 —1)n = (x-1)" (x+1)" doii 0 (0).

+ Montrons, pour tout k 0 [0, n - 1], que: O (K) = O (k+ 1)

NotonsA; (1 < i < K) lesk racines simples de My avec laconvention: =1 <A; <A, <..<A(<L

Posons également Ag = -1 et Ay = 1.

L'application M, est polynomiale, donc continue sur [-1, 1] et dérivable sur -1, 1].

Deplus, pour toutj O [0, k], on a: Mi(A;) = Mi(Aj+1) = 0.
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D'apres |e théoreme de Rolle, applique a My sur chacun des intervalles [A;, Aj.1] (0 < j < k), on obtient :

Oy O I, Ajua[ tel que : Mia(py) =0

M+, admet donc k + 1 racine simples dans -1, +1].

En outre, 1 et —1 sont des racines de My.; de multiplicité n — k — 1 (puisque My, est la dérivée de My)

Onadonc O (k + 1).

On adonc, d'aprés |e principe de raisonnement par récurrence :
Ok O [0, n], O (k)
En particulier, ona (n) :
M, et donc L, admet n racines smplesdistinctes dans]-1, 1]
3. Calcul deL,(1) et Lo(-1)

Ecrivons: (x2 —1)n = (x-1)" (x+1)"

D'apréslaformule de Leibnitz :

dn n K dk dn—k
n n| _ M (v _q)n n
& fotern] = St St St
dk
Or, pour tout k 0 [0, n— 1], on a: d7(x—1)”=0 pour x = 1
dn
Et: o (x-9"=n!
SR " n n n
On en déduit : o [(x—l) (x+1) ] =nl2
Dol : L(1)=1
Et commeL, alaparitéden: Ln(-1) = (-1)"

1
4. Orthogonalité de la suite (L) pour le produit scalaire: <P, Q> :I lP(t) Q(t) dt.

Soient mO N et n 0N, On suppose:: m < n.

On consideére, pour tout k 00, n], lapropriété :

" 1 dﬂ—k ) n dm+k ) m
D00 <t o> = (D" [ (-1 (-4
» Par définition du produit scalaire ci-dessus, on a:
1 n n dm m
<, £n>= t?2-1) —(t?-1) " dt doud (0
s> =] (21" (21" douD O

+ Montronsque, pour toutk 0 [0, n-1]: 0 (k) = O (k+ 1)

m+k n-k

Par une | PP, on obtient, avec u(t) = W(tz —1)m etv(t) = W(tz —1)

n
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1 dn—k m+k m+k m dn—k—l 1 dn—k—l m+k+1

I—ldtn_k (t*-9" gtk (t*-1)"at = Ltw(tz -1) W(tz ‘1)@ B I_1W(t2 -1’ dtmekrt (¢ -4
-1

1 gnk ) " mk ) m gk ) m 1 1 qn-k-1 , N mk+1 , "
I—l—dt”‘k (t —1) pre (t —1) dt:{—dtmﬂ‘ (t ‘1) Mn—k—l(t)i| _I_ldtn—k—l (t _1) e (t '1) dt
-1

Or,k0]0,n-1],doncn-k-10]0, n-1]. Et alorsd'aprés[2], M, admet 1 et —1 comme racines.

Danstouslescas (ou touslesk...) le crochet est nul.
Nous avons donc :

™ 1 dn—k—l n dm+k+]_ "
<L, £n>=(-1) I_lw(tz‘l) W(tz‘l) ct

Cest-a-dire 0 (k + 1).

. W (A" o d™ S m
Onendéduit: < /4m,4n>=(-1) Ildt”"‘ (t —1) W(t —1) dt pour tout k O [0, n]
- . nfifo A d™ o m
En particulier, pour k=n, on obtient : < £,, £, >=(-1) I_l(t —1) W(t —1) dt
mtn
2 m_ -
Lorsquem<n,0naW(t —1) =0etdonc</y, £,>=0

Lessuites (£,) et (L) sont donc orthogonales (et donc forment une base de R[X])
Conséquence : pour tout n O N” ettout k 0 [0, n— 1], ona: <L,; X*>=0.
(Il suffit de décomposer I'élément X* de R,[X] sur labase (Lo ; L; ; .. ; Ly), puis d'utiliser la bilinéarité)

5. Normedel,.

m+n

dt m+n

1
D'apréslarelation < 4y, £,> = (—1)”j 1(t2 —1)n (t2 —1)m dt appliquée maintenant avec n=m, on a:

<ly, 4y> = (-1)"(2n)! J'_ll(t2 -1)" ot
N (_1)n22n+1(n!)2

1
Et comme:j (tz— ) dt (voir intégrales de Wallis)

a1 (2n+1)!
2n+1 012
On obtient finalement : ||£n||2 -2 (m)” et IILnII2 =2
2n+1 2n+1
2
Onadonc: LAl =
2n+1
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6. L, est solution del'équation différentielle (1 - xz)y' -2xy'+n(n+1)y=0
6a. On considére I'endomorphisme : 0: R[X] - R[X]
P> (1-X)P" - 2XP'
Montrons que @ est un endomorphisme symétrique :

Pour tous P et Q de R[X], ona:

1
-1

<@P);Q>= I_ll[(l— x2)P () - 2xP (0]Quy ax= [ (1-x2)P"(Q( dx —J'_llzxp'(x)Q(x) dx

Par une IPP, la premiére intégrale donne avec u'(x) = P"(x) et v(x) = (1 - xz)Q(x)

‘[_11(1—x2)P"(x)Q(x) ax= [(1-5%)P0Q)] - jll P’ (X)(~2X)Q(xX) dx - J’_ll P/(x)(1- x2)Q (x) o

Le crochet est clairement nul, d'ou :

<@P):Q>=- J'_ll P (x)(1-x2)Q'(x) dx

Cette derniére expression étant symétriqueen P et Q, il vient: < @(P) ; Q>=<P; ¢(Q) >

6b. Montrons que deg(g(L,)) = n pour tout n O N”.
Soit P O R[X] et n = deg(P)
Si P =0 (et donc deg(P) = —) alors ¢(P) = 0 (et donc deg(@(P)) = —)
Sin=0aors@P) = 0 (et donc deg(@(P)) = —)
Sin=1daors@P) =-2XP' O Ry[X] donc deg(¢(P)) = 1.
Sin= 2 NotonsP=aX"+ Q100 a,Z0 et Q0 R4[X].
Ona:P =na, X"+ Q&P =n(n-DaX" "+ Q'
Donc (1 - XZ)P" = 2XP' =[-n(n - 1)a, — 2na,] X"+ R,1 OUR,; O Rn-1[X].
Or, —n(n — 1)a, — 2na, = —nay(n + 1) est non nul (car n > 2 et a, # 0).
Donc deg(¢(P)) = n.
Bilan : pour tout n 0 N, pour tout P 0 R.[X] : deg(q(P)) = deg(P).
Onavu, en[1] quedeg(L,) = npour tout n O N.
On adonc : deg(q(L,)) = n pour tout n O N
6¢. Montronsque : < @(Ly) ; P> =0 pour tout P 00 R,4[X].
Comme @ est un endomorphisme symétrique : < @(L,) ; P>=<L,; ¢(P) >
Or, d'aprés [6b], ¢(P) est de degrén — 1.
Et comme, d'aprés[4], (L,) est orthogonale: <L, ; P>=0.
6d. Montrons, pour tout n 0 N*, qu'il existe A, 0 R tel que: @(L,) = AnLn.

n-1
@Lo) = Aakn+ D AL
j=0

MontronsquelesA; (0 < j < n-1) sont nuls:

Puisque (L) est de degré n, on peut écrire, en le décomposant sur labase (Lo ; Ly ; ... ; Ly) :

Polyndmes de Legendre Page 4

G. COSTANTINI



D'aprés [6¢], pour toutk 0 [0; n—1] : <@(L,) ; Ly>=0.

n n
Or,<q@lLy); L>=< Z)\jL]- yLe>= Z)\j <Lj;Le>=Aclltdl
j=0 j=0

Donc A, =0.
D'ou: o(Ln) = Ak

6e. CalculonsA,.
Sin=04dorsona: Ly=1, ¢(Lo) = @) =0donc A, =0.
Sin=1dorsona:L; =X, L) =@X) =-2Xdonc A, =-2.
Si n > 2 dorson a, en posant comme en [6b], L, = a.X" + Q1 : ®(L,) =[-n(n — 1)a, — 2na,] X" + R,y
DoncA,=-n(n-1) —2n=-n(n+1).
Bilan : pour toutn O N : A, =-n(n + 1)
6f. Conclusion.
Pourtoutn O N,ona: ¢lL,)+n(n+1)L,=0

Donc L, est bien solution del'équation différentielle: (1 - xz)y' -2xy' +n(n+1)y=0

Autre méthode utilisant laformule de Leibniz :

On pose : Qu(X) = (x2 —1)n

On remarque alors que : (X2 = 1)Q'n(X) = 2nxQu(X)

Puis, on dérive n + 1 fois avec laformule de Leibniz.
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