COMPARAISON SERIES-INTEGRALES

I) Encadrement d'une somme partielle par deux intégrales.

|.1. Théoréme:

0 Soitng O N. Soit f : [ng; +oo[ — R une application continue par morceavx et croissante. Ona:

) q o a+l
O(p, @) O N2 tel queny < p<q: J'pf(t)dt< > f(k) < Ipﬂf(t)dt

0 Soitng O N. Soit f : [ng; +o[ — R une application continue par morceaux et décroissante. On a.:

k=p+1

) a+l o q
O(p, q) 0 N?tel queno < p<q: J'p+lf(t)dt< > f(k) < Ipf(t)dt

k=p+1
Démonstration :
0 Comme f est croissante sur [ng ; +oo[, ON a:
Ok O [ng; +eof, Ot O [k; k+1] : flK) < f(t) < f(k+1)

Enintégrant, pour t allantdek ak + 1 :

Soit encore, pour k> ng :

k+1
f< [ fOd<fk+D)

k k+1
["rods<rws< [ fod <—
k-1 K

En sommant, pour k alant dep + 1 &g, on obtient :

O Méme principe.

q d a+1
J o< k<[ i@

k=p+1

Variante

Ok O [no + 1, +oo, Ot O [k, k + 1],

ft=1) < f( < f(1)
En intégrant pour t allant dek ak + 1, on
récupére (via une trandation d'indice
dans I'intégrale minorante) I'encadrement

ci-contre.

Moyen mnémotechnique pour retrouver ces inégalités : la somme partielle comporte g — p termes, donc on

intégre sur desintervalles de longueurs g — p. Les inégalités sont évidentes d'apres e sens de variation de f.

Exemples:

0 Equivalent dela somme partielle dela série harmonique.

Avec f:]0; +o] — R définie par f(t) = % on obtient (f étant décroissante) :

D'ou :

n+l n n
I ldtszlsj Lot
2t =k t
-1
InNh+1)-In2< E<Inn
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Or,Inn<In(n+1)et0<1-1In2 dou:

Remarque : on peut retrouver ce résultat grace ala série télescopique determe général u,=In(n+ 1) —Inn.

En effet, ona: un=In(1+ ljz l+o(i2)
n n n
Donc: U ~ 1
+00 k

Or, lasérie de terme général % est divergente.

Du théoreme de sommation partielle des équivalents pour les séries divergentes, on déduit :

n n 1
2 U= Zg
k=1 k=1

n
Et comme, Z u, =In(n+1)
k=1
1
Onabien: > =~ In(n+1) ~ In(n)
k=1 k +o00 +o00

0 Equivalent dela somme partielle dela série de Riemann danslecasO < a < 1.

Avec f:]0; +o] — R définie par f(t) = ti“ on obtient (f étant décroissante car 0 < a) :

n+l ] 51 n1
L t—adt<zk—q< L o
k=2

27 _(+)t* 1 _ 1 e

a-1 a-1 =k a-1 o-1
!
1-at 1-a 1-a K 1-a
En divisant par n. (E] - (1+lj < k=i_ < (1] -1
_ n n n o n
oa-1

n— +oo n— +oco n n— +oo

= 1
2
Du théoréme des gendarmes, on obtient : lim *=2— =-1
n - +oo n

1-a 1 1-a 1-a
Commel-a>0, lim (—] = lim (—] =0et lim (1+—j =1

a-1
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O<ax<l

Remarque : on peut retrouver ce résultat grace ala série télescopique de terme général u, = n* - (n — 1)*™.

1-a _
En effet, ona: U,=n? [1_(1_1) ]:nl—a (1 a +0(i2j)
n n n

1-a

Donc : Ug ~

Or, la série de terme général 1k_—aa est divergente.

Du théoréeme de sommation partielle des équiva ents pour les séries divergentes, on déduit :

n n l
zuk =(@1- G)Zk_or
k=1 k=1

n
Et comme, z u, =n‘™®
k=1
n 1-a
: n
Onabien: zi ~
(S k? += 1-a
Exercices:
O Démontrer que: In(n!) ~ ninn
+00
n 1-B
0 Démontrer que, lorsque0 < B<1: z ! - (Inn) (Série de Bertrand divergente avec o = 1)

~k(Ink)P +»  1-B

II) Encadrement de la somme d'une série convergente par deux intégrales généralisées

I1.1. Critére intégral de Cauchy

Soit ny O N. Soit f une fonction définie, positive et décroissante sur [ng ; +oo[.

Alorslasérie 3 f(n) est convergente si et seulement s f est intégrable sur [ng ; +oo[.

+o00 Fo +o00
En cas de convergence, on a: j - fi)dt < Z f(n) < In f(t)dt
0 0

n=ny +1

Démonstration :

Supposons f intégrable sur [ng ; +oo[ . Comme f est positive, on aen combinant avec 1.1. :

On O Jno ; +oof, zn:f(k) <Inn f(t)dt < I:wf(t) dt

k=ng+1

Les sommes partielles étant majorées, on a donc la convergence de la série X f(n).
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Deplus, toujoursd'apres|1.1. :

) a+l1 q q
O(p, q) 0 N?tel queno < p<q: J'p+lf(t)dt< > f(k) < J'pf(t)dt

k=p+1
+00 ol +00
En faisant tendre q vers +o : J' fod< (k)< J' ) dt
p+l Nt p
Réciprogquement, supposons que la série Y. f(n) converge. Alors:
n+l n Foo
< <
[NRCEEDNCEW(C
k=ng +1 k=ng+1

Donc f est intégrable sur [ng ; +oo[.

Application : on obtient un encadrement du reste dans le cas d'une série convergente.

Exemples:

0 Naturedelasérie determegénéral

pour n = 2
ninn

Etudions I'intégrabilité de I'application f : t 1 sur [2; +oof.

tint
x dt
Posons, pour tout x [J [2 ; +oo] : I(x) = I —
2tint
On afacilement : I(X) =In(Inx) = In(In 2)
D'ou: lim [(X) =+
X - +0o

Donc f n'est pas intégrable sur [2 ; +oo, par conséquent, la série de terme général r?m diverge.

0 Equivalent durested'ordren dela série de Riemann danslecasa > 1.

Déga, dapresll.1, lasérie Z% converges et seulementsi f: t t%est intégrable sur [1 ; +oof

n=1

Donc: lasérie zia converges et seulementsia > 1
n=1
+00 l
Notons, lorsquea > 1: R, = Z k_“
k=n+1
D'apres 1.1 1l "l
aprés 1.1, : —dt < <I — dt
P In+1tu Rn n t%
N 1 1
D'ou: —— < R, < :
(a -D(n+1D° (o -1)n°
a-1
+
Et comme lim [n_lj =1,ona:
n - +oo n
+o00 1 l

k:n+lk_°‘ +o (o =1)n®?

(a>1,n=1)
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_ 1
nd—l (n _1)G—1 :

Remarque : on peut retrouver ce résultat grace ala série télescopique de terme général u, =

1-a _
En effet, ona: Up = al_l (1—(1—1) ] :%(1 a +0(i2)j
n n n n n

Donc : Ug ~

Or, la série de terme général 1k_—ua est convergente.

Du théoréeme de sommation des équivalents (pour les restes de séries convergentes), on déduit :

00 00 l
zuk:(l_a) @

k=n+1 k=n+1
- 1
Et comme, Z U=~ —3
k=n+1 n
+0o
. 1 1
Onabien: —_—

B SR (<]

Interprétation : prenonsa =1 et n =100

100 +00
Lorsgu'on calcule la somme ZF =~ 1,63498 pour approximer la somme z
k=1 k=1

1

_Te, .
F(_ ?), I'erreur commise

seravoisine de ﬁ . (Et méme inférieure d'aprés un encadrement vu plus haut)

Exercice:

+o00

Démontrer que, lorsque3 > 1: Z ! ~ 1 (Série de Bertrand convergente avec o = 1)
’ ' e kInk)? +e (@-1)(nn)P™
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