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SÉRIES DE RIEMANN

Soit α un réel.

Le but est l'étude des séries :
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Cas 1 : αααα > 1
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En sommant pour n allant de 1 à N :
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D'où, par passage à la limite lorsque N tend vers l'infini, l'intégrale converge puisque α > 1 et :
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On a donc, pour tout N : 
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Les sommes partielles sont majorées, donc la série de Riemann converge et 
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Cas 2 : αααα ==== 1

D'après la décroissance de l'application t � 1
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En sommant, pour n allant de 1 à N : 0 �  ln(N + 1) �  
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D'où la divergence de la série harmonique.

Cas 3 : 0 < αααα < 1

Comme l'application t � αt
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En sommant pour n allant de 1 à N :
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Or, comme α < 1, l'intégrale diverge, donc, la série de Riemann diverge.

Cas 4 : αααα < 0

Dans ce cas la série diverge grossièrement (puisque le terme général ne tend même pas vers 0)


