SOMMATION DES RELATIONS DE COMPARAISON

1. Casdessériesconvergentes

Soit Zvn une série atermes positifs conver gente et (u,) une suite telle que u, = o(v,,).

n=0

Alorslasérie ZUH converge et iuk = o[ ivk] .

n=0 k=n+1 k=n+1

Démonstration :
Soite O RY. Comme u, = o(v,,) :
INON,OnON, (n=N = |u| < &vy)
Du test de comparaison des séries a termes positifs, on déduit I'absolue convergence donc la convergence de la
série ) .
n=0

Pour toutn = N, ona:

0 [ee]
< Z|uk| <e ka

k=n+1 k=n+1

[o0]
P
k=n+1

Cequi prouve : iuk = o( ivk] .

k=n+1 k=n+1

Soit ZVH une série atermes positifs conver gente et (u,) une suite telle que u, = O(v,).

n=0

Alorslasérie Zun converge et iuk = O( ivk] .

n=0 k=n+1 k=n+1

Démonstration :
Commeu,=0O(v,) :
(MOR, INON,OnON, (n=N = |u| < Mv,)
Du test de comparaison des séries a termes positifs, on déduit I'absolue convergence donc la convergence de la
série ) .
n=0

Pour toutn > N, ona:

0 (2]
< Z|uk| <M ka

k=n+1 k=n+1

[o0]
P
k=n+1

Cequi prouve: iuk = O[ Zw:vk] .

k=n+1 k=n+1
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Soit ZVH une série atermes positifs conver gente et (u,) une suite telle que u, ~ v,

n=0

00 0o
Alorslasérie Zun converge et zuk - sz -

n=0 k=n+1 k=n+1

Démonstration :
Déja: Uy ~Vh = Uy — Vy=0(V)
D'aprés ce qui précede, on ala convergence de la série de terme général u, — v, €t :

i(uk ~v)= o( ivk]

k=n+1 k=n+1

Or, U, = (uy — Vy) + Vv, €t lasomme de deux séries convergentes est convergente donc Z u, converge et :

n=0

k=n+1 k=n+1 k=n+1
[ee] (o]
2 D

k=n+1 k=n+1

2. Casdessériesdivergentes

Soithn une série atermes positifs diver gente et (u,) une suite telle que u, = o(vy).

n=0

Alors zn:uk = o(zn:vk] .
k=0 k=0

Démonstration :
Soite 0 RY. Commeu, = o(Vy) :

INON,OnON, (n=N = |u| < evy)

Pour tout n> N, ona:

n

2 U

k=0

N n N n N n
< Z|Uk| + Z|Uk| < Z|Uk| te ka: Z(|Uk|‘€Vk) +€ZV|<
k=0 k=0 k=0 k=0

k=N+1 k=N+1 =

N
Laquantité Z (ui| — &vy) est indépendant de n.
k=0

n
Commestk 0000 - o (car Zvn diverge et atermes positifs), ona:
k=0 n=0

N n
N ON,OnON,(n=N; = Z(|uk|—evk)<82vk)
k=0 k=0

Pour n = max(N, N;), onaalors:
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Ul <2 Ssz
k=0 k=0
n n
Ce qui prouve: U, =o ZVK
k=0 k=0

Soithn une série atermes positifs divergente et (u,) une suite telle que u, = O(v,).

n=0

Alors zn:uk = O(zn:vk] .
k=0 k=0

Démonstration :
Commeu, = O(v,) :

MOR, INON,OnON, (n=N = Ju|sMv)
Pour toutn> N, ona:

n

N n N n N n
< Z|Uk| + Z|Uk| < Z|Uk| +M sz: Z(|Uk|‘ My,) +M sz
k=0 k=0 0 k=0

Uy
0 K=N+1 K=N+1 k=

k=

N
Laquantité z (ue| = Mv,) est indépendant de n.
k=0

n
CommeMka 0000 - o (car ZVn diverge et atermes positifs), on a:
k=0 n=0

N n
N ON, ONON, (0> Ny = ) (] = Mv) <MDy, )
k=0 k=0

Pour n = max(N, N;), onadors:

Ul <2M ka
k=0 k=0
n n
Cequi prouve: Uy = O[Z vk]
k=0 k=0

Soit Zvn une série atermes positifs divergente et (u,) une suite telle que u, ~ v,.

n=0

n n
Alors ZUK ~2vk .
k=0 k=0

Démondtration :
Déja: Uy~ Vyh = Uy =V =0(V)

D'aprés ce qui précede :
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n

Z(Uk = Vi) ZO(ZVk]
k=0

k=0
n n n
PITEDIEL DI
k=0 k=0 k=0
n n
PICEONT
k=0 k=0

Applications:
De nombreuses applications classiques sont trouvables un peu partout (par exemple : équivalents pour les series
de Riemann).

Voici une autre application plusinattendue : une autre démonstration du théor éme de Césaro :

S0t (Un)n 1w UNe suite ayant une limite £ 0 R .

. e 1 < . _
Alorslasuite (V) noy définiepar : v, = —— Zup admet aussi pour limite £.
n+1 50

Démonstration :

Supposons £ # 0. Alors, on a: U,~ 4

En outre, comme £ 2 O, la série Z u, diverge.

n=0

Et d'aprés le théoréme de sommation des équivalents pour les séries divergentes :
n
Z u,~(n+1)¢
k=0
Vo~ 4
1 n
Donc lasuite (v,) o définie par : v, = 1 pZ::‘JUp admet aussi pour limite /.

Supposons £ = 0. Posons a, = u, + 1. Aing, lasuite (a,) , oy CONverge vers 1.

Lasérie Z a,, diverge et d'aprés |e raisonnement précédent :

n=0

. e I R . .
lasuite (by) oy définie par b, = i1 pZ::‘,ap admet aussi pour limite 1

_ 1 1 B
Et comme: bn—EZ(Up'Fl)—mzup‘Fl—Vn"'l
p=0 p=0
1 n
On déduit : lasuite (Vp) non définiepar : v, = —— Zup admet aussi pour limite 0.
n+1 =
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Supposons £ = +co. Alorsla série Z u, diverge vers +oo.

n=0
On peut écrire : OAORY, A=o(u,)

Du théoréme de sommation de relation de négligeabilité pour les séries divergentes :

(n+ 1)A:o[zn:uk]

k=0
D'ol : OADRY, A=o(v,)
1 n
Donc: lasuite (Vp) non définiepar : v, = —— Z Up diverge également vers +co,
n+1 =

Le cas £ = — est analogue.
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