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Séries numériques Exercice 6 [02432] [Correction]
a) BEtudier 3 u, ol u, = 01 ﬁ

Nature de séries numériques ) AN
b) Etudier Y- v, ot v, = [ 2.
Exercice 1 [01020] [Correction]

Déterminer la nature des séries dont les termes généraux sont les suivants : Exercice 7 [o03ss1] [Correction]

Pour a > 0, étudier la convergence de

a) Un = TLQLH C) Un = nifl o ni+1 Z”’ 1
ch(n) o 1\n Z alsk=1F
b) Up = Ch(2n) d) Up = € — (1 —+ 5) n>1

Exercice 8 [02376] [Correction]

i 53] [C ti . , . e
Exercice 2 [o2353 ] [Correction] Soit (uy,) une suite de réels strictement positifs vérifiant

Déterminer la nature des séries dont les termes généraux sont les suivants :
Up+1 a 1

2 1 Lo 1-240 — | aveca €R
n n

n b) u, = —L— C) Un = Froymw
n n ) n Inn U
a) Uy, = <m) ncos?n (Inn) n

a) Pour quelles valeurs de « la série Y u,, converge?
b) Pour quelles valeurs de « la série > (—1)™u,, converge ?

Exercice 3 [03195] [Correction]

Déterminer la nature de la série de terme général . )
Exercice 9 [01029] [Correction]

(1 > 1+1 [Regle de Raabe-Duhamel] Soient (uy,)nen €t (Upn)nen deux suites de réels
Up =

" strictement positifs.

a) On suppose qu’a partir d’un certain rang

Un+1 Un+1

<
Exercice 4 [01021] [Correction] Up — Up

6 i éri rme général
Déterminer la nature de la série de terme généra Montrer que tn =n_s o0 O(n).

{1 /m sin est un carré b) On suppose que
Uy =

1/n?  sinon Unt1 Q 1
/ ol = 1 - Z 402 ) aveca>1
Uy N—>+00 n n
Montrer, a l'aide d’une comparaison avec une série de Riemann, que la série
Exercice 5 [o02789] [Correction] S u,, converge.

Nature de la série de terme général ¢) On suppose cette fois-ci que
1

e— (1 + %)n Uni1 o
_nT- — _ - 1
n3/2 — |n3/2| +n w n—>+<x>1 —to (n) avec o <

Montrer que la série Y u, diverge
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Exercice 10 [o02800] [Correction]

a) Soient (up)n>0 €t (Up)n>0 deux suites réelles, A € R. On suppose :

Un+1
Un

VneN,un>0,Z|vn\ converge et =1-=+4u,
n

A

Montrer que (n*u,) converge.

b) Nature de la série de terme général

nlen

Exercice 11 [o2516] [Correction]
Soient
1 1
Up = 3nn!kl_[(3k—2) et v, = 37

=1

a) Montrer que pour n assez grand,

Un+41 > Un+1

U, Un,
b) En déduire que ) u, diverge. (on pourra utiliser *=)

n

Exercice 12 [o1040] [Correction]

n
Donner la nature de la série des ]7

Nature de séries de signe non constant
Exercice 13 [01034] [Correction]
Déterminer la nature de ) u,, pour :

a) U, = % c) up =1n (1 + 7(;}31")

b) u, = (_nlli d) u, = cos (7vVn? +n+ 1)

Exercice 14 [01035] [Correction)]
Déterminer la nature de

Exercice 15 [o01039] [Correction]

Déterminer la nature de -
Z sin (nﬂ' + 7>
n
n>1

Exercice 16 [o03772] [Correction]
Donner la nature de la série de terme général

u, = cos (n*rIn(l —1/n))

Exercice 17 [01045] [Correction)]
Déterminer la nature de la série de terme général :

e
Y g+ (D

Un

Exercice 18 [o02351] [Correction]
Déterminer la nature de > u, pour :

(=n"

a) un = b) tn = FercTm ¢) Un = HET D

NCESIRNG

Exercice 19 [o02793] [Correction]
Convergence de la série de terme général u,, = sin (77\/ n2 + 1).

Exercice 20 [o02794] [Correction]
Nature de la série de terme général

U, = sin (w(2 + \/§)”)
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Exercice 21 [01335] [Correction]
Etudier la série de terme général

w, = (71)nsin(lnn)

Exercice 22 [o03236] [Correction]
Montrer la divergence de la série

Z cos(Inn)

Exercice 23 [01337] [Correction]
Quelle est la nature de la série de terme général

oiVE
NG

?

Exercice 24 [ 03208 ] [Correction]
a désigne un réel strictement positif.
Déterminer la nature de la série de terme général

(_1)7l/n04
Up, :/ ; 2] dx
0

1+=x

Convergence de séries a termes positifs

Exercice 25 [03355] [Correction)]
Soient (un)nen une suite de réels positifs et (v, )nen la suite déterminée par

Vp = U2p + U2n+1

Montrer :
E U, converge <—» E v, converge

Exercice 26 [o01022] [Correction]
Soient > u, et Y v, deux séries & termes strictement positifs convergentes.
Montrer que les suivantes sont aussi convergentes

UnUn

Zmax(un,vn), Z VUnvy, et Z _—

Uy, + U

Exercice 27 [01023] [Correction)]
Soit Y u, une série & termes positifs convergente.

Montrer que E VUnUn+1 est aussi convergente

Exercice 28 [o03411] [Correction]

Soit a une suite de réels positifs. Comparer les assertions
(i) la série de terme général a,, converge;
(ii) la série de terme général ,/a,a, 1 converge.

Exercice 29 [o1024] [Correction]
Soit Y u, une série & termes positifs. On suppose que

VnJu, = L e Ry

a) Montrer que si £ > 1 alors > u,, est divergente.
b) Montrer que si £ < 1 alors Y u,, est convergente.

¢) Observer que, lorsque ¢ = 1, on ne peut rien conclure.

Exercice 30 [o1026] [Correction]
Soient (uy,) une suite de réels positifs et

— Un
T 14w,

Un

Montrer que les séries > u, et > v, sont de méme nature.

Exercice 31 [o1027] [Correction]
Soit (uy,) une suite de réels strictement positifs.

a) Pour tout n € N, on pose
Un,

- 1+ u,

Montrer que Y u, et > v, sont de méme nature.

Un

b) Méme question avec
Un

u1+...+fu,n

On pourra étudier In(1 — v,,) dans le cadre de la divergence.

Up =
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Exercice 32 [o03119] [Correction]
Soient (wy)n>0 €t (V5 )n>0 dans (RN telles que

1

VneNwv, = ——
" Un 1+ n2u,

Montrer que si la série de terme général v,, converge alors la série de terme

général u,, diverge.

Exercice 33 [03235] [Correction]
Soit (un)n>1 une suite de réels positifs. On considere la suite (v,,) définie par

1 n
Uy = —————— ku
n(n—!—l)kz::1 k

Montrer que les séries > u, et > v, ont méme nature et qu’en cas de convergence
—+oo +oo
D tn =) vn
n=1 n=1

Exercice 34 [o03674] [Correction]
Soit Y a, une série & termes strictement positifs convergente.

Etablir la convergence de la série 3 an .

Exercice 35 [02447] [Correction]
Soit Y a, une série & termes positifs convergente.
Peut-on préciser la nature de la série de terme général

Uy = QAT - . . Gy !

Exercice 36 [o03750] [Correction]
Soit (u,) une suite réelle strictement positive et convergeant vers 0. On pose

n
Unp+1
Uy = mtl avec S, = E U,
S k=0

n

Montrer que les séries Y u, et > v, ont méme nature.

Exercice 37 [02956 ] [Correction)]
Soit (un)p>1 une suite de réels strictement positifs.
On pose, pour n € N*|

Up = Up/Sp OU Sy =ug + -+ uy

Déterminer la nature de D vy,.

Exercice 38 [02958] [Correction]

Soit (u,) une suite réelle strictement positive telle que la série de terme général
Uy, CONVETEE.

On note le reste d’ordre n

—+o0
Rn = E Uk
k=n-+1

Etudier la nature des séries de termes généraux u, /R, et u,/R,_1.

Exercice 39 [02959 ] [Correction)]
Soit (u,) une suite réelle strictement positive et strictement croissante.
Nature de la série de terme général
Un+1 — Un
U

Exercice 40 [o3716] [Correction]
Soient (a,) une suite de réels strictement positifs et S, = >_}'_ ax.

a) On suppose que la série > a, converge, donner la nature de > a,/S,.
b) On suppose que la série > a,, diverge, montrer

a 1 1
Vn € N*, — < -
" 2 - Snfl Sn

n

3

En déduire la nature de > a,/S2.

¢) On suppose toujours la divergence de la série Y a,,.
Quelle est la nature de Y a,/Sp?

Exercice 41 [o03225] [Correction]
Soit f: [1;+4o00[ — R de classe C! strictement positive telle que

zf'(x)

f() »otee

leR
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a) On suppose £ > —1 ou £ = —1%. Montrer la divergence de la série En observant
“+o0 T .
sint
I = -1H" dt
S fn) D
n>1 n=0
déterminer le signe de I.
b) On suppose £ < —1. Montrer la convergence de la série
Z f(n) Exercice 45 [04131] [Correction]
n21 On pose
n (_1 k+1
LI s e — — Sn
Critére spécial sn=) " et un=Infe™ 1)
k=1
Exercice 42 [o1038] [Correction] a) Enoncer le théoréme des séries spéciales alternées, en faire la preuve.

b) Prouver que les suites (s5,)n>1 €t (up)n>1 convergent.

a) Justifier Pexistence, pour n € N de ) Etudier la nature de S .

R - +ZOO (_1)k s e a o o
e Etude de séries a termes positifs
b) Montrer que Exercice 46 [o1025] [Correction]

Ryt Ryoy = f (—1)k Soit (u,)nen une suite décroissante réelle. On suppose que la série Y u,, converge.
n n -
i E(k+1) a) On pose S, = Y. _, uk. Déterminer la limite de Sa,, — S,

b) En déduire 2nus, — 0.

¢) Déterminer un équivalent de R,,. n—+oo
d) Donner la nature de la série de terme général R,,. ¢) Conclure que nu, j 0.
n o0

Exercice 43 [o01036] [Correction]

Exercice 47 [03233] [Correction]
Montrer que

Yoo o Soient (uy) une suite décroissante de réels positifs et a un réel positif.
Z (_(;)1)? On suppose la convergence de la série
n=0 ' o
est un réel négatif. Z - n
Montrer

) ) n*tu, — 0
Exercice 44 [o1037] [Correction]

On rappelle la convergence de I'intégrale de Dirichlet

T sint Exercice 48 [ 02957 ] [Correction]
I'= 0 dt Soit (uy,) une suite réelle strictement positive, décroissante, de limite nulle.
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On suppose que la suite de terme général

n
E U — NUy,
k=1

est bornée.
Montrer que la série de terme général u,, converge.

Séries dont le terme général est défini par récur-
rence

Exercice 49 [o1097] [Correction]
Soit (uy,) la suite définie par ug € [0; 7] et pour tout n € N,

Up41 = 1 — cosuy,

Montrer que u,, — 0 et déterminer la nature de la série de terme général u,,.

Exercice 50 [o1098] [Correction]
Soit (uy,) la suite définie par ug > 0 et pour tout n € N,

Up1 = V1+un

Montrer que (u,) converge vers un réel .
Quelle est la nature de la série de terme général u,, — £7

Exercice 51 [o3371] [Correction]

a) Déterminer la limite de la suite définie par

e Un

n+1

ug > 0etVn e Nuyy =
b) Déterminer la limite de la suite définie par
Up, = NUp,

¢) Donner la nature de la série Y u,, et celle de la série > (—1)"u,

Exercice 52 [03012] [Correction)]
La suite (an)n>0 est définie par ag € |0;7/2] et

Vn € N,an11 = sin(ay,)

Quelle est la nature de la série de terme général a,, 7

Exercice 53 [01099] [Correction]
Soient ug € ]0;7/2[ et up+1 = sinu, pour tout n € N.

a) Montrer que u, — 07.
b) Exploiter u,41 — u,, pour montrer que »_ -, u> converge.

¢) Exploiter Inu,+1 — Inw, pour montrer que ano u2 diverge.

Exercice 54 [o02961] [Correction]
Soit (uy,) une suite réelle telle que ug > 0 et pour tout n > 0,

Uy =In(1 + tp_1)

Etudier la suite (u,) puis la série de terme général u,,.

Exercice 55 [02440] [Correction]
Soit (an)n>0 une suite définie par ag € R et pour n € N,

Qn

apy1 =1—e"

a) Etudier la convergence de la suite (ay,).
b) Déterminer la nature de la série de terme général (—1)"a,,.
c¢) Déterminer la nature de la série de terme général a2.

)

d

Déterminer la nature de la série de terme général a,, a I'aide de la série
Z In ( &ntl
Qn
Exercice 56 [o1101] [Correction]
Soit (uy,) la suite définie par ug € ]0;1[ et pour tout n € N,
Up1 = Uy — U2
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a) Existence et éventuellement calcul de Comparaison séries intégrales
+oo “+o0
Z u? et Z In(1 — uy,) Exercice 61 [00077 ] [Correction]
n=0 n=0 A T'aide d’une comparaison avec une intégrale, donner la nature de la série
b) Nature de la série de terme général u,, 7 Z 1
= Inn

Exercice 57 [o02951] [Correction]

Soit (un)n>o0 la suite définie par ug € [0;1] et Exercice 62 [01064] [Correction]
9 Déterminer la nature de la série de terme général
vn € Nyupy1 = up, — u,
1
a) Quelle est la nature de la série de terme général u,, ? Un = (In2)2 4 -+ (Inn)?

1+a

b) Méme question lorsque u,, est définie par la récurrence un41 = Uy — s,

(avec a > 0).
Exercice 63 [oo0664] [Correction]

Soit a € ]0;1[. Déterminer la nature de la série ", ., a¥™.
Exercice 58 [o1100] [Correction]

Soient (a,) une suite positive et (u,,) la suite définie par uy > 0 et pour tout n € N . )
Exercice 64 [o1063] [Correction]

Upi1 = Uy + In Déterminer la nature de la série de terme général
Montrer que la suite (u,) est convergente si, et seulement si, la série de terme Up = Z =
général a,, est convergente. Jo— k
Exercice 59 [ 02960 ] [Correction] Exercice 65 [o01066] [Correction]
Soit u € RN telle que ug € ]0;1] et que, pour un certain 3 > 0 et pour tout n € N, Pour o > 1, on pose
B — B N 400
Up g = Sinuy, _ 1 _ 1
) Sy=) —etRy= ) —
Etudier la nature de la série de terme général w,,. n=1 n=N+1

Etudier, selon a, la nature de la série Yot %.
Exercice 60 [02433] [Correction]

Soit v > 0 et (up)n>1 la suite définie par : Exercice 66 [ 01067 ] [Correction]

Soit 3 ,,5¢ un une série divergente de réels strictement positifs. On note
n
nu, Sy = Zkzo Uk
Montrer, a ’aide d’une comparaison intégrale que pour tout aw > 1, il y a
convergence de la série

uy >0et Vn > 1, upt1 = up +

a) Condition nécessaire et suffisante sur o pour que (u,) converge.
Un
. . i
¢) Equivalent de (u,, — £) dans le cas ou (u,) converge vers £. n>1""n

b) Equivalent de u,, dans le cas ol (u,) diverge.
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Exercice 67 [o1068] [Correction]
Pour o > 1 on pose

+oo 1

((a) =

n=1

nOé

Déterminer la limite de (o — 1)¢(a) quand « tend vers 1T

Exercice 68 [o1061] [Correction]

En exploitant une comparaison avec des intégrales, établir :

a) ZZ:1 VEk ~ %n\/ﬁ

b) In(n!) ~nlnn

Exercice 69 [o01069] [Correction]
En exploitant une comparaison série-intégrale, déterminer

+oo
. a
lim E S 2
a—400 n<+a

Exercice 70 [o02431] [Correction]
Soit a > 0,b > 0 et pour n € N*|

n

A, =

S|

k=1 k=1

Trouver lim,,~ A’?” en fonction de e.
n

Exercice 71 [o02434] [Correction]
Soit, pour x € R,

a) Nature la série de terme général

n+1
= / f(z)dz — f(n)

¢) Yo FinE ™
In(lnn)

Zn: (a+bk), B, =[] (a+bk)"/"

b) Nature de la série de terme général f(n).
(indice : on pourra montrer que sin (nl/ 3) n’admet pas de limite quand
n — 400

¢) Nature de la série de terme général

sin(n'/3)
n2/3

Exercice 72 [o02810] [Correction]
On pose f(z) = mgﬁinw) pour tout z > 1 et u,, = f:_l f(t)dt — f(n) pour tout
entier n > 2.

a) Montrer que f’ est intégrable sur [1;+oo.

b

) Montrer que la série de terme général u,, est absolument convergente.
¢) Montrer que la suite (cos(lnn)) diverge.
)

d) En déduire la nature de la série de terme général f(n).

Exercice 73 [03449] [Correction]
Soit f: [1;+400[ — C une fonction de classe C! telle que f’ est intégrable sur
[1;400].

a) Montrer que la série numérique > f(n) converge si, et seulement si, la suite
(f;" f(t)dt) converge.

b) Application : Etudier la convergence de

i" sin /i

n
n=1

Exercice 74 [o03045] [Correction]

Pour n € N*, soit
n

fn: xe]n;+oo[—>z

k=1

1
Tz —k

Soit a > 0. Montrer qu’il existe un unique réel, noté z,, tel que f,(x,) = a.
Déterminer un équivalent de x,, quand n — +o0.

Diffusion autorisée a titre entiérement gratuit uniquement - dD



[http://mp.cpgedupuydelome.fr] édité le 5 mai 2016

Enoncés 9

Exercice 75 [03086] [Correction]
Etudier

Exercice 76 [04069] [Correction]
Soit f: [0;4+o00] — R continue, positive et croissante.
Etablir que les objets suivants ont méme nature

e t -n 1 1
/0 Fle)dt, > fe™) et an<n>
Comportement asymptotique de sommes

Exercice 77 [o01032] [Correction]
Montrer la convergence de

puis la majoration du reste

Exercice 78 [01059 ] [Correction]
Soit a < 1. Déterminer un équivalent de

"1
> e
k=1

Exercice 79 [o1060] [Correction]
Soit a > 1. Donner un équivalent simple &

+oo

1

Ryv= > -
n=N+1

Exercice 80 [01089] [Correction)]
On pose

n 1
S, =
,;k+\/ﬁ

a) Donner un équivalent simple de S,,.
b) Montrer que
S, = Inn+C+o(1)

n—+

Exercice 81 [o1090] [Correction]
On pose

n

1
S O

k=1
a) Montrer que (S,),>1 converge vers une constante C.
b) Etablir que

Exercice 82 [03070] [Correction)]
Former un développement asymptotique a deux termes de

+001

2.

k=n+1

Exercice 83 [o03179] [Correction]

a) Sous réserve d’existence, déterminer pour o > 1

b) Sous réserve d’existence, déterminer

2n 1
i < —
Jdm 3 ()

k=n-+1
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Exercice 84 [01091] [Correction]

On pose
n
3k—1
w=11
k=1

a) Montrer qu'il existe des constantes a et 0 telles que
Inu, =alnn+ 8 +o0(1)

En déduire un équivalent de u,,.

b) Déterminer la nature de > o, tp.

Exercice 85 [o3ss2] [Correction]

Déterminer
n

lim I Bk—1)t/"

n—+oo n
k=1

Exercice 86 [o01092] [Correction]
Déterminer un équivalent simple de :
+oo 1 —+oo 1
a) 3 g E(nk+1) b) > k=1 E(n+k)

Exercice 87 [03226] [Correction]
Pour n € N*, on pose

3

H, =

S

I

N
el

Pour p € N, on pose
n, =min{n € N| H, > p}

Déterminer un équivalent de n, quand p — 400

Exercice 88 [o01325] [Correction]
Soit 7 € N. On note ®; le plus petit entier p € N* vérifiant

p
n=1

27

S|

a) Justifier la définition de ®;.

b) Démontrer que &; — +o0.
Jj—+oo

. P,
c) Démontrer -+ — e.
7 j—+oo

Exercice 89 [02950] [Correction]
Soit (uy)n>1 une suite d’éléments de R .

On pose
1 (< 1 =

On suppose que (vy,) tend vers a € R
Etudier la convergence de (wy,).

Exercice 90 [o4062] [Correction]
On pose

> =

Hy=)
k=1
a) Montrer la convergence de la série
S w12
k k
On pose
—+o0
1 1
ey i)
k=2
b) Etablir

H,=Inn+~v+¢,

avec £, qu’on exprimera a I’aide du reste d’une série convergente.

¢) En déduire

1 1
H, = lnn—l—’y—l——i—o()
+oo n

n— 2 n
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Nature de séries dépendant d’un parametre

Exercice 91 [o1082] [Correction]
Etudier en fonction de a € R la nature de

1
Zno‘lnn

n>2

Exercice 92 [o1062] [Correction]
Déterminer la nature de la série de terme général

1

tn = n(lnn)e

Exercice 93 [o1065] [Correction]
Déterminer la nature de la série de terme général

_VI+V24e4Vn

n

(avec a € R)

n

Méme question avec la série de terme général (—1)"u,,.

Exercice 94 [o2795] [Correction]
Soit a € R*. On pose, pour n € N*

B 1
ot ke

Nature de la série de terme général u,, 7

Un,

Exercice 95 [o2792] [Correction]
Nature de la série de terme général

nOt

Sk

ou « est réel.

Exercice 96 [o1081] [Correction]
Déterminer en fonction du parametre a € R la nature des séries de termes
généraux :

a) u, =e " b) u, = 20 ¢) u, = exp(—(lnn)%)

Exercice 97 [o1083] [Correction]
Soient a,b € R. Déterminer la nature de la série

Zlnn—i—aln(n—i— 1)+ bln(n+2)

n>1

Calculer la somme lorsqu’il y a convergence.

Exercice 98 [o1084] [Correction]
Soient a,b € R. Déterminer la nature de la série

d o Vn+avn+1+bv/n+2

n>1

Calculer la somme lorsqu’il y a convergence.

Exercice 99 [o10s85] [Correction]
Déterminer une condition nécessaire et suffisante sur les réels a, b, ¢ pour qu'’il y
ait convergence de la suite de terme général

b

a c a b c
VR RV SV

Exercice 100 | o1086] [Correction]
Soit A un réel. Etudier la nature des séries de terme général

A" A2 1

Tl T e T T

Up,

Exercice 101 [o1088] [Correction]
Déterminer en fonction de o € R* | la nature de

="
Z ne + (_1)n
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Exercice 102 [o1087] [Correction] Exercice 107 [o02798] [Correction]
Soit o > 0. Préciser la nature de la série ), -, u, avec Soient a € R et f € C°([0;1],R) telle que £(0) # 0. Etudier la convergence de la
B série de terme général
(=1)" 1 [
Up = —F—7———— = — n
" ne + (—1)" Un =05 ), f")de
Exercice 103 | o2515] [Correction] Exercice 108 [ 02799 ] [Correction]
Etudier la nature de la série de terme général Soient o > 0 et (u,) une suite de réels strictement positifs vérifiant
1" 1 1
unzln(l—i—sin(na) ) uib/"zl—w—i-o(na)
pour a > 0. La série de terme général u,, converge-t-elle ?
Exercice 104 | 02790 ] [Correction] Exercice 109 [ 02802 ] [Correction]
Nature de la série de terme général Soient (a,a) € Ry x R et, pour n € N* :
_1 n n 1/k>
un:ln(l—i-( )) Uy = @ k:l/
nll

a) Pour quels couples (a, @) la suite (u,) est-elle convergente ? Dans la suite, on

oua > 0. suppose que tel est le cas, on note £ = limu,, et on pose, si n € N*,

Up = Uy — £
Exercice 105 [o2791 ] [Correction]
Nature de la série de terme général b) Nature des séries de termes généraux v, et (—1)"v,,.

un = In <\/ﬁ\/+(71)n>
n-+a

Exercice 110 [ 03429 ] [Correction]
Soient p € N et a > 0. Déterminer la nature des séries de termes généraux
Exercice 106 | 02430 ] [Correction]

p p
/4
On note u, = [, (tant)"™ dt.

a) Déterminer la limite de uy,. Exercice 111 [o3704 ] [Correction]

b

)
¢) Donner la nature de la série de terme général (—1)"u,,.
)

oua € R.

Trouver une relation de récurrence entre u,, et u,s.
a) En posant z = tant, montrer

1+asin®(t) 2y1+a

d) Discuter suivant a € R, la nature de la série de terme général u,, /n®. /ﬂ/ 2 dt -
0
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b) Donner en fonction de o > 0 la nature de la série

g dt
Z/O 1+ (nm)osin?(t)

(n+1)7 dt
Z /m 1+t sin?(t)

d) Donner la nature de 'intégrale
/+oo dr
o 1+tosin?(t)

Exercice 112 [ o2423] [Correction]
On pose

¢) Méme question pour

= L Gy T 2 Gy

a) Déterminer la nature de la série de terme général u,, selon a.

b) Déterminer la nature de la série de terme général v,, selon .

Exercice 113 [o3104 ] [Correction]

Exercice 116 [01047 ] [Correction]
On donne Zk 1 kQ = % Calculer

iil
2 2
LR (k+1)

apres en avoir justifié I’existence.

Exercice 117 [03895] [Correction]

Existence et valeur de
~— (-1)"
> In (1 + >
n=2 n

Exercice 118 [03633] [Correction]

Existence et calcul de
§:m<1_)

Exercice 119 [o1058] [Correction]
En utilisant la formule de Stirling, calculer

On note a,, le nombre de chiffres dans ’écriture décimale de 'entier n > 1. Pour +00
(=1)*In (1 + )

quelles valeurs de z € R y a-t-il convergence de la série

An
>
n3

Calcul de somme

Exercice 114 [01049 ] [Correction]

Existence et valeur de Z:)% erEsyEl +1)2 sachant Z iz = %.

Exercice 115 [o1048 ] [Correction]
Nature puis somme de la série

1
Z nn+1)(n+ 2)

n>1

Z_

n=1

Exercice 120 [01050] [Correction]

Sachant Y o = = e, calculer
X1 | X2
PR D
n=0 n=0

Exercice 121 [ 02806 ] [Correction]
Nature et calcul de la somme de la série de terme général

+oo _1k
Sy

k=n
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Exercice 122 [ 02426 ] [Correction]
Calculer pour z € |—1;1]

+oo n

Z (1 —2m)(1 —zn+t)

n=1

Exercice 123 | 03448 ] [Correction]
Existence et valeur pour m > 1 de

+oo 1
Sm:;n(n—i—l)...(n—i—m)

Exercice 124 |[o3622 ] [Correction]
Calculer la somme de la série de terme général

u, = arctan

n?+3n+3
Exercice 125 |[o1057] [Correction]
Pour p € N, on pose
00 nP
ap = 27
n=0
a) Montrer que a, existe puis exprimer a, en fonction de ao, ..., ap_1.

b) En déduire que a, € N.

Exercice 126 | o2s01 ] [Correction]
Soient « dans R*, a et b dans R\ N. On pose
n—a

uozaetVneN,un+1=m

un

Etudier la nature de la série de terme général u,, et calculer éventuellement sa
somme.

Exercice 127 [o01053] [Correction]
On pose

1
Up = / " sin(rax) dz
0

Montrer que la série > u,, converge et que sa somme vaut
T sint
/ SInt g
o t

Exercice 128 [ 03796 ] [Correction]
Convergence et somme de la série Y, -
Convergence et somme de

1
k2—1"

[VEFT] - | VE|
k

Exercice 129 [ 02803 ] [Correction]
Etudier

n m
lim lim )y (=1)H
n—o0 m—oo

i=0 j=0

Calcul de somme par la constante d’Euler

Exercice 130 [o1055] [Correction]
Justifier et calculer

> o
—n(2n—1)

Exercice 131 [o02354] [Correction]

Existence et calcul de
—+o00

on+6
nz::l n(n+1)(n +2)
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Exercice 132 [o1046 ] [Correction]
Existence et calcul de
+oo 1

Z:l nn+1)2n+1)

Exercice 133 [o01054 ] [Correction]
On rappelle 'existence d’'une constante ~ telle qu’on ait

n
k=1

a) Calculer la somme de la série de terme général u,, = (—1)""1/n.

=Ilnn+~v+o(1)

| =

b) Méme question avec u, =1/nsin #0 [3] et u, = —2/n sinon.

Exercice 134 [ 02804 ] [Correction]
Convergence puis calcul de

+o00 1

le+22++n2

n=1

Exercice 135 [ 02964 ] [Correction]

Calculer
i 3 N 1 N 1
= dn +1 dn+2 4n+3  4dn+4

Exercice 136 | o1056 ] [Correction]

a) Donner un développement asymptotique & deux termes de

n

unzzm?p

p=2

On pourra introduire la fonction f: ¢ +— (Int)/t.

b) A Paide de la constante d’Euler, calculer

“+o0

n=1

Exercice 137 [02428] [Correction]

On pose
_Inz

flz) = —

xT

a) Nature des séries de termes généraux f(n) puis (—1)"f(n).

b) Montrer la convergence de la série de terme général

o - [ s

1

¢) Calculer
+oo

> (=1)"f(n)

n=1

Indice : On pourra s’intéresser a la quantité

23 f(2k) =Y f(k)
k=1 k=1

Calcul de somme par dérivation ou intégration

Exercice 138 [o1052] [Correction]
Soit a > 0. Montrer

Exercice 139 [o1051] [Correction]
Soit « € |—1;1[. Calculer

+oo
>kt
k=0

Exercice 140 [ 02805 ] [Correction]
Calculer

Diffusion autorisée a titre entiérement gratuit uniquement - dD



[http://mp.cpgedupuydelome.fr] édité le 5 mai 2016

Enoncés 16

Exercice 141 [o01338] [Correction]

Calculer
+oo
Z 1
o (4n+1)(4n + 3)

Application a I’étude de suites

Exercice 142 |[o1070] [Correction]
Calculer la limite de

R S L.
tn = 2 n n+1l n+2 n2

Exercice 143 [ 02809 ] [Correction]
On pose

1 1
n+1+n+2+'“+%

a) Montrer que la suite (a,) converge et trouver sa limite \.

Ay =

b) Trouver un équivalent simple de a,, — A.

Exercice 144 [o1072 ] [Correction]
Pour tout n € N, soit

Uy, =
a) Déterminer un équivalent de
Inupyr — Inuy,

En déduire que u,, — 0.

b) Montrer que nu, — +00. En déduire la nature de la série > u,,.

¢) On pose v,, = 25 En observant et en sommant les égalités

(2k 4+ 4)vp41 = (2k + 1)vg, calculer T,, = >;'_, vi, en fonction de n et v, 41.
En déduire la valeur de

“+o0
>
—n +1

Exercice 146 [o1078] [Correction]
Soient 0 < a < b et (uy)nen une suite strictement positive telle que pour tout

neN
’ un+1_n—|—a

un  m+b

a) Montrer que u,, — 0. On pourra étudier In(u,,).
n—-+oo

b) Soient a € R et v, = n%uy,. En étudiant (v, ),>1, montrer qu'il existe A > 0

tel que
A

~J
" n—-+4o00 nb—a

U
¢) On suppose b — a > 1. En écrivant
(n+ Dups1 — nuy = auy, + (L — b)up41

donner la valeur de la somme

“+o0
D> un
n=0

Exercice 147 [o1080] [Correction]
Soit (uy,) une suite de réels strictement positifs telle que

n 1
u+1:1+z+0<nz>, avec a € R

b) En s’inspirant de ce qui précede, établir que y/nu,, — C > 0 (on ne cherchera U

pas expliciter la valeur de C).

Exercice 145 |[o1073] [Correction]

Pour tout n € N, on pose
(2n)!

(27n!)?

a) Déterminer un équivalent de Inu,+1 — Inw,. En déduire que u,, — 0.

Up =

a) Pour quel(s) g € Ry a-t-il convergence de la série de terme général

(n + 1)ﬁun+1 ?

v, = In
nPu,

b) En déduire qu’il existe A € R pour lequel

Uy ~ An®
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Exercice 148 [o1079] [Correction]
Pour o € R\ Z™*, on considére (uy),>1 définie par

up =1et upy1 = (14 a/n)uy,

a) Pour quel(s) 8 € R y a-t-il convergence de la série de terme général

v, = In ((n + 1)5un+1) ?

nPuy,

b) En déduire qu’il existe A € R pour lequel u, ~ An®.

Exercice 149 [o1074 ] [Correction]

Montrer que

nle™

Up = —F175
n nn+1/2

a une limite non nulle.

Exercice 150 [o1077] [Correction]

Etudier la limite de .
1—u)" -1
Uy = / % du+Inn
0 u

Exercice 151 [o1075] [Correction]

Soit
e f1 )

k=2

Montrer qu’il existe A € R tel que

Exercice 152 [o1071] [Correction]
Soit a > 0.

a) Déterminer la limite de la suite de terme général

_ala+1)...(a+n—1)

n =

n!

b) Quelle est la nature de la série de terme général u,, ?

Exercice 153 [ 02429 ] [Correction]
On fixe x € R%. Pour n € N*, on pose

nl - T
= IIm (1 7)

a) Etudier la suite de terme général In(u, 1) — In(u,).
En déduire que la suite (uy,),>1 converge et préciser sa limite.

b) Etablir 'existence de a € R tel que la série de terme général :

1) <)~ (12

converge.
¢) Etablir lexistence de A € R* tel que u,, ~ An®.

d) Etudier la convergence de la série de terme général u,,.

Exercice 154 [ o2784] [Correction]
Soit ug € ]0; 27| puis
Vn € N, upy1 = sin (uy,/2)
a) Montrer que (u,) tend vers 0.
b) Montrer que lim(2"u,,) = A pour un certain A > 0.

¢) Trouver un équivalent simple de (u,, — A27"™).

Exercice 155 [ 03047 ] [Correction]
Soit (u,) une suite complexe telle que pour tout p € N*, wy, — u, — 0. Peut-on
affirmer que la suite (u,,) converge ?

Exercice 156 |[o02418] [Correction]
Former un développement asymptotique & trois termes de la suite (u,,) définie par

uy =1etVn € N uypq = (n+ul~H)"
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Exercice 157 [ 02949 ] [Correction]
Etudier la limite quand n — +oo de

Exercice 158 [ 03057 ] [Correction]
On note (2p)n>1 la suite de terme général

it
Zn = 2nexp (\Z/ﬁ)

. 2n—12n —2 2n —n
lim

n—-+oo zn—lzn—2 Zp — 1N

Etudier

Etude théorique

Exercice 159 [o01033] [Correction]
Montrer que la somme d’une série semi-convergente et d’une série absolument
convergente n’est que semi-convergente.

Exercice 160 [ 02962 ] [Correction]
Donner un exemple de série divergente dont le terme général tend vers 0 et dont
les sommes partielles sont bornées.

Exercice 161 [ 03097 ] [Correction]
On dit que la série de terme général u,, enveloppe le réel A si, pour tout entier
naturel n, on a :

up Z0et |A— (up+ur 4+ +up)| < |upsi]

On dit qu’elle enveloppe strictement le réel A s'il existe une suite (6),)n>1
d’éléments de ]0; 1] telle que pour tout entier naturel n :

A—(ug+ur+ -+ up) =pp1Unta

a) Donner un exemple de série divergente qui enveloppe A > 0.
Donner un exemple de série convergente qui enveloppe un réel.
Donner un exemple de série convergente qui n’enveloppe aucun réel.

b) Démontrer que, si la série de terme général u,, enveloppe strictement A, alors
elle est alternée.
Démontrer que A est alors compris entre deux sommes partielles consécutives.

¢) Démontrer que, si la série de terme général u,, est alternée et que, pour tout
entier n € N*
A — (ug+wus + - +uy,) est du signe de u,41, alors, elle enveloppe
strictement A.

d) Démontrer que, si la série de terme général u,, enveloppe A et si la suite de
terme général |u,,| est strictement décroissante, alors, la série est alternée et
encadre strictement A.

Exercice 162 [ 03207 ] [Correction]
Soit E V'ensemble des suites réelles (uy, ), >0 telles que

Upto = (N + Dtpy1 + up

a) Montrer que E est un espace vectoriel de dimension 2.

b) Soient a et b deux éléments de F déterminés par

CL():l b():O
{alo et {bl].

Montrer que les deux suites (a,,) et (b,) divergent vers +oo.

¢) Calculer
Wy = an—i—lbn - anbn-i-l

d) On pose ¢, = a, /by, lorsque Pentier n est supérieur ou égal & 1. Démontrer
I'existence de
{= lim ¢,
n—-+oo

e) Démontrer l'existence d’un unique réel r tel que

lim (a, +71b,) =0

n—-+oo

Exercice 163 [ 02538 ] [Correction]

Soit f de classe C? sur [0;+oo| telle que f” est intégrable sur [0;+oo] et telle que
+oo
0

a) Montrer que

lintégrale f(t) dt soit convergente.

lim f'(x)=0et lim f(z)=0

xr——+00 xr——+00
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b) Etudier les séries

S rmyet Y Fn)

Exercice 164 [03917] [Correction]
Soit e = (e, )nen une suite décroissante & termes strictement positifs telle que la
série > e, converge.

On pose
—+oo —+oo
s:Zenetrn: ZekpourneN
n=0 k=n+1

On introduit
“+o0
G = {Z dnen | (dn) € {~1, 1}N}
n=0

On dit que la suite e est une base discrete lorsque GG est un intervalle.
a) Montrer que G est bien défini. Déterminer son maximum et son minimum.

b) On suppose dans cette question que (e, ) est une base discréte. Montrer que
en < ry, pour tout n € N.

¢) On suppose que e, <1, pour tout n € N. Soit ¢ € [—s;s]. On définit la suite
(tn) par
th,+e, sit, <t

t, — e, sinon

to_Oettn+1_{

Montrer que

|t_tn‘ Sen""rn

et conclure.

d) Dans cette question, on suppose e, = 1/2™ pour tout n € N.
Déterminer G. Quelles suites (d,,) permettent d’obtenir respectivement
0,1,1/2,2 et 1/37
Pour z € G, y a-t-il une unique suite (d,,) € {—1,1}" telle que

—+o0
T = g dpen ?
n=0

Transformation d’Abel

Exercice 165 [01043] [Correction]
Pour n € N*, on pose

n

n .
. sin k
Enzz:smketSn: p
k=1 k=1
a) Montrer que (X,),>1 est bornée.
b) En déduire que (S,)n>1 converge.
Exercice 166 | o02352] [Correction]
Soit # € R non multiple de 27. On pose
- cos(nb)
Sy, = ko) et u, = ———=
Zcos( ) et u p

k=0

a) Montrer que la suite (S, )nen est bornée.

b) En observant que cos(nf) = S, — S, _1, établir que la série de terme général

un converge.

c) En exploitant I'inégalité |cos x| > cos? x, établir que la série de terme général
|un,| diverge.

Exercice 167 |[o1041] [Correction]
Soient (a,) une suite positive décroissante de limite nulle et (.S,,) une suite bornée.

a) Montrer que la série Y (a,, — an4+1)S, est convergente.
b) En déduire que la série > a, (S,
¢) Etablir que pour tout € R\ 27Z, la série 3 cos(ne) et convergente.

n

— S,,—1) est convergente.

Exercice 168 [ o2s82] [Correction]

a) Montrer Pexistence, pour 6 € |0; 7, d’un majorant My de la valeur absolue de

Sy = Z cos(k0)
k=1

Diffusion autorisée a titre entiérement gratuit uniquement - dD



[http://mp.cpgedupuydelome.fr] édité le 5 mai 2016

Enoncés 20

b) Montrer que x I—\/i est décroissante sur [2; 400].

¢) En remarquant de cos(nf) = S, —
terme général

Sn_1, étudier la convergence de la série de

vn

Uy, =
n—1

cos(nd)

d) En utilisant |cos(kf)| > cos?(kf), étudier la convergence de > |u,,|.

Exercice 169 [o1042 ] [Correction]
Soit z, le terme général d’une série complexe convergente. Etablir la convergence

de la série
Zn

n>1

Exercice 170 [o03684] [Correction]
Soit z, le terme général d’une série complexe convergente. Etablir

SN
ko n

k=n

Exercice 171 [o3685] [Correction]
Soit (a,) une suite complexe. On suppose que la série ) %= diverge.
Etablir que pour tout a € ]—oc; 1], la série 3 “n diverge aussi.

Exercice 172 [o1028] [Correction]
Soit (un)n>1 une suite décroissante de réels strictement positifs.

a) On suppose que Y u, converge. Montrer que la série de terme général
Up = n(Up — Upt1) converge et

—+o0 “+ o0
D tn=) un
n=1 n=1

b) Réciproquement, on suppose que la série de terme général n(u, — tn41)
converge. Montrer que la série de terme général u,, converge si, et seulement
si, la suite (uy,) converge vers 0.

¢) Donner un exemple de suite (u,,) qui ne converge pas vers 0, alors que la série
de terme général n(u, — u,+1) converge.

Exercice 173 [03673] [Correction]

Soit (un)p>1 une suite décroissante de réels de limite nulle.

Montrer que les séries > u,, et > n(u, — t,41) ont méme nature et que leurs
sommes sont égales en cas de convergence.

Exercice 174 [o3s879] [Correction]

On donne une suite réelle (ay,).

On suppose que les séries > a, et Y |an+1 — a,| convergent. Montrer que la série
3" a2 converge.

Théoréme de Cesaro

Exercice 175 [00307] [Correction]
Soit (un)n>1 une suite réelle convergeant vers ¢ € R. On désire établir que la suite
(Un)n>1 de terme général

R R R

n =

n

converge aussi vers £. Soit € > 0.

a) Justifier qu'il existe ng € N tel que pour tout n € N, n > ng entraine
lun, — €] < /2
b) Etablir que pour tout entier n > ng on a :

n—ngée

up — L+ |up, — £
=l g = 1]

n'_£ <
[v = n n 2

¢) En déduire qu’il existe n; € N tel que pour tout n € N, n > n; entraine
v, — €| < e
d) Application : Soit (u,) une suite réelle telle que w1 — u, — a # 0.

Donner un équivalent simple de wu,,.

Exercice 176 | 00308 ] [Correction]
Soit (uy,) une suite réelle.
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a) On suppose que (u,) converge vers ¢ et on consideére

u1 + 2ug + - - + nuy,

n =

n2
Déterminer lim,,_; 4 o vy, .
b) On suppose
Up — Un—1
—/
n
Déterminer
. Un,
lim —
n—oo N2

Exercice 177 [o00309 ] [Correction]
Soit (uy,) une suite de réels strictement positifs.

On suppose
Unp+1

— £ €]0;+o0]

Unp
Montrer

VIn|un — ¢

Exercice 178 [o03219] [Correction]
La suite (un)n>0 est définie par ug > 0 et

Yn € N upp1 = In(l + uy,)

a) Déterminer la limite de la suite (un)n>0

b) Déterminer la limite de
1 1

Un+1 Up

c¢) En déduire un équivalent de (up)n>0

Exercice 179 [03220] [Correction]
La suite (un)n>0 est définie par ug € |0;7/2] et

Vn € N, up41 = sin(uy,)

a) Déterminer la limite de la suite (un)n>0

b) Déterminer la limite de
1 1
Uppl U

¢) En déduire un équivalent de (un)n>0

Exercice 180 [ o3850 ] [Correction]
Soit > u, une série & termes positifs convergente. On note

+oo
an Z Uk

k=n-+1

et on suppose
U, ~ R?

Déterminer un équivalent de u,,.

Condensation

Exercice 181 | 02796 ] [Correction]
Soit (uy,) une suite réelle décroissante et positive. On pose

Uy, = 2™ Ugn

Déterminer la nature de Y v, en fonction de celle de > u,.

Exercice 182 [ 03676 ] [Correction]
[Critere de condensation de Cauchy]

a) Soient (u,)nen une suite réelle décroissante, positive et p € N tel que p > 2.

On pose
Up = P Upn

Montrer que

E uy, converge si, et seulement si, E v, converge

b) Application : Etudier la convergence des séries

1 1
t -
annne annnln(lnn)
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Exercice 183 [o03677] [Correction]
Soit (un)nen une suite réelle décroissante et positive. On pose

Uy = NUp2
Montrer que

E u, converge si, et seulement si, E v, converge

Exercice 184 [o2797] [Correction]
Soit (uy,) une suite décroissante d’éléments de R, de limite 0. Pour n > 1, on pose

Un = Tl2’u,n2

Y a-t-il un lien entre la convergence des séries de termes généraux u, et v, 7
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Exercice 1 : [énoncé]

a) Up ~ % donc par comparaison de séries & termes positifs, la série est
divergente.

n

b) u, ~ % ~ e~ " donc par comparaison de séries a termes positifs, la série est
e
convergente.

¢) u, =0 (n—ls) donc la série est absolument convergente.

d) uy, ~ 5 donc par comparaison de séries & termes positifs, la série est
divergente.

Exercice 2 : [énoncé]

a) up = exp(—n?In(l + 1/n)) = exp(—n + o(n)) donc nu, = 0 et la série

n—-+0oo
est absolument convergente.

b) w, > 1/n donc par comparaison de séries & termes positifs, la série est

divergente.
2 7 .
c) n2u, = —2— = e2ln(n)~In(m)In(lnn) _o () qonc la série est absolument
(Inn) n——+oo
convergente

Exercice 3 : [énoncé]

On a

1" 1
NUy = () = exp {—lnn] —1
n n

donc pour n assez grand

et par comparaison de série & termes positifs on peut affirmer que > u,, diverge.

Exercice 4 : [énoncé]
C’est une série a termes positifs aux sommes partielles majorées car

D uk < 22% < +oo
k=1 k=1

donc la série converge.

Exercice 5 : [énoncé]

On a N
1 1
o2 -of2)
n n
et
n3/? — Ln?’ﬂJ +n=n+0(1)~n
donc

e—(1+2)" _of}
n3/2 — |n3/2| +n N n?

ce qui permet de conclure a une absolue convergence.

Exercice 6 : [énoncé]

a) L’intégrale définissant u, est bien définie car elle porte sur une fonction sur le
segment [0;1]. On peut aussi la comprendre comme une intégrale impropre
convergente sur [0; 1]

/1 dz / dx
U”n: _— = _—
o 14+z+4+--- 42" o l+z+---+an

et par sommation géométrique

dx 1—=x
n: n+1dx
paf L@t ta Jpal -2

1—2z
fule) = =

Posons

Sur [0; 1], la suite de fonctions (f,) converge simplement vers la fonction
frx—1—ux
Les fonctions f, et f sont continues par morceaux et

1—2z

Tt =1=¢(z)

1—2
“ 11—z

avec @ intégrable. Par convergence dominée
! 1
Up — (1—z)de ==
0 2

et donc la série Y u, diverge grossiérement.
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b) On amorce les calculs comme au dessus pour écrire

1 1
TLd n
Un:/ L:/ T - da
o 1+x+---+2an o 1 — gntl

Par intégration par parties impropre justifiée par deux convergences

1

puis finalement

C

< _
= )2

La série & termes positifs Y v, est donc convergente.

1 1
" 1 n 1 n
/0 1_795714-1(1 —z)dr = {_n 1 In(1—2"")(1 - x)} Thnad /0 In(1 - 2") dgxercice 7 : [énoncé]

0

Le terme entre crochet est nul (il suffit d’écrire x = 1 — h avec h — 0, pour

étudier la limite en 1)
11 reste

Up = —

1
/ In(1 — 2" ™) da
0

Par développement en série entiere de la fonction u — — In(1 — u)

1 400
1
vnf/ (VR g
0

n+1

Posons 1

gr(T) = =gt
k

La série de fonctions Y gx converge simplement sur [0; 1] en vertu de la

décomposition en série entiere précédente.

Les fonctions gy et la fonction somme Z?z gr: x+— —1In(1 — 2™™1) sont

continues par morceaux.

Enfin, les fonctions g, sont intégrables sur [0; 1] et

+oo 1

1
= (n+1)k d
’ B (GRS

< 400

On peut donc intégrer terme a terme pour écrire
donc

1 X1 ! 1 X 1
Z 7/ AL P
n+1e=FkJo n+1k:1k((n—|—l)k+1)

+oo

1
— k((n+ 1k +1) = (n+1);ﬁ

Unp =

Or

On sait
"1
Do g =ln+y+o(l)
k=1
et donc
a ::1 % elnalnn+'ylna+o(1) - e“na

n-— Ina
Par équivalence de séries a termes positifs
g Zk L F converge <= —lna>1
n>1

ce qui fournit la condition a < e™!.

Exercice 8 : [énoncé]

a) Posons v, = n%u,,.

1 1 1
Invy,41 —Inv, = aln (l—l—) + In <l—a—|—O (2)> =0 <2>
n n n n

La série > (Inv,41 — Inw,) est donc absolument convergente et par
conséquent la suite (In(v,,)) converge.
Ainsi, v, — e/ > 0 avec £ = lim,,_, y o Inv,, puis

el

Uy ~ —.
n—+oo N

Par équivalence de séries a termes positifs, > u, converge si, et seulement si,
a> 1.
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b)

On reprend ce qui précede en 'approfondissant. . .
Puisque le reste d’une série dont le terme général est en O (1 /nQ) est en

O(1/n),on a
Inv, =£+0 <1)
n

L
e 1
%:na+OQWH>'

Pour que > (—1)™u,, converge, il est nécessaire que u,, — 0 et donc a > 0.

puis

. 7. £
Inversement, si o > 0 alors la série ) (—1)" <5

et la série Y O (#) converge absolument.
Finalement, la série > (—1)"u,, converge.

converge par le critere spécial

Exercice 9 : [énoncé]

a)

Via télescopage, on obtient pour tout n > N

U
0<u,< —an
UN

donc u, = O(vy).
Soitl<ﬂ<aetvn:#.

v"+1: 1 :1_§_|_0 l
Up, (1+l)ﬁ n n

A partir d'un certain rang

Un+1 < 'Un+1

Un Un
donc u,, = O(vy,) or Y v, converge absolument donc > u,, aussi.

Pour n assez grand

Untl o g 1 1/(n+1)
Up n+1  1/n
donc
=~ 0(un)
n_ n

Puisque la série Y 1/n est divergente, un argument de comparaison de séries
a termes positifs permet de conclure que Y u,, est aussi divergente.

Exercice 10 : [énoncé]

a)

Le rapport “Z—:l tend vers 1 donc la suite (u,,) est de signe constant & partir

d’un certain rang; quitte a passer a ’opposé on peut supposer u,, > 0 pour n
assez grand.
Posons

wyp, = In((n 4 1) upy1) — In(ntuy,)

n n

est le terme général d’une série absolument convergente. Par conséquent la
suite (In(n*u,,)) converge et donc (n*u,,) aussi.

On a

On a

n

Posons u,, =

n__
nlem”

u"+1:1_1+0<1)

Up, 2n n2

En reprenant Pétude qui précede on peut affirmer que n'/2u,, — ¢ > 0 donc
> uy, diverge.
Ce résultat peut étre confirmé par la formule de Stirling.

Exercice 11 : [énoncé]

a)

b)

Un+1 n+1 2 1 2 1
wn 3+ 1) 3+l 30 o\ %
et
Un+1 . 1 3

1
R I (>
o (14 1/n)Y" dn " \n

donc pour n assez grand,
un+1 Z anrl
Un Un

La suite de terme général 7= est positive et croissante a partir d’un certain
rang donc il existe a > 0 et N € N tel que pour tout n > N, u,, > av,. Or
> v, diverge donc Y u,, aussi.
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Exercice 12 : [énoncé]
On peut écrire

-3n+1 -3n—+2 :3n+3 -3n+1 1 + - + -2 1 1
j L L _ 4y J)+O< 2)0( 2)
Van+1l V3n+2 V3n+3no+ V3n n3/ n3/
donc la série des termes
j3n+1 j3n+2 j3n+3
Vin+1 V3n+2 V3n+3

est absolument convergente. Ainsi, il y a convergence des sommes partielles
3n jk
Ssn = —
" ; vk

Puisque, les termes

j3n+1 j3n+2

V3n+1 V3n+2

sont de limite nulle, on a aussi convergence des sommes partielles

3ntl 3n+1
S. = J_ =S5 + J
3n+1 ; \/E 3n m
3n+1 ]k j3n+2
Sany1 = == S T ——
vk V3n +2

E

—

Les trois suites extraites (Ss5,), (S3nt1) et (S3n42) convergeant vers une méme
limite, on peut affirmer que la série ]—\/ﬁ est convergente.

Exercice 13 : [énoncé]

a) |u,| ~ 1/n? donc la série > u,, est absolument convergente donc convergente.

b) On applique le critere spécial et on conclut que > u,, converge.

o

n+1

_ ™ 3w 1Y)  (—1)"*t'3x 1

donc > u, converge.

)
)
) Uy = D" + 0O (#) et on peut conclure que Z U, converge.
)

[=¥

Exercice 14 : [énoncé]
Il s’agit d’une série alternée.

1 n
| = —
In /[n]n! - ,;:1 Ink

et ainsi In \/[n]n' est la moyenne arithmétique de In1,In2,...,Inn et donc

In /[n)n! <In/[n+1)(n+1)!

puis
1

1
VInln = VIn+1](n+ 1)

De plus par la croissance de la fonction z — In z,

1 L
fE 1nk;27/ Inzdr=Inn—-1— +oo
"= nJ

et donc
1

VInn! -0

Finalement on peut appliquer le critére spécial des séries alternées et conclure.

Exercice 15 : [énoncé]

On a
sin (nr+ ) = (=1)"sin = = Sl <1>

donc la série est semi-convergente.

Exercice 16 : [énoncé]

Ona 1 1 1 1 1
1“<1‘n>:‘n‘w‘w+o<m>
donc
un—cos<n7r+7r+7r+0<1)>
2 3n n2
puis

Lyt [ L G D L
up = (—1) bln(3n+0(n2>)— ™ +0 3

Le terme général u,, est somme d’un terme définissant une série convergente par le
critére spécial et d’un terme définissant une série convergeant absolument.
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Exercice 17 : [énoncé]
Par comparaison avec une intégrale :

>

%\H

k=1
On a alors
—1” 1
un:Z:( ) 14 (—1)n—1
k=1 .
f Zk 1 VE
—-1)" 1 1
( ) + 57 T o0

eV (D) \(Shs)

La série de terme général
(_1)77,
Y1
k=1 VR
converge en vertu du critere spécial.

On a

1 1 1
7 +o ~ 4

n 1 n 1 2 4n
D k=1 VE k=1 7%
donc par comparaison de série a termes positifs il y a divergence de la série de
terme général

1 +o 1
(Tng) \(Em)

Par sommation d’une série convergente et d’une série divergente la série de terme
général diverge.

Exercice 18 : [énoncé]

a) On a

donc > u, converge.

b) On a

" (-1)" _yr +O< 1 >

lnn—i—%—ko(%) Inn  nln’n nin®n

Or la série de la série de terme général nh;? — est absolument convergente
(utiliser une comparaison avec une intégrale) donc > u,, est convergente.

¢) Ona )
tn = (;1171 * (1n1n)2 to ((ln1n)2>

(—1)"
Inn

La série de terme général est convergente alors que la série de terme

général 2 )2 +o0 ( W )2> est divergente par équivalence de séries a termes

positifs. On conclut que > w, est divergente.

Exercice 19 : [énoncé]
vni+l=n+ % +0 (n%) donc u,, = G 1) +0 (#) est terme général d’une

série convergente.

Exercice 20 : [énoncé]
En développant par la formule du binéme de Newton

2= ()t

k=0

puis en simplifiant les termes d’indices impairs

ln/2]
n

2 m4(2— =29 QnT2P3P ¢ 97,

(2+V3)" +( ;:0 <2p) RE=

On en déduit

U, = —sin ((2 — \/g)"w)

Puisque |2 — \/5’ <1,
Uy ~ —(2 —V3)"w

est terme général d'une série absolument convergente.
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Exercice 21 : [énoncé]
Puisque u,, — 0, il revient au méme d’étudier la nature de la série de terme
général

Up = U2p + U2n+1

Or
sin(In(2n + 1)) — sin(In 2n)

2n+1

sin(ln 2n)
vy =
on(2n + 1)

D’une part
sin(ln 2n)

et d’autre part en vertu du théoréme des accroissements finis, il existe ¢ compris

entre In 2n et In(2n + 1) tel que

sin(In(2n + 1)) — sin(In 2n)
2n+1

2n+1 - n?

_ cos(c) (In@2n +1) ~In2n) _ < 1 )

On en déduit que v, = O (1 / n2) et donc la série de terme général v,, est
absolument convergente donc convergente.

Exercice 22 : [énoncé]
Posons

Pour les entiers k appartenant a I'intervalle

[e—ﬂ'/4+2nﬂ' : eﬂ/4+2nﬂ']

on a
cos(In k) S L 1
k - ﬁew/4+2nﬂ’
Posons
an = E (e—‘n'/4+2n7r) et bn - F (e‘n'/4+2n7r)
On a
on cos(Ink) _ b, —a 1
San = Sb, = Z > = 2
" " - 7 /442nT
k=an+1 & V2 e /
Or, par encadrement,
b, —a
n_ Tn e T/2
eTm/4+2nm - (]' € )

donc (S,,, — Sp,,) ne tend pas vers 0. Or ay,, b, — +0o donc la série étudiée ne
peut converger.

Exercice 23 : [énoncé]

Montrons que la série étudiée est divergente. Notons .S, la somme partielle de rang
n de cette série. Nous allons construire deux suites (a,,) et (by,) de limite +oo telles

que Sp, — S,, ne tend pas zéros ce qui assure la divergence de la série étudiée.
Soit n > 1 fixé. Les indices k vérifiant

QnW—ZS\/EngT—I—%

sont tels que
Re(ei\/g) >

Sl

Posons alors

an = E((2nm — 7/4)%) et b, = E ((2n7 + 7/4))

On a ,
n ivEk
Sbn San
k=an+1 \/E
et donc par construction
1 & 1
Re (Sp, — Sa,) > —= —
( an) ﬂk; 7

Puisque la fonction ¢ +— 1/4/f est décroissante, on a la comparaison intégrale

bn k+1
1 dt
Re (S, — S, )> — — =2 b, +1— n+ 1
e (Sh, ) \/ik—Ea"Jrl‘/k 7 f( /b, + Van + )

_ b, — an 2n772_>z
Vbt 1+va,+1  dnm T2

Vb, +1—+va, +1

donc Sy, — S,, ne tend par 0 et 'on peut conclure que la série étudiée diverge.

Exercice 24 : [énoncé]
Quand z — 0, on a

vzl =lz| -z \x|+0(z3/2>

1+x
On en déduit

(=1)"/n® (=1)"/n” 1
un:/ \/\x|dz—/ x\/|x|dx—|—o(nm/2>
0 0
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Par parité et W U

Un = 3n3a/2  Hpba/2 o noo/2 Uy, + U, Uy, + Uy,

Par le critére spécial des séries alternées, la série de terme général (—1)"/n3®/2
converge et par équivalence de séries a termes de signe constant, la série de terme
général

2 1 2
TEpparz T O\ a2 | Y T Eppar

converge si, et seulement si, 5a/2 > 1.
On en déduit que la série de terme général u,, converge si, et seulement si,

a>2/5.

Exercice 25 : [énoncé]
Supposons la convergence de la série Y uy,.
Pour tout n € N

n n 2n+1 “+oc0
E v = E (ugk + uokt1) = E up < E U
k=0 k=0 k=0 k=0

Puisque Y v, est une série a termes positifs dont les sommes partielles sont
majorées, celle-ci converge.
Supposons la convergence de la série Y v,. Pour tout n € N

n [n/2] +oo
Zuk < Z v < ka
k=0 k=0 k=0

Puisque ) u, est une série & termes positifs dont les sommes partielles sont
majorées, celle-ci converge. En substance, on observe aussi

+o0o +oo

D un =) v

n=0 n=0
Exercice 26 : [énoncé]

On exploite les comparaisons

1
max(un, Un) S Unp + Uns \/UnUn S i(un + Un)

(obtenue par 2ab < (a? + b?))

Par comparaison de série a termes positifs on peut alors conclure.

Exercice 27 : [énoncé]
Puisque 2ab < a? +b% on a

1
vV ununJrl é i(un + Un+1)

or Y up et Y up4q convergent donc, par comparaison de séries & termes positifs,

> \fUnlint1 converge.

Exercice 28 : [énoncé]
On a immédiatement (i) = (ii) par comparaison de série & termes positifs
sachant

1
vV anan+1 S 5 (an + an+1)

La réciproque est fausse, il suffit pour ’observe de considérer la suite a donnée par
1
A2p = 1et A2p+1 = }?

Exercice 29 : [énoncé]

a) Si ¢ > 1 alors a partir d’un certain rang \/[n]un >letdoncu, >1.Ilya
divergence grossiere.

b) Si ¢ < 1 alors, en posant a = (1 +£)/2, on a ¢ < o < 1 et a partir d'un

certain rang
Vinun < «

donc
U, < a”

Or la série de terme général o™ est convergente car o € [0; 1] et donc > uy,
est absolument convergente.

¢) Pour u, = 1/n, \/[n]un =n~Y" = 1 et pour u, = 1/n?,
\ﬂn]un =n"2/" — 1 alors que dans un cas la série diverge et dans 'autre la
série converge.
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Exercice 30 : [énoncé]

Puisque
Un

C1+tu,
on a u, — 0 si, et seulement si, v, — 0.
Si u, /0 alors v, /A0 et les deux séries divergent.

Si u,, — 0 alors v,, ~ u, et donc les deux séries sont de méme nature.
Dans les deux cas, les séries sont de méme nature.

Un

Uy, €0;1] et up, =

1—uv,

Exercice 31 : [énoncé]

a) Si Y uy, converge alors u, — 0 et v, ~ u, donc > v, converge par
équivalence de série & termes positifs. Si > v, converge alors v, — 0 et
aisément u,, — 0 donc v,, ~ u,, et on conclut comme ci-dessus.

b) Si Y u, converge et est de somme S alors v, ~ u,/S et on peut conclure.
Si Y uy, diverge alors

Ui

— -
u1_|_..._|_un

N
Z In(1—-wv,)=1In
n=2

Si v, =0, In(1 —v,) ~ —v, donc Y _ v, diverge car les séries sont de signe
constant.
Si v, /A0, Y v, diverge grossiérement.

Exercice 32 : [énoncé]
Supposons la série > v,, convergente. On a v, — 0% donc 1 + n?u,, — 400 et on

en déduit 1

n2u,

Un ~~

puis

1
VU Uy ~ —
n

Par comparaison de séries a termes positifs, il y a divergence de la série >/t 0p,.

Or, par l'inégalité de Cauchy-Schwarz

n 2 n n n +o0o
E\/Ukvk Sgungvkégungvk
k=0 k=0 k=0 k=0 k=0

On en déduit la divergence de la série Y uy,.

Exercice 33 : [énoncé]
Par permutation de sommes

n=1 k=1n=k
donc
n — k - - == k
n=1 k=1 n=~k n n+ 1 k=1 N + 1
et donc
N N
Zvn: up — Noy
n=1 =1

Supposons que la série Y u,, converge
Puisque " v, est une série & termes positifs et que ses sommes partielles sont
majorée car

N N “+o0
E U < E ug < E Uk
n=1 k=1 k=1

la série > v,, converge.
Supposons que la série Y v, converge.

On a
n n
nvuy, = E Uk — E Vi
k=1 k=1

donc par croissance des sommes partielles d’une série a termes positifs, la suite
(nvy,) admet une limite £ € RU {+o0}.

Si cette limite est non nulle, la série > v,, diverge ce qui est contraire a
I’hypothese initiale. On en déduit

nv, — 0

donc
N N “+o0
E uk:E vn+Nun—>§ Up,
k=1 n=1 n=1
Ainsi ) u, converge et

+oo —+oo
D un=2 vn
n=1 n=1
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Exercice 34 : [énoncé]
Pour n > 2, on observe

1
a}fl/" <2a, < a, > on

et donc

1 1
a;—l/n < max(?an, W) < 2 (an + 277,)

Par comparaison de séries a termes positifs, on peut conclure a la convergence de
1-1/n
an .

Exercice 35 : [énoncé]
La série de terme général u,, est convergente.
En effet, puisque > a,, converge, a,, — 0 et donc il existe un rangN € N tel que

Vn>N,a, <1
En posant M = aga; ...an_1, on peut écrire pour tout n > N
0<u, < Man...ap_10, < Ma,

Par comparaison de série a termes positifs, on obtient la convergence voulue.

Exercice 36 : [énoncé]
Puisque la suite (S,,) est croissante

——= =0
et donc v, — 0. On en tire

vp ~In(1+wv,) =In % =In(Sp+1) — In(Sy)

n

La série Y u, converge si, et seulement si, la suite In(S,,) converge et donc si, et
seulement si, la série télescopique Y (In S, 11 —InS,) converge. Par équivalence
de série a termes positifs, cela équivaut a affirmer la convergence de la série > v,,.

Exercice 37 : [énoncé]

Si Y u, converge alors en notant S sa somme (strictement positive), v, ~ u,/S
et donc Y v, converge.

Supposons désormais que Y u, diverge et montrons qu’il en est de méme de > vy,.
Par la décroissante de ¢t — 1/t, on a

/Sn %<Sn_snfl _ Un
S

t — Sn—l S’n—l

n—1

En sommant ces inégalités

Or g
/ ’%:lnSn—lnS&%—i—oo
S t

1

car S,, — 400 donc par comparaisony | z*= - diverge.
Puisque
Un, Up, 1
= = Un
Sn—l Sn — Unp 1-— Un

Si v, A0 alors Y v, diverge.
Si v, — 0 alors v,, ~ SZ: et & nouveau Y v, diverge.

Finalement Y u, et Y v, ont la méme nature.

Exercice 38 : [énoncé]
Uun = Rp—1 — Ry, et la décroissance de t — 1/¢,

/Rnl dt _ Ruoy = Rn _ u
R, t R, R,

Fn-1 gt
/ —=InR,1—InR,
R, t

donc la série a termes positifs » f }f;’ L"’l % diverge car In R,, - —oo puisque
R, — 0.
Par comparaison de séries & termes positifs, > u, /R, diverge.
Up Unp, _ Up 1
Rn Rn—l — Up Rn—l 1-— un/Rn—l
Si up/Rp—1 /0 alors Y u,/R,_1 diverge.
Si up/Rp—1 — 0 alors R’“il ~ #= et donc ) u,/R,_1 diverge encore.

n

Dans tous les cas, > u,/R,_1 diverge.
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Exercice 39 : [énoncé]

Posons
Un+ 1 — Unp

Un

VUp =

Si (uy,) converge alors, en posant ¢ sa limite,

1
Up ~ — (un+1 - un)

L
et puisque la série a termes positifs > (un41 — uy,) converge, il en est de méme de
> vy,
Si (uy) diverge alors u, — +00.
Par la décroissance de t — 1/t,

n - Un tnt1 dt
M > / 7 = 1n(un+1) — ln(un)
Up, u

n

Puisque In(u,) = 400, la série a terme positif Y (In(up,4+1) — In(u,)) diverge et
donc > v, aussi.
Finalement, la nature de la série > v,, est celle de la suite (uy).

Exercice 40 : [énoncé]

a) Puisque la série Y a, converge, on peut introduire sa somme
+00
/= Z an,
n=0
Les termes sommés étant strictement positifs, on a £ > 0 et S,, — ¢ donne

alors S,, ~ .

On en déduit
an (e7%%

~
Sh ¢

La série Y a, converge, donc > a, /¢ converge aussi et par équivalence de

séries a termes positifs, on peut conclure a la convergence de la série

> an/Sn.

b) Comme les termes sont positifs, on a S, > S, _1 et donc

an Sn - Sn_l 1 1
<

STQL o Snsnfl B Snfl an

La série & termes positifs > a,, étant supposée divergente, la suite (S,,) tend
vers +oo et donc 1/5, — 0.

La nature de la série Y u, — u,_1 étant celle de la suite (u,), on peut
affirmer la convergence de la série

1 1
Z Sn—l - an

puis celle de 3" a,,/S? par comparaison de séries & termes positifs.

¢) On peut écrire
(¢2%) _ Sn - Sn—l -1 Sn—l
Sn Sn B Shn
Si (Sy,—1/Sn) ne tend pas vers 1, la série étudiée diverge grossiérement.
Si (Sp—1/Sn) tend vers 1 alors

et donc a
2 ~InS,—-Ins,_
S n n 1

n
La suite (In S,,) diverge, donc la série > In S, —In S,,_; diverge aussi et,
enfin, > a, /S, diverge par argument de comparaison de séries & termes
positifs.

Exercice 41 : [énoncé]

a) Pour x assez grand, on a

af'(x) _
@) =
donc ) .
fw) = a

En intégrant, il existe une constante 5 tel que
Inf(x) > —lnz+p

et alors

f(z) > = avec C =¢” >0

8]Q

Par comparaison de séries a termes positifs, on peut affirmer la divergence de

anl f(n)
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b) Soit un réel o > 1 tel que ¢ < —a. Pour x assez grand, on a

af'(z) _
f()

et donc ()
@) = %

En intégrant, il existe une constante 3 tel que
In f(z) < —alnz+

et alors o
flz) < — avec C =€ >0
:L-a

Par comparaison de séries a termes positifs, on peut affirmer la convergence

© Zn21 f(n)

Exercice 42 : [énoncé]

k
a) R, est le reste de rang n de la série Zk>1 %

critére spécial.

qui converge en vertu du

b) Par décalage d’indice sur la deuxiéme somme

too 1)k+1 too k
( (=D
Ry+Rup1= = ——
k=n+1 k=n+1 k + 1 k=n+1 kk +1)
¢) Puisque
B (71)n+1
Rn Rn+1 - n+ 1
on a .
_1\n+1 0 _1\k
o= O 1 k;(k;l)l
nt k=n-+1 (k+1)

Or par le critére spécial
*f D" _ < 1 >
AP —
W k(k+1) n

(_l)n—i-l
2n

donc
R, ~

d) Comme

la série > R,, est convergente.

Exercice 43 : [énoncé]
A partir du rang n = 2, on peut applique le critére spécial des séries alternées. Le
reste étant majorée par la valeur absolue du premier terme

+oo
= -~ =1-4
o ;) (Zn). tr

avec |r| < 5% donc x < 0.

Exercice 44 : [énoncé]
Par découpage

+0o  a(n+l)w sint
n=0YnT

donc par translations
+oo
sm nmw 4+ t
I= dt
Z / nm + Cnm+t

puis la relation proposée.
I se perc¢oit alors comme somme d’une série vérifiant le critere spécial des séries
alternées, sa somme est donc du signe de son premier terme a savoir positif.

Exercice 45 : [énoncé]

a) Si (vp) est une suite alternée dont la valeur absolue décroit vers 0 alors la
série Y v, converge.
Ce résultat s’obtient en constatant 'adjacence des suites extraites de rangs
pairs et impairs de la suite des sommes partielles.

b) La suite (s,)n>1 converge en vertu du critére spécial énoncé ci-dessus. En
fait, il est « connu » que (sy,)n>1 tend vers In2 et donc (uy),>1 tend vers 0.
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¢) On peut écrire De plus nug, > 0 car la suite (u,) décroit et tend vers 0 (car la série
Sp,=In2—r, converge).
Par encadrement nus,, — 0 puis 2nus, —> 0
avec n—+oo n——oo
i f (—1)k+1 ¢) De plus
= )
WS 0 < (2n+ Dugps1 < 2nugy, + usy, n_>—+>oo 0
On a donc on a aussi (2n 4+ 1)ug,+1 — 0 et finalement nu,, — 0.
n—-+oo n—-+o0o
+oo k+1
_ =y _ (=)~ 1
o= Tl = 7 et + Tnp1 = Z k(k+1) 0 n2 Exercice 47 : [énoncd]

k=n-+1

VRl .
car par, application du criteére spécial a la série ) (k(llTl)’ on peut majorer le

reste par la valeur absolue du premier terme qui I’exprime. On en déduit

=50+ ()

On sait

In(z) =T 1+0 ((z—1)?)
et donc

U =€ =2+ 0 ((e* — 2)2)
avec

efn —2=2(e"

—1) =—2r, +0(r2) = (b +0 (1)

Ainsi,

n2

La série ) u, converge car c’est la somme d’une série vérifiant le critere
spécial et d’une autre absolument convergente.

Exercice 46 : [énoncé]

a) En notant S la somme de la série, Sy, — S, — S—85=0.

b) On a

n—-+oo

2n
SQn - Sn = § U = NUgp
k=n-+1

Posons
n
Sn = Z ko‘uk
k=1

Par la décroissance de la suite (u,), on a

2n 2n
Son = Sn= > kup> D n%uzs =n"ug, >0
k=n-+1 k=n-+1
Puisque la suite (S,,) converge, So,, — S, — 0 et on en déduit (2n)**uy, — 0.
Puisque
(2n + 1)t
(2n)at1

on a aussi (2n + 1)“+1u2n+1 — 0 et on peut donc conclure n®+ly,, — 0.

0<(2n+ 1)y, < (2n)* sy,

Exercice 48 : [énoncé]
Posons v,, = Y __; up — nu,. On a

Un41 — Un = n(un - Un-i—l) >0

La suite (vy,) est croissante et majorée donc convergente. Posons ¢ sa limite.
On a

1
Up — Upy1 = — (Un+1 - Un)
n
donc
“+ o0 “+ o0 1 400
D (uk —upp) =) 7 (k1 —vk) < — > (r —vp)
k=n k=n k=n
ce qui donne
1

n<*£_ n
wn < =(£=vy)

On en déduit 0 < nu,, < ¢ — v, et donc nu,, — 0 puis ZZ=1 ug — L.
Finalement Y u, converge.
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Exercice 49 : [énoncé]
La fonction x +— 1 — cosx — & est négative sur [0;4o00[ et ne s’annule qu’en 0. Par
conséquent, la suite (u,) est décroissante, or elle est clairement minorée par 0
donc elle converge. Sa limite annulant la précédente fonction ne peut étre qu’étre
0. Puisque

2 Un

Up+1 = 2 sin 7

on a
1 2
Un+1 < §un

Par suite u, = O (1/2") et donc la série > u, converge.

Exercice 50 : [énoncé]
Par étude de point fixe de la relation de récurrence, la valeur

0= (1+5)/2

est la seule limite possible de la suite (u,) qui est clairement & termes positifs.
B |y, — £ < 1
VIitu, +V1+4 7 2

donc u, = O(1/2") et ainsi la série converge.

[Un1 — |un, — £

Exercice 51 : [énoncé]

a) La suite étudiée est bien définie et a termes tous positifs. On en déduit

e Un 1
<

n+1 " n+1

OSun—i-l =

et donc par encadrement u,, — 0.
b) Pour n > 1, on peut écrire v,, = e~%“n-1 et alors v,, — 1 par composition de
limites.
¢) On en déduit
U, ~ 1/n

La série Y u, est alors divergente par équivalence de séries & termes positifs.
On a aussi

Up = = =

e Un—1 1—up_1+ O(’U,n_l) 1 1 1
= 0
n n n n?

donc

(=n" 1
-D"up =~—"—+4+0( =
( ) n n ng
La série > (—1)"/n converge en vertu du critére spéciale et Y O(1/n?) est
absolument convergente par argument de comparaison. Par opération sur les
séries convergentes, la série »  (—1)"u, converge.

Exercice 52 : [énoncé]
La suite (a,) est décroissante et minorée par 0 donc convergente. En passant la
relation de récurrence a la limite, on obtient que (a,) tend vers 0.
Puisque
1 1 a? —a? 11

2 2
an+1 an

1
~ —

2,2
anan—H 3

on obtient par le théoreme de Césaro

1371 1 1
w2 e, )73
k=0

g1 k
puis

11 1

na? 3
Finalement a,, ~ % et la série étudiée est divergente.

Exercice 53 : [énoncé]

a) Aisément la suite est strictement positive, décroissante et de limite
£ € [0;7/2] vérifiant sinf = ¢.

b) wpt1 — uy, est le terme général d’une série télescopique convergente. Or

Upt1 — Uy ~ —%ufl donc par équivalence de suite de signe constant, on
conclut.

¢) Inu,q1 — Inwu, est le terme général d’une série télescopique divergente. Or
Inupyy —Inwu, ~In (1 — %ui) ~ —% 2 donc par équivalence de suite de signe

constant, on conclut.
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Exercice 54 : [énoncé]

La suite (u,) est & terme strictement positifs car ug > 0 et la fonction

2+ In(1 + z) laisse stable I'intervalle |0 ; 4+o0].

Puisque pour tout z > 0, In(1 + z) < z, la suite (u,) est décroissante.

Puisque décroissante et minorée, la suite (u,) converge et sa limite ¢ vérifie

In(1+¢) = ¢ ce qui donne ¢ = 0.
1 1

Un41 Un,

1,2
Up — Up+1 S Up 1
—_— ~ 5
uz, 2

UnUp+1

Par le théoreme de Cesaro,

ko \Uk+1
et donc
1 1
Ny, 2

On en déduit u, ~ % et donc la série de terme général u,, diverge.

Exercice 55 : [énoncé]

a) La suite (a,) est bien définie et & termes positifs puisque pour tout = > 0,
1—e™™>0.
Puisque pour tout z € R, e” <14z, on a ay41 < a, et la suite (a,) est donc
décroissante.
Puisque décroissante et minorée, (a,) converge et sa limite ¢ vérifie
¢ =1—e* On en déduit £ = 0.
Finalement (a,,) décroit vers 0.

b) Par le critére spécial des séries alternées, . (—1)"a, converge.

¢) Puisque a,, — 0, on peut écrire ap41 =1—e % = a, — a2 +o(a?).
Par suite a2 ~ —2(ap11 — an).
Par équivalence de séries & termes positifs, la nature de la série de terme
général a2 est celle de la série de terme général a, 1 — a, qui est celle de la
suite de terme général a,,. Finalement > a2 converge.

d) La nature de la série de terme général In(a,+1/a,) est celle de la suite de
terme général In(a,,). C’est donc une série divergente. Or

. 1 1
In (aa:l) =In (1 — 50n + o(an)) ~ = 5an

Par équivalence de série de terme de signe constant, on peut affirmer »_ a,
diverge.

Exercice 56 : [énoncé]

a) Upt1 — Up < 0 et uy, €1]0;1] pour tout n € N donc (uy,,) converge et la seule
limite possible est 0.

N N
Z 2 Z
Uy = Up — Up+1 = U9 — UN+1 — UQ
n=0 n=0
donc Y~ u? converge et
+oo
§ 2 _
U, = Ug
n=0
On a
N N Y
1 N+1
E In(l—wu,)=1In H L) = A
n=0 n=0 Un o

donc la série numérique Y In(1 — u,,) diverge.
b) Puisque
In(1 — up) ~ —up

Par équivalence de séries a termes de signe constant, > u, diverge.

Exercice 57 : [énoncé]

Dans le cas ot ug = 0, la suite est nulle.

Dans le cas ou ug = 1, la suite est nulle a partir du rang 1
On suppose désormais ces cas exclus.

a) La suite (u,) est & termes dans ]0; 1] car 'application = — x — 22 laisse
stable cet intervalle.
La suite (u,) est décroissante et minorée donc convergente. Sa limite ¢ vérifie
¢ =1{—¢*et donc £ = 0.
Finalement (u,) décroit vers 0 par valeurs strictement supérieures.

2
1 _i:un—unﬂz u;, 1

Un+1 Uy, UnUn+1 U?L - u%

Par le théoreme de Cesaro,

n—1
1 Z 1 1
n Uk

Uk+1

et donc ﬁ — 1.
On en déduit que u, ~ % et done Y u, diverge.
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b) Comme ci-dessus, on obtient que (u,) décroit vers 0 par valeurs strictement

supérieures.

1 1 Uy — Upyyq ousy
o _uia:(uu )aNua —a
n+1 n n Un+1 n+1

Par le théoreme de Cesaro, ﬁ — « et donc
o

(7

A

Up ~ —F
n nl/a

avec A > 0.
Siae€]0;1], > uy, converge et si a > 1, > u,, diverge.

Exercice 58 : [énoncé]
La suite (u,) est croissante.
Si (uy) converge alors sa limite ¢ est strictement positive et

Ap ~ E(unJrl - un)

est le terme général d’une série convergente par équivalence des termes généraux
de signe constant.
Si 3" a, converge alors

0 S Up+1 — Up S an/uO

donc par comparaison la série de terme général u, 1 — u, converge et donc (uy,)
converge.

Exercice 59 : [énoncé]

Posons v,, = uf. La suite (v,,) vérifie v, €]0;1] et v,1; = sin(v,,) pour tout n € N.
Puisque la fonction sinus laisse stable 'intervalle ]0; 1], on peut affirmer que pour
tout n € N, v, €]0;1].

De plus, pour & > 0, sinz < z donc la suite (v,,) est décroissante.

Puisque décroissante et minorée, (v,,) converge et sa limite ¢ vérifie sin £ = £ ce qui
donne ¢ = 0.

Finalement (v,,) décroit vers 0 par valeurs strictement supérieures.

On a

1,3
1 1 (Un = Vng1)(Vng1 +vn) UL X 20, 1
T2 2,2 ~ T 3
Un+1 vn Unvn+1 Un

Par le théoreme de Cesaro,

1 1 , . V3 .
et donc w0z 7 3 On en déduit v, ~ 7 puis

A
Uy ~ ——

nt/(28)

avec A > 0.
Pour 8 €10;1/2[, > v, converge et pour § > 1/2, Y v, diverge.

Exercice 60 : [énoncé]

a) Notons la suite (u,) est bien définie, strictement positive et croissante.
Sia>1,ona

Un+41 S Up + naul

puis par récurrence

1
Un S Z kaul
k=1

Ainsi (u,) converge.
Si (u,) converge. Posons ¢ = lim u,, on observe £ > 0. On a

1 1

Up+1 — Up = ~
nu, n

or la série de terme général u,+1 — u, est convergente donc o > 1.

b) On suppose a < 1. On a
2 1 2

2 2
u — U = ~
n+1 n ne nQQU% no

donc par sommation de relation de comparaison de séries a termes positifs
divergentes
1
2 Z
Uy ~ 2 kia
k=1

or par comparaison série-intégrale,

[e3%

Z—N n quand a < 1
kx> 1—-a«
k=1

et

~1Inn quand a =1

T =

n
k=1
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On conclut alors

Inl—o

2Innsia=1
l1—«

Uy ~ sia<l1etu,~

¢) On suppose a > 1. Posons v, = u,, —£. On a

1 1

Un41 — Un = nou, ~ ay

donc par sommation de relation de comparaison de séries a termes positifs
convergentes

1
1€n0‘ Ino—1

“+ o0

E Vg41 — Vg = — ~ E ~
En”‘

k=n

puis

Exercice 61 : [énoncé]
On a
Inx+1

(z1lnx)?

1 !
(mlnx) -

La fonction x + 1/xInz est décroissante sur |1 ;+o00].
On en déduit

N N+1 g4
>/2 ot =Inln(N+1)—Inln2 = 400

1
nzz:? nlnn —

Exercice 62 : [énoncé]
Par comparaison avec une intégrale

/n Int)? Z In k)2
1 k=1

Or par une intégration par parties on obtient

/ (Int)?dt ~ n(Inn)?
1

donc 0 < u,, < v,, avec
1

n n(lnn)?

On peut alors conclure que la série des u,, converge absolument par comparaison

avec une série de Bertrand.

Exercice 63 : [énoncé]
Notons que les termes sommés sont positifs.
La fonction & — aV?® est décroissante donc

avn < / aV® dx
-1

puis

Zaﬁgl—i—/ aﬁdle—&—Q/ ua* du
k=0 0 0

or f0+oo ua® du est définie donc

Z aﬁ < +00
n>0

[énoncé]
> est décroissante

/k+1dx< 1 </’“ dx
& $2_I€2_k1$2

/+°° dx< =
il .’IJ2 — 2

k= n+1

Exercice 64 :
Puisque = —

donc

d’ott 'on obtient : u,, ~ 1/n.
Il y a donc divergence de la série de terme général u,,.

Exercice 65 : [énoncé]
Puisque x — x% est décroissante

L 1 " odx
R -
n x ne n—1 z
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donc

d’ott 'on obtient :

puis

S, (a —1)Seono—1

La série -, 1;—: converge si, et seulement si, a > 2.

Exercice 66 : [énoncé]
On a

u"</sn g
Se — s,

L un</5pdt 1 1 Sp< Lo,
- — = (0.9)
— Sy T g, 1 a—1 [t T a—1

donc

)

La série a termes positifs est convergente car ses sommes partielles sont majorées.

Exercice 67 : [énoncé]
Puisque x — r% est décroissante

/+°° dx
1

donc

a—1" - a—1

Par suite (o — 1)¢(a) — 1.

a—1+

Exercice 68 : [énoncé]

Par croissance de la fonction V-

k+1

\fdt<f< Vidt

k—1

n n n+1
/ ﬁdth\/Eg/ Vidt
0 =1 1

et on conclut aisément.
On a

donc

Inn! = Z Ink
k=1

et, par croissance de la fonction In,,

k k+1
/ lntdtglnkg/ Intdt
k—1 k

n n+1
/ lntdtglnnlg/ Intdt
1 1

donc

puis on peut conclure.

Par décroissance de la fonction « — 1/zlnz sur [1/e; 400,
/’““ dt 1 /’“ dt
< .
k tlnt =~ klnk = J,_; tint

/”“ dt "1 /” dt
< < —_—
9 tint 7k:2klnk —J; tlnt

donc

puis on conclut via

dt
=In(lnt) + C* —
g it + oo
Exercice 69 : [énonce]
Notons que %W ~ % donc Zn 1 n2+a2 existe.

La fonction z — %> est décroissante sur [0; +o0o[ donc par comparaison
série-intégrale

N+1 N N
a a a
——dx < E < dx
/1 a?+a? T4 n2+a2_/0 x? +a?

=1
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puis sachant

a
-5 = arctan Z4cte
e+ a a

on obtient

arctan

— arctan — arctan —
a” ntta® T a

Quand N — +o0,

T 1 = a T

— —arctan — < E < —

2 a 1n2+a2 2
n—

Par le théoreme des gendarmes,

—+o0
) a T
hm NCEIIT) = —
aHJroon N +a 2

Exercice 70 : [énoncé]
On a

b(n+1)
An:a—lenB Zlna+bk

Posons f(t) = In(a + bt) fonction croissante.
A Taide d’une comparaison série-intégrale

Zf )=nln(a+bn) —n+o(n)

donc
B, b
n " =InB, A, =In (C%) —1+0(1) > m2-1
puis
Bn 2
A e

3

Exercice 71 : [énoncé]

)

a) Une comparaison série intégrale est inadaptée, f n’est pas monotone
comme en témoigne ses changements de signe. En revanche :

n+1
w= [ f@) - f)ds
n
Or par le théoreme des accroissements fini,

f(@) = f(n) = f(ce)(x = n)

avec ¢, € Jn;xl.
Apres calcul de f/(z), on en déduit

1 2
|f(x)*f(n)|ﬁm+w

puis u, = O( 4/3)

f(t)dt diverge car [ f(t)dt = 3sin(n'/?
diverge. En effet si sin (n'/3) convergeait vers ¢ alors par extraction sin(n)
aussi et il est classique d’établir la divergence de (sin(n)). On en déduit que

.1/3

> COBTEZ/S ) diverge.

Il suffit de reprendre la méme étude pour parvenir a la
mémeu,, = f:H f(x)dx — f(n) conclusion.

- , n+1
La série de terme général fn

Exercice 72 : [énoncé]

a)

b)

La fonction f’ est bien définie et continue par morceaux sur [1;+oo|.

On a
cos(Inz) — sin(In z)

fi(x) =

22
et donc

f(@) < —
La fonction x + 1/22 étant intégrable sur [1;+ool, il en est de méme de f’
par domination.
Par intégration par parties

[ twa=ie-

(=D - [ - =)0

Diffusion autorisée a titre entiérement gratuit uniquement - dD



[http://mp.cpgedupuydelome.fr] édité le 5 mai 2016 Corrections 41

donc N N et donc 4
wl< [ -m-miroles [ rod i< [ 1p0]
n—1 n—1 .

L’ mtegrablhte de f/ permet d’introduire f )| dt et d’affirmer que les Sachant que la suite (fl |f |du) converge, la série Z fnJrl |f ( )| du
sommes partielles de la série ) |u,| sont maJorees via converge et, par comparaison de séries a termes positifs, on peut affirmer que

N N oo 1}? §érie Zun est absolument convergente.

S ful < furl+ [ 1701t <l + [ 10 a uisque

n—1 1 1 n n k+1 n+1 n
La série Y u,, est alors absolument convergente. Z fk) = Z/k f)dt —up = /1 f(t)dt — Z Uk

= = k=
¢) Par l'absurde, supposons que la suite (cos(Inn)) converge. La suite extraite h=t ht !
(cos(In2™)) = (cos(n1n2)) aussi. Notons ¢ sa limite. la convergence de la série Y- f(n) équivaut & celle de la suite (" f(¢)dt).
Puisque b) Introduisons
cos((n+1)In2) + cos((n — 1) In2) = 2 cos(nIn2) cos(In 2) fit— sin vt
t
on 'obtlent a la limite 2¢ = 2¢ cos(In 2) et donc £ =0 La fonction f est de classe C! sur [1;+oof et
Puisque
cos(2n1n?2) = 2cos?(nln2) — 1 , 2\[ cos(v/t) — sin (V) 1
on obtient aussi a la limite £ = 2¢%2 — 1 ce qui est incompatible avec £ = 0. fi) = 2 ttoo <t2)
d) Puisque ,
n est intégrable sur [1;4o0].
/ f(t)dt = —cos(Inn) + cos(In(n — 1)) La convergence de la série étudiée équivaut alors a la convergence quand
n — +oo de

La divergence de la suite (cos(Inn)) entraine la divergence de la série " gin vt

Enfin, puisque la série > u,, converge, on peut alors affirmer que la série
3" f(n) diverge. En posant u = v/t

2
t 1 u

du

" sin v/t v siny
/ Vi gy —
1

Exercice 73 : [énoncé
[ ] dont la convergence quand n — +o0o est bien connue (cf. intégrale de

) P Dirichlet).
a) Posons
n+1
w={ f)dt—f(n)
/n Exercice 74 : [énoncé]
On a ) La fonction f,, est continue, strictement décroissante et de limites +o0o et 0 en n
lun| < /n+ (1) = f(n)| dt et +00. On en déduit que f,, réalise une bijection de |n ; +oo[ vers |0; +oo[. Ainsi,
"= pour tout a > 0, il existe un unique z,, > n vérifiant f,(z,) = a.
Or pour tout ¢t € [n;n +1 On a
n+1 n 1 modt n
1 = — =In(1+=
10 - s =| [ e < [irwiaes [ 17wl Pt ) =3 o Zker Z/“Hy [=m(e)
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n
ea—1"

Pour y =
fn+1+y) <1+ ("~ 1) =a

et par suite

xngn—i-l—i—ea_l

Lt | ™odt n
fln+y) kZ_Oyﬁ—k/O t+y n( y)

Pour y = ", f(n +y) > a et par suite

Aussi

e —1

On en déduit

Exercice 75 : [énoncé]
On remarque

1z

L) IR (kK

"Z 722 © —gZ%’ "

k=n k=n
avec<p::c»—>w%e

La fonction ¢ est décroissante en tant que produit de deux fonctions décroissantes
positives. Par suite

t)dt

(k+1)/n L Ik k/n
[ emas () <[ et
k/n n n (k—1)/n

En sommant et en exploitant I'intégrabilité de ¢ au voisinage de +oo

+oo 400 +o0o
[TLorasF ()< [~ Lana
1 t k:nn n (nfl)/nt

Or

+oo g 400 too 1 400
/ Ee%dt:[—el/t} =e—1let / —Qe%dt:[—el/t} —e—1
1 t 1 ( 71)/71!‘, (n—1)/n

n

+oo 1
lim n (ez):e—l.

n—-+oo k2
k=n

Par encadrement

Exercice 76 : [énoncé]

La fonction t — f(e™*) est décroissante et positive donc, par théoreme de
comparaison série intégrale, I'intégrale fOJrOO f(e7t)dt et la série Y f (e™™) ont
méme nature.

Par le changement de variable C! bijectif u = ef, I'intégrale f0+°° fle7t)dt a
méme nature que f1+°° Ly (1) du.

La fonction u +— % f (%) est décroissante et positive donc, par théoreme de
comparaison série intégrale, 'intégrale f;roo % f (%) du et la série Y % f (%) ont
méme nature.

Exercice 77 : [énoncé]

La convergence de Zi% % s’obtient entre autre par le critere d’Alembert puisque
1/(k+1)! 1
[+ 1) = — 0«1
1/k' k+1 k=4

On peut alors majorer le reste de la série en prenant appui sur une somme
géométrique

+§ l<i 1 + 1 + _i 1 1 1
k_n+1k!_n! n+1l  (n+1)> S nln4+11—-1/n+1  nn!

Notons que raisonner par récurrence ne marche pas.

Exercice 78 : [énoncé]
Selon que o < 0 ou @ > 0, on encadre 1/k% en exploitant la monotonie de
x = 1/x%.
Sachant que
e _ Lt““ +C* — 400
t* 1-a t—+00

on obtient
11—«

"1 n
kz:lkiawl—a

Exercice 79 : [énoncé]
Puisque la fonction x — I% est décroissante

[ 1 " odx
R -
n x ne n—1 z
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donc

d’ou 'on obtient

R ~J
" (a—1)pat
Exercice 80 : [énoncé]
1 1 1 oo A aps .
a) e T E et Zk21 + est une série a terme positif divergente donc

or

Vk 1
k2 +kVE K32
et est donc le terme général d’une série convergente.

Ainsi, S, — ZZ:1 % n—>—+><>o oC’ d’ou

S, = Inn+(y+C')+o(l)=lnn+C +o(1)

n—+

Exercice 81 : [énoncé]

1 1 4ot sz 1
a) Emy el donc la série de terme général e vr est absolument

convergente. Par suite (.5,,) converge vers une certaine constante C.
b)

C—8,= — o~ =
n n o 2
k=n-+1 k2 + \/E - k=n-+1 k

car y oy 7z est une série & termes positifs convergente.

Par comparaison série intégrale ZZ:; 41 k% ~p—s oo % et on peut conclure

comme annoncée.

Exercice 82 : [énoncé]
Par une comparaison avec une intégrale, on sait déja

e
k2 n
k=n-+1

Il reste a déterminer un équivalent simple de la différence

=1 1

Sachant que % est le reste de rang n de la série convergente

= (& 1) =S

-1
d —
" Z k2(k —1)
k=n-+1
Par équivalence de reste de séries a termes positifs convergentes
00 1
=3 5
k=n-+1
Par comparaison avec une intégrale
1
dn o2
Finalement
*i L1 1 1
k2 n 2n2 n?

k=n-+1

Exercice 83 : [énoncé]

a) Pour a > 1, la série de terme général 1/n® converge et si I’'on pose

"1
k=1

on observe
2n 1 +o0 1 —+00 1
> =SS 5= w0
k=n+1 k=1 k=1
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Pour o« = 1, on introduit les sommes partielles harmoniques

En notant 7 la constante d’Euler, on peut écrire
H,=lnn+~vy+o0(1)
et alors
2n

1
> = Han = Hy =In2+o0(1) — In2
k=n-+1

b) Par 'égalité de Taylor avec reste intégral, on peut écrire
x )2
sinz =z + / % sin®)(¢) dt
O .

Puisque
vt € R,sin® (t) = —cos(t) € [~1;1]

on a

Tz —t)? 1
szO,sin:ch—/ (z—1) dt =2 — =23
0 2! 6
D’autre part, il est bien connu que
Vo > 0,sin(z) <z
On en déduit
i 11 i 1 2 1) _ G
- — = — sin | — -
k3 — k) — k
k=n-+1 k=n-+1 k=n-+1 k=n+1

En vertu de ce qui précede, on obtient
2n 1
ngr—{-loo Z sin (k) =1In2

k=n+1

Exercice 84 : [énoncé]

a) On a

Or

donc
nu, = —— — — | =—=In
Un =732k = 3"

car Yy =Inn+vy+o(1) et > o1 O (-5) est une série convergente.

b) Puisque

on a

Up ~ —F5
n n1/3

et donc la série de terme général u,, diverge.

Exercice 85 : [énoncé]

Posons
1 n
P == _ 1/n
w=— L er-1Y" >0
k=1
On a
1 n
In(P,) = — g In(3k —1) —Ilnn
n
k=1

Par comparaison série-intégrale

n n n+1
In?2 +/ In(3t —1)dt <> In(3k — 1) < / In(3t — 1) dt
1 1

k=1

Or

/ m(3t—1)dt = "1
1

InB3n—1)—n+C=nlnn+ (In3 —1)n+ O(lnn)

et donc
n

Zln(?)k: —1)=nlnn+ (In3—-1)n+ O(lnn)
k=1
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On en déduit Puisque
InP, e In3—1 In(n, —1) =1lnn, 4+ o(1)
puis on obtient
Pn%§ p=Inn,+vy+o(1)
e puis

Exercice 86 : [énoncé]

a) Avec convergence des sommes engagées

Ll Z *f 1 1y _
k:lk(nk+1) k2 k(nk+1) nk2)  6n

et N N
Sy 1 1 R 1
0<y — < N
*anQ(nk—Fl) ~ n? Zk3
k=1 k=1
donc
kzlk(nk—i—l) 6n

b) Par décomposition en éléments simples et télescopage

= 13X /1 1 N1
;k(n+k):n;<k_n+k) W2k

Exercice 87 : [énoncé]
nyp est bien défini car H,, — +oo.
La suite (n,) est croissante et évidemment non majorée donc

ny — +00
Par définition de n,, on a
an 2 p Z an—l

Or
H,=Inn+~y+o(1)

donc
Inn, +v+o0(1) >p>In(n, — 1) +v+o0o(1)

i :
2
= nk (nk+1)

1nn
n

Exercice 88 :

a)

Puisque

n, = et +o(l) o on—7

[énoncé]

P
Y= — 4o
_1n/p%+a>

on peut affirmer que ’ensemble

est une partie non vide de N. Celle admet donc un plus petit élément, noté

;.

p

1.

{peN,§ n>J}
n=1

Par définition de ®;, on a

S|

®;
<
n=1

Or, par comparaison avec une intégrale

@, D,
1 i dt

E 7§1+/ =1+Ind;
n 1 t

n=1

On en déduit ®; > ¢/~! puis ; — +o0.
j

—+o0

Par définition de ®;, on a

i—1

>

S|

@,
<j< Z
n=1

3\)—'

Or, sachant que ®; — 400, on a

®;

n=1

>

o1
1

=In®; +y+o(l)et Y —=In(®; —1)+v+o(1)
n=1 n
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Par suite
In(®; —1)+~v+0(1) <j<In®; +~+o0(1)
Or
In(®; — 1) =In®; 4+ o(1)
donc
Jj=Ind; +v+40(1)
puis

®,; = el —v+o(1)

On en déduit ‘
Dy eftlmyted)

D;

=elto) ¢

ej—’)"f‘o(l)

Exercice 89 : [énoncé]
Posons S, = Y_7'_, u. On observe que

n

zn:kun =(n+1)S,— ) Sk
k=1

k=1

Par suite
n

wn:n+1vn_ ! Zsk (*)

2
n n-u
L

Puisque nST”n — a, on a S, ~ ani,.
La série de terme général S;, est une série a termes positifs divergente donc

Xn: Sk ~ Qa zn: kuk
k=1 k=1

Par suite
1 n
- Sk ~ aw,
n k=1

La relation (%) dévient alors

n+1

Wy = " Up — GWy, + O(wn)
et en on en déduit que
1 a
Wy ~

Uy —
a+1 a+1

Exercice 90 : [énoncé]

a) On a
1 1 1
Z4lnf(1=-2= ~
k+ n( k) k—+oo  2k2
Il y a donc convergence absolue de la série ) % +In (1 — %)
b) On a
1+i lJrln 17l :HnJri(ln(kfl)fln(k)):anlnn
k k
k=2 k=2
donc

X[ 1
H,=Inn+~— Z E—i—ln 1_E

k=n-+1

e S (i)

k=n-+1

ce qui détermine

c) S°1/k? est une série a termes positifs convergente. Par sommation de relation
de comparaison

= 1 1 =
2 [Hl“(lk)]n:;m D gz
k=n—+1

k=n-+1
Enfin, a I’aide d’une comparaison avec une intégrale

1

Ep ~ —
2n

Exercice 91 : [énoncé]

; 1 1 1
Sia < 1 alors Ny, — 100 donc pour n assez grand o = - Par
comparaison de séries & termes positifs, la série diverge
Si a > 1 alors considérons 8 € ]1;al. On a n” —4— — 0 donc la série est
absolument convergente.

Si o = 1 alors exploitons la décroissance de la fonction = — —i— sur ]1; +o00[.
Pour k£ > 2,
1 /’f+1 dt
> -
klnk = J,  tlnt
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donc

> iz ) At 4
— = |[In(In
Ziknk = Jy  thnt 2 e 0

Par suite, la série étudiée diverge.

Exercice 92 : [énoncé]
Si a < 0 alors & partir d’un certain rang u, > 1/n et la série diverge.
Si o > 0 alors la fonction z — 1/x(Inz)® est décroissante sur |1 ;400[.

/”“ a__ </" dt
n  tnt)e = "= ) t(Int)

donc N
N+l g4 N gt
< Uy <
/3 t(lnt)> — ; " —/2 t(Int)™
puis
In N+1 du N In N du
In3 u® n=3 In2 u®

et on peut conclure qu’il y a convergence si, et seulement si, o > 1.

Exercice 93 : [énoncé)
La fonction x — /z étant croissante,

n n n+1
/ \/deSZ\/%S/ Vxda
0 k=1 1

et donc

S VE~ 2
k=1

Il y a donc convergence de la série de terme général w,, si, et seulement si,ac > 5/2.
Par I'encadrement qui précede :

n n n+1
0<> Vk- \/Esz/ Vrder <vn+1
k=1 n

0

donc

i\/E = gn?’/z + O(v/n)
k=1

puis

(=1)"2 1

n _

(=D)"up = 3p0—3/2 +0 na—1/2

Pour a > 5/2 : il y a absolue convergence comme ci-dessus.

Pour 3/2 < a« <5/2 : il y a convergence par somme d’une série convergente et

d’une série absolument convergente.
Pour o < 3/2 : il y a divergence grossiére.

Exercice 94 : [énoncé]

Par comparaison série intégrale :

Sia>0,u,~ T‘L)‘jﬁ est terme général d’une série absolument convergente.
Si—1<a<0,u, ~ fatll n’est pas le terme général d’une série convergente.
Sia=-1,u,~ ﬁ n’est pas le terme général d’une série convergente.
Sia< -1, u, A0 et donc Y u, est grossierement divergente.

Exercice 95 : [énoncé]
Par comparaison série intégral,

Z In®k ~ n(lnn)?
k=2

donc
n® 1

- Sy mZe nt=a(Inn)?2

Par référence aux séries de Bertrand, ) u,, converge si, et seulement si, a < 0.

Un

Exercice 96 : [énoncé]

a) Sia <0,ily a divergence grossiére. Si a > 0 alors n?u,, — 0 et la série est
absolument convergente.
b) Si a <1 alors u, > 1/n pour n assez grand et il y a divergence par
comparaison de séries a termes positifs.
Si @ > 1 alors pour v € ]1;af on a n"u, — 0 et il y a absolue convergence.
¢) Si <1 alors u, > 1 et la série est grossierement divergente.
Si o > 1 alors n?u, = exp(2Inn — (Inn)®) — 0 donc la série est absolument
convergente.
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Exercice 97 :

On a

Inn+aln(n+1)+bdln(n+2) =

Il y a convergence si, et seulement si, 1 +a+b =0 et a+ 2b = 0 ce qui correspond

[énoncé]

a+2b

(I+a+b)lnn+

da=—-2etb=1.
Dans ce cas :

2

o5
n

)

=In1+n2-2In2-2In(N+1)+In(N+1)+In(N+2) o qdne (U3 s3)

N N+1 N+2
Zlnn—l—aln(n—i—l)—i—blnn—i—Z Zlnn—2Zlnn+Zlnn
n=1

puis

N

Zlnn+aln(n+ 1) +bln(n + 2)

n=1

Exercice 98 :

On a

Il y a convergence si, et seulement si, 1 +a+b =0 et a+ 2b = 0 ce qui correspond

[énoncé]

a+2b

1
Vitavn+1+bv/n+2=1+a+bvn+ —— ENG O(W

da=—-2etb=1.
Dans ce cas :

N
Y Vntavn+t1+bvVn+2=vV1+vV2-2V2-2VN+1+VN+1+VN +2
n=1

et enfin

N+1 N+2

Z\/ﬁ+a\/n+l+b\/n+2 Zf—?Zf—l—Zf

)

N
dVnta/nFl+bv/n+251-v2
n=1

Exercice 99 : [énoncé]
Posons u,, le terme général de la suite étudiée.

Ugnis = P S
T LB bl VBkt2 | V3R T3

a b c

N N a+b+c+0<1>
V3k+1 V3k+2 3k+3 V3k Vk

donc a 4+ b+ ¢ = 0 est une condition nécessaire pour la convergence de (usn43) et

donc a fortiori pour la convergence de (uy,). Inversement si cette condition est

satisfaite alors

a b c 1
+ + =0(—~
V3k+1 V3k+2 V3k+3 kVE
converge.
De plus usn+1 = usnts + 0(1) et usni2 = usnts + 0o(1) donc les trois suites
(u3n+1)s (U3nt2) et (usn43) convergent vers une méme limite, on peut donc
conclure que (u,) converge.

Exercice 100 : [énoncé]

Si |A\| =1 il y a divergence grossiére dans les trois cas.
Si [A] > 1 alors u, ~ v, ~ 1 et w, ~
et > v, diverge.

Si |A| < 1 alors uy, ~ A", v,
tandis que > w,, diverge.

1 1
Ao 2\2n *

Exercice 101 : [énoncé]

(L)

- ;. "
La série de terme général ( n"‘)

est convergente et la série de terme général

1 1 1
e 7O\ e ) ™ e

est convergente si, et seulement si, o > 1/2.
Finalement la série initiale converge si, et seulement si, « > 1/2.

Les séries Y u, et Y w, convergent

~ A2" et w, ~ 1. Les séries Y u,, et > v, convergent
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Exercice 102 : [énoncé]
On a

AN VR N S i
un =" \1 =5 tOa ) ) = am ~gmam TO\ e

Si a <0 alors u,, /0 donc ), -, u, diverge. Sia > 0alors ), -, CUT converge.

Si 370‘ > 1 alors
1 1
T op3a/2 +0 <n5a/2>

est le terme général d’une série absolument convergente et donc ), -, u,
converge.
Si %a <1 alors

1 0 1 -1
“opgarz T\ saz | ™ 9,342

(de signe constant) est le terme général d’une série divergente donc Y - up.

Exercice 103 : [énoncé]
Par développement

(71)" 1 1
Up = - +o0 nﬁ = Up + Wy

ne 2n2

(=) 1 1
Uy = a et w, = 5,70 +o 3a

> vy, converge en vertu du critére spécial des séries alternées et Y w,, converge si,
et seulement si, 2a > 1 par équivalence de termes généraux de séries de signe
constant. Au final, > u, converge si, et seulement si, o > 1/2.

avec

Exercice 104 : [énoncé]

On —1)"\  (—D7 11 |
() e (2)

s - —1)" " -
Par le criteére spécial, ( na) est terme général d’une série convergente.

Par comparaison de séries a termes positifs

11 1 11
Topre O\ G2 ) Y T
est terme général d’une série convergente si, et seulement si, a > 1/2.
Finalement, la série étudiée converge si, et seulement si, a > 1/2.

Exercice 105 : [énoncé]

On a
(=)™ 1 a (=)™ (a+1) 1
=In(1 - =1 (1 —) = - O =7
tn =0 < * N s Uty NG on O\
Par suite, la série > u, converge si, et seulement si, a = —1.

Exercice 106 : [énoncé]

a) Par convergence dominée par la fonction ¢: ¢ — 1, on obtient u,, — 0.
b)

1
n+1

/4
U + Unya = / (tan ) (tan £)" dt —
0

¢) On vérifie aisément u, — 07 et u,41 < u,. Par application du critére spécial
des séries alternées, Y (—1)"u, converge.

d) Par monotonie
Uy + Un+2 < Qun < Up + Up—2

Un

7 . i . . 7. N oy .
On en déduit u, ~ 5~ puis par comparaison de séries a termes positifs, » ==

converge si, et seulement si, a > 0.

Exercice 107 : [énoncé]
Pour ¢ € [0;1/n], on peut affirmer ¢™ € [0;1/n] donc

1/n

£ dt = = £(0)

<

sup [f(t) — f(0)]

1
T t€]0;1/n)

0

Par continuité de f en 0, on peut affirmer,

sup [f(t) = f(0)] =0

te(0;1/n]
et donc
1/n 1
f@")dt ~ —f(0)
0 n
Ainsi £0)
Un ™~ na+1

et Y u, converge si, et seulement si, a > 0.
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Exercice 108 : [énoncé]

1 1 " 1 1
up=|1-—+o|— =exp|—— tol| 5
n n n n

Si o > 1 alors (uy,) ne tend pas vers zéro et Y u,, est grossierement divergente.
Si a €]0;1[ alors n?u,, — 0 et >_ u, est convergente.

Exercice 109 : [énoncé]

a) Si a <1 alors
n 1
Z— — +00
ke n—oo
k=1
et donc up, =+ 0sia€[0;1], up, = 1sia=1 et (u,) diverge si a > 1.
Si o> 1alors (3 p_; z=) converge et donc (uy) aussi.

b) Casa<leta=1:u,=1,v,=0et on peut conclure.
n L
Casa<letac[0;1[:€=0, v, =u,, n*v, = Q2Inn+d L wrina g ooy

Sht
«a _ a—1
k:lk a—1n

Casa=1letac[0;1]:£=0,v, =u, =enntrro)nae  Apnae qonc

> vy, converge si, et seulement si, Ina < —1 i.e. a < —1/e.
doo 1
Casa>1: /0 =alsw=1F"

+oo = 1 l
= f(e Lek=nt1 kT _ 1) ~ —f S
Un (e ) k:zn;i_l Lo (a _ 1)na71

Ainsi > v, converge si, et seulement si, a > 2.
Dans chacun des cas précédents, on peut appliquer le critere spécial aux
séries alternées et affirmer que > (—1)"v,, converge.

Exercice 110 : [énoncé]

On a
(n+p>:(n+p)(n+p—1)...(n+1) 1
p p! p!

donc

Par équivalence de séries a termes positifs, la série numérique > v, converge si, et
seulement si, a > 1/p.

( )n a

donc la suite (Jwy|) est décroissante. De plus elle de limite nulle, le critére spécial
des séries alternées assure alors la convergence de Y w, pour tout a > 0.

Exercice 111 : [énoncé]

a) L’intégrale étudiée est bien définie pour a > —1. Par le changement de

variable proposé
/“/ At /+°° dz
o  l4asin?t) Jo 1+ (1+a)z?

puis en posant u = zv/1+a

/”/2 dt o7
o l+asin®(t) 2y/1+a

b) Par symétrie

/’T dt _, /”/ 2 dt
o 1+ (nm)esin?(t)  ~Jy 14 (nm)sin?(2)

et par le calcul qui précede

/7r dt B T pl-a/2
o 1+ (nm)sin®(t) /1+ (nm)e ne/2

Par équivalence de séries a termes positifs, la série étudiée converge si, et
seulement si, o > 2.

¢) Par monotonie, on a ’encadrement

(n+1)7 dt (n+1)7 dt (n+1)7 dt
< < S
/mr 1+ ((n+ D)m)esin?(t) — /mr 1 +tosin(t) — /mr 1+ (nm)@sin?(t

Par comparaison de séries a termes positifs, la convergence de la série
actuellement étudiée entraine la convergence de la précédente et inversement.
La condition attendue est donc encore o > 2.
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)

Les sommes partielles de la série étudiée ci-dessus correspondent aux

intégrales suivantes
/ " dt
o 1+tsin?(t)

La fonction intégrée étant positive, la convergence de 'intégrale entraine la
convergence de la série et inversement. On conclut que I'intégrale étudiée
converge si, et seulement si, a > 2.

Exercice 112 : [énoncd]

a)

Pour définir u,, il est nécessaire de supposer o > 1.
Par comparaison avec une intégrale, on montre

1 1

a—1no-1

Up ~~

Par comparaison de séries a termes positifs, > u,, converge si, et seulement
si, a > 2.

Pour définir u,,, il est nécessaire de supposer o > 0.
Par application du critére spécial des séries alternées, v,, étant le reste de la

série Y % est du signe de (—1)" et |v,| < m - 0.
De plus
—+oo —+oo
(-1)r (=1)?
Un| = | =y —m— =y —
il = ol =2 G e " 2
p=0 p=0
donc

+oo ) 1 1
ol = ol = 2 0 (e~ T o)

p=0
Par le théoréme des accroissements finis
1 1 B «
(p+n+2)>  (p+n+1)> (e

avec ¢, €lp+n+1;p+n+2[.

La suite (c,,) est croissante donc on peut appliquer le critére spécial des séries

alternées a

) 1 1
2.1 ((p+n+1)a - (p+n+2)a>

et conclure que sa somme est du signe de son premier terme. Au final, (|v,|)
est décroissant et en appliquant une derniére fois le critere spécial des séries
alternées, on conclut que > v, converge.

Exercice 113 : [énoncé]
Introduisons la somme partielle

N xan
Sy = -
N Z n3
n=1
On remarque que pour n € {101”71, cee, 10P — 1} onaa, =p

En regroupant pertinemment les termes sommés

q 10P—-1 q 10°P—1

zon xP &
n3 n3 P
p=1

p=1n=10r—1 p=1n=10p—1

Puisque la fonction ¢ + 1/t3 est décroissante, on a la comparaison

107 10P-1 10P—1
dt 1 / dt
‘/10;)—1 t2 P n:%);_l n3 10P—1-1 t2
Apres calculs, on obtient
99 1
Uy ~ —
P2 100P

Casxz >0

La série Y u,zP converge si, et seulement si, z < 100.

Puisque la série Y 2% /n® est & termes positifs, sa convergence équivaut a la
convergence d’une suite extraite de sommes partielles et donc > 2% /n® converge
si, et seulement si, x < 100.

Cas z < 0.

Pour z € ]—100;0], il y a absolue convergence de la série en vertu de 1’étude qui
précede.

Pour z < —100, on peut écrire x = —y avec y > 100, on a alors

q
Sl()qfl = Z (—1)ququ
p=1
avec (uqy?) qui ne tend pas vers zéro.

Il y a alors divergence d’une suite extraite de sommes partielles et donc divergence
de la série Yz /n3.

Exercice 114 : [énoncé]
Avec convergences, on peut écrire

+oo 1 +oo 1 +oo 1
P DY e R B o
n=1 n n=0 (2n + 1) n=1 (27’7,)
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donc

Exercice 115 : [énoncé]

1 1

nn+1)(n+2) s

donc la série converge
Par décomposition en éléments simples

1 21 1/2
nn+1)(n+2) n n+l n+2

puis apres télescopage

= 1 1
;n(nﬂ)(nm) 1

Exercice 116 : [énoncé]

On a
1 1

Rh+1)2 K

donc la série converge.
Par décomposition en éléments simples

L S D S
kK2(k+1)2 k2 (k+1)2 k+1 &k
donc
N N N+1 N+1 N 2
1 1 1 1 s
- 142y -2y o -
Z k+1 Zk Zkz + Zk ZkN—>—+>003 3
k=1 k=1 k=1 k=2 k=1
Exercice 117 : [énoncé]
On a
2N+1 N
1"
> I <1+(n)> => 2k+1)—In(2k+1)=0
n=2 k=1

et

)2§11n<1+ )> +0(1) =0

Tiln (1+ (_;)n> =0

2§N:1n(1+<

donc

Exercice 118 : [énoncé]

On a
Zln(l—;) Z(ln(n—l)—l—ln(n—i—l)—ann)
n=2 n—2
donc
N 1 N N
Zln (1 - nQ> = Z (In(n —1) —1Inn) + Z (In(n+1) —Inn)

Apres télescopage

N
1 N+1
Zln <1712) :111771112—)71n2

n=2

On en déduit que la série converge et
+o00 1
E In{1- — | =- In2
n
n=2

Exercice 119 : [énoncé]

La somme existe en vertu du critére de Leibniz.

Pour la calculer, il suffit de déterminer la limite des sommes partielles de rangs
pairs.

2N N N—-1
> (=1)"In(1+1/n) =Y I@2n+1) —In(2n) + ¥ In(2n+1) —In(2n + 2)
n=1 n=1 n=0
puis
2N
S (—1)" (1 + 1/n) —221 2"“ ~ (2N +1)
n=1 n=1
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et donc
2N
nz::l (=1)"In(1+1/n) =In (W)
Or n! ~27nn" e~ " donc
2N
> (=)™In(1+1/n) — In(2/7)
n=1
puis
+oo
> (=1)"In(1+1/n) =1In (2/7)

Exercice 120 : [énoncé]

D’une part
+o00 +o0 400
n+1 1 1
I YRR IE R
= T |
— nl — (n—1)! !
D’autre part
+oo 9 “+o00 “+ o0 400 “+o00
n® —2 nn—1)4+n-—2 1 1 1
Z 1 :Z 1 :Z _ ;+Z _ |_227:0
— nl — n! —m=2)! —=(n-1) “— nl
Exercice 121 : [énoncé]
Le terme
+00 k
(-1)
Un = Z k2
k=n

est bien défini en tant que reste d’une série alternée satisfaisant au critére spécial.

Pour N < K entiers,

N K N K N
(1 _ (-1)* (-1)*
PID e D DD Dh b AP DI Bhv:

n=1k=n =1n=1

D’une part

Nk _qyk N ok
ZZﬂﬁ :kz(k)

k=1n=1 =1

D’autre part

(]
WE
%L
=
I
=
NE
=L
=

o
Il
=
+
—
3
Il
=
b
Il
Z
+
-

N N —+o00 k
(=1)F (-1)
Un = Z w N Z 2
n=1 k=1 k=N+1
Or
+oo _1\k
Z ( 12) =0 <1>
N2

donc quand N — +oo,

N +oo (_1)k
Dt >
n=1 k=1
Ainsi > u, est convergente et

+oo
Z Up = —1n2
n=1

Exercice 122 : [énoncé]
La convergence de la série est assurée par le critéere de d’Alembert. On a

+oo n +oo

™ " — gt = 1 1
1) 3 a0 = 2 = = 2 () ~ e

n=1 n=1 n=1
Apres télescopage on obtient
— _ pn+l) — )2
— (=) -2t (1-2)
Exercice 123 : [énoncé]
On a
1 1 1
m X = _

nn+1)...(n+m) nn+1)...n+m-1) n+1)...(n+m)
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Apres télescopage

N

1 1 1
mggmn+D~(n+m):55_0V+U“4N+ng

donc, sachant m > 1,

mi ! — ! =5,
— n(n+1)...(n+m) Nofoo mm! "

n=1

Exercice 124 : [énoncé]

Considérons .
v, = arctan 1 arctan 5 € 10;7/2]
On constate
1
t e —
A = 2 3n 1 3

et donc u,, = v,.

En tant que somme télescopique associée & une suite convergente, la série > u,,

converge et

+oo

T
Zun =arctanl = 1
n=0

Exercice 125 : [énoncé]

a) a, existe en vertu de la regle de d’Alembert.

—+oo

£ e (v ()

n=0

donc

= (Do (e

b) Par un récurrence aisée a, € N pour tout p € N.

Exercice 126 : [énoncé]
On peut supposer a > 0 quitte a passer la suite a 'opposé.
Up41 b—a

=1
U, +n—b

a—b

Posons v,, = n*"°uy. Inv,y; —Inwv, =0 (1/n2) donc (Inw,,) converge puis

avec A >0

Un ™ na—>b

Par conséquent ) u,, converge si, et seulement si, a — b > 1.
(n = bupt1 = (n — a)u, donc

(n+ Dups1 — nuyp = (b+ Dupy1 — auy,
En sommant et en notant S = Z::a Un, on obtient (b+ 1)(S — a) — aS = 0 donc

b+ 1o
S_b+1—a

Exercice 127 : [énoncé]
Par sommation géométrique

Posons

Cette intégrale est bien définie car la fonction intégrée se prolonge par continuité

en 1.
n 1 .
o 0 —x n—+
avec
M = sup sin(mz)
o1 -2

On conclut que ZZ:O ur — I puis par changement de variable
n T .
sint
Z Up — / T de
k=0 0
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Exercice 130 : [énoncé]
Par décomposition en éléments simples

Exercice 128 : [énoncé]
La convergence s’obtient par équivalence de séries a termes positifs, la somme via
une décomposition en éléments simples permettant de calculer les sommes

) . N N N 2N N 2N
partielles. On obtient 1 2 1 1
= 3 Z n(2n — 1) ZZn—l ZE_ZE Zﬁ Z n
Z ﬁ — 1 n:l n:l n=1 n=1 n=1 n=N+1
k=2 Or
Si k + 1 n’est pas le carré d’un entier
L — 1J VE 2N 2N N o
% —=Y ==Y —=mIm@N)+y+o(l)~InN -y =In2+o(1)
=0 n n n
k n=N+1 n=1 n=1
Si k41 est le carré d'un entier n, puis
—+oo
1

VEFT - |VE]

k T n2-1

Cela permet de calculer les sommes partielles et de conclure en faisant le lien avec

la série précédente.
Exercice 129 : [énoncé]

Pour t = —1,
SN ()T = —(m 4+ 1) (n+ 1)

Exercice 131 : [énoncé]
On a

mmf$£+mzo($>

5n+6

n=1 n(n+1)(n+2) existe.

donc la somme S

i=0 j=0 Par décomposition en éléments simples
ce qui permet de conclure.
Pour t # —1, __om+6 3 1 2
nn+1)(n+2) n n+l n+2
n m i n it 1— (_t)'rn-i-l
Z Z )t = Z (=1)t" T 1rt donc en exploitant
i=0 j=0 i=0 N 1
Quand m — +oo, ZEZlnN_F’Y_FO(l)
=1
n m ti+1 . !
Z Z 1)itigtitl Z on obtient
=0 j=0 1=0 1 Tt
7 - 5k + 6 n?

si |t] < 1 et diverge sinon.

=
1+t (1+1)2

i( ) ; ti-‘rl _ 1— (_t)n-i-l
%

Quand n — 400,

n m

o t
3 _1)¢tgpeti+1
m > () AT

i=0 j=0

£ k(k+1)(k+2) (n+1)(n+2)72

Exercice 132 : [énoncé]
Par décomposition en éléments simples

R S S U
nn+1)2n+1) n n+1 2n+1
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Sachant Exercice 134 : [énoncé]
ﬁ’: 1 2%? 1 K1 On a
m+1 n n 2 | 52 S n(n+1)2n +1)
1 2 1 + 27 + Z 6
on obtient k=1
N N N AN 41 et donc
3 1 1 1 3
— _ 4 — ~ —
Par comparaison de séries & termes positifs, la série numérique 3 s
Or on sait que conver p p q Z 124224+ +n2
N ge
Z 1 =N + 7+ o(1) Par décomposition en éléments simples
n
=t 6 6 6 24
donc on conclut que la série converge et nn+1)@2n+1) n + n+l 2n+1
f 1 3 4102 En introduisant la constante d’Euler ~, on sait
=3—4In
—n(n+1)2n+1) N
1
ZE =InN +7v+o(l)
n=1
Exercice 133 : [énoncé]
Par décalage d’indice
a) OH a N 1 N+1 1
= —=In(N+1 -1 1
2n (7 _ 2n1 n 1 Zln+1 Zzn D( + )+7 +0()
Z :Z% Z—k In2n+~v+o0(l) —lnn — In2+ o(1) . . " " . .
k=1 k=1 k= et en introduisant dans la somme les inverses des nombres pairs absents, on
et obtient
2n+1 k—1 2n —
y =Z o(1) S R A A |
= — — =In(2N +1) — 71 N -1
k=1 =1 ;271—1-1 nz::?n 22 - N+g5y—1+o()
donc la série converge et est de somme égale a In 2.
b) On a On en déduit
N
3n 3n n 1 ng(N —+ 1)6
1 1 = 18 1
Zun = ZE —SZ% =In3n+~v+0(1)—lnn—vy=In3+o(1) ; 2122+ 1p2 O (2N + 1) +18+0(1)
k=1 k=1 k=1
ot puis a la limite
3n+1 3n 3n+2 +o0 1
= =18 —-241n2
;un ;un—l—o(l)—)lrﬁet Zun Zun+0 ) —1In3 ;12+22+~-~+n2 n

donc la série converge et est de somme égale a In 3.
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Exercice 135 : [énoncé]

1 3, 1 1 13 11 1)
dn+1 4n+2 4n+3 4n+4 4n  4n  4n  4n n2)

donc la série étudiée est absolument convergente.

Etudions w,, = u, — %(ln n)2, Wy — Wy_1 = ln—n” — f:_l l%t dt <0 donc (wy,)
est décroissante.

D’autre part les calculs précédents donnent (w,,) minorée et donc on peut
conclure que w,, converge. Ainsi

1
On a Up = §(lnn)2+0+o(1)
i ( 1 3., 1 1 ) B 4%“ Lo, 1 b)
Or N N ON 1 N n=1 n n=1 2n n=1 n—1
+
1 1 1 1 donc
Dz tlmi t iy
=0 n=0 k=1 k=1 <l Inn In(2n) <l In(n) |
Par le développement Z (_1)"7 = Z n Z 0 In2 Z I +uny — uaN
n n=1 n=1 n=1 n=1
1
= =1 1
— k nn+ 7y +o(l) Par le développement asymptotique précédent, on obtient :
on parvient a 2N 1 1 1
N S (-2 — 2 nn + @)y + 5(Inn)’ + € = S (In2n)* = C 4 o(1)
1 3 1 1 ) n=1 "
- + + =In(4N+4)+y-2In(2N+1)—2y+In N+y+o(1) — 0
nzzo <4n +1 dn+2 dn+3  dn+4 et apres simplification
Ainsi 2N Inn 1
i L. SN S 0 > (-)r—— 5 n(2)(2y —n2)
\dn+1 4dn+2  4n+3  dn+4) n=1 "
(ce qui change du In2 traditionnel. .. ;-) De plus
! Inn e~ Inn
-1)r— = —1)"— +40(1) - =In(2)(2y — In2
Exercice 136 : [énoncé] ; =1 n nZ:l =1 M) @2 )
P donc
a) f est décroissante sur [e;+oo[. Pour p > 4, too mn 1
—1)"— = =1In(2)(2y —In2)
p+1 D Z ( n 2
J Ly
P t p p—1 t N’est-ce pas magnifique ?
donc u,, = % + % + v, avec
n+l g "t Exercice 137 : [énoncé]
: ’ a) > .~y f(n) diverge et > -, (=1)"f(n) converge en application du critere
donc v, ~ 1(Inn)?. spécial. B
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b)

Pour n > 4,
d —
g/Wlf(t) t< f(n-1)
donc n
og/ FO)dt = f(n) < f(n—1) = f(n)
n—1
avec

+o0
S fn—1) - fn) = £(3)
n=4

donc la série de terme général f7 7_1 f(t)dt — f(n) converge et il en est de
méme de la série de terme général f(n) — [ | f(t)dt.

On a
“+o0 2n
D (=DMf(n) = lim Y (=1 (k)
n=1 k=1
ST(=DFfk) =2 F(2k) =D f(k)
k=1 k=1 k=1

Or

n B n k n 47}7 )
SECEROESWORY AR | 10t = 5002 +0

k=1

et en exploitant In(2k) =In2 + Ink

2 f(oh z

Z HT In2Inn +1n(2)y +o(1) + %(lnn)2 +C
k=1

k=1 E
On en déduit
2% f(2k) =Y f(k) =In(2)y — 5(In2)* +o(1)
k=1 k=1
Au final
= Inn
> ()" == In(2)( In2)

Exercice 138 : [énoncé]
Par sommation géométrique

donc

t/d xafl
o 1+=z

avec

dx

I

n—+o

14z

k=0

= é/ol (—1)ka

len] <

d’ou la conclusion.

Exercice 139 : [énoncé]
Tout d’abord la série converge en vertu de la régle de d’Alembert (en traitant
x = 0 séparément)

Puisque

on obtient

n

kak:xd

k=0

Exercice 140 : [énoncé]
Par sommation géométrique

donc Z

4n +1

N

converge et

n—+ao

kta=lqy 4 (—1)"H! /1 = z": (-1)" +¢
0o 1+=z = k+« "

! 1
/:v""'adx:i%()
0 n+a-—1

2 ix’“ (e /—> ’
x B 1—x (1—x)?
k=0

N LN L O e
S =2 = [

b (—thNHL ! AN+4 1
———dt| < t dt = —0
/0 1+ ‘ - /0 AN +5

/1 dt
4n—|—1 o L+t
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Enfin

/1 dt 1 ( 242 )
= hl +7T
o 1+t 42 22

Exercice 141 : [énoncé]
Introduisons la série entiere de somime

+oo :
x4n+3

Sy =% T
— (4n+1)(4n +3)
On vérifie aisément que son rayon de convergence est égale a 1 et que sa somme
est définie et continue sur [—1;1] par convergence normale.
Sur |—1;1]
Too pant2

S'(z) =

n+1

Pour x # 0

o] -

On en déduit que sur |—1;1]
Todt
5'(x) :”3/0 T

/ / 1—ut
Par intégration par parties

(1, Fodu 171 m1—¢2
Sle) = [2“ ‘”/0 1—u4L+2/0 o dt

puis

et ainsi

Quand z — 1~

donc

On en déduit
—+00

! ™

Exercice 142 : [énoncé]
Posons

1
Hn:1+§+-~+—:lnn+7+o(1)
On observe

Uy = 2H, — H,2 = 2(Inn + v+ o(1)) — In(n?) — v+ o(1) — v

Exercice 143 : [énoncé]

a) On sait

n) + vy +o(1)

n
Hy=Y 1=
k=1

W \

donc
Ay = Hgn — Hn — 111(3) =\

b) Si on sait

1 1
anln(n)+'y+2n+o<n)

les choses vont assez vites. .. mais sans doute ’examinateur souhaitera la
démonstration de ce résultat.

Zk-l-ln(l—) Z% (1—;)—1—32”11&(]:1)

k=1 k=n+1
avec
3n
3 m(’“;):lng
k=n+1
donc
3n n 1 1
= —+In{l—-—)— —+In{l—-—
B ) E)
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Or " % +In (1 - %) est absolument convergente car

Dom(1-? !
p k 22

A= R, — Rz, avec

R, = -io l—l—ln 1—l
" k k

k=n-+1

donc a,, —

Or par sommation d’équivalent sur des restes de séries convergentes a termes
de signe constant,

=1 1
Bave D “5m ™o,
k=n+1

(le dernier équivalent s’obtenant, soit par comparaison série intégrale, soit par

=~ ﬁ et sommation télescopique).

Au final

Exercice 144 : [énoncé]

a) On a

Up+1 :ln2n+1 _
Unp, 2n + 2

1 1
Inupyy —Inu, =1n n<1—2n+2> N—%
La série Y Inup41 — Inw, tend vers —oco donc Inwu,, — —oo puis u, — 0.
b) Posons v, = /nuy,.

Inv,41 —Inv, = 1hrl (1 + 1) +Inupy; —Inu, =0 (1)
2 n n?
La série Y Inwv,41 — lnv, converge et donc la suite Inwv,, aussi.
En posant £ sa limite, on obtient \/nu,, — C avec C = e’ > 0.
Notons qu’évidemment, on aurait aussi pu résoudre cet exercice a l'aide de la
formule de Stirling.

Exercice 145 : [énoncé]

o _ Unt1l __ 2n+1 1 ~ L Ayed
a) lnuyy1 —Inw, =1n ol = Inss =In (1 2n+2) 57+ La série

> Inupy1 — Inu, tend vers —oo donce Inw,, — —oo puis u, — 0.

b) In(n+ 1)uyqq — Innu, =In (22H) ~ L. La série Z\ln(n + Dupt1 — Innu,
tend vers +oo donc In nu,, — +o0 puis nu, — +00. A partir d’un certain
rang nu, > 1 donc Y u, diverge.

¢) (2k+4)vp41 = 2up41 = %Ck—jlluk = (2k + 1)vy en sommant pour k € {0,...,n}

et en simplifiant, on obtient : T,, = 2 — (2n + 6)v,41 donc T;, — 2.

Exercice 146 : [énoncé]

a)

—b —-b
Inupt1 —Inu, =1In (1+a >~ a4

n n

est le terme général d’une série divergeant vers —oo. Par suite Inu,, = —o0 et
donc u,, — 0.

b)
1 —b —b 1
lnvn+1—lnv7L=o¢ln<1+>—|—1n<1—|—a ):a+a +O<2>
n n n n

donc pour a = b — a, la série des Inv,, 1 — Inv,, converge. Par suite v,
converge vers un réel A > 0 et alors

A

nbfa

Up, ~

¢) Ona
(b—a—1u, = (1 =0)(upt1 — un) —

donc par télescopage

((n+ Dtns1 — nun)
+Eoou 71)71 U,

n = 0
o b—a—-1

Exercice 147 : [énoncé]

a)

n2

(n 4 1)Pupir a+p < 1 )

5 =1+4—=+0
nPu, n
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donc
1
w="""40 (2>
n n
> v, converge si, et seulement si, § = —a.
b)
n—1 “+00
ka =In(n"%u,) > = ka eR
k=0 k=0

donc n™%u,, — e’ puis u, ~ An® avec A = e’ > 0.

Exercice 148 : [énoncé]
Notons que les termes de la suite (u,,) sont tous non nuls car —a ¢ N*.
()P uniy
a) o =
seulement si, 5 = 704.

b) Z;é v = In(n™¢
avec A = ¢t > 0.

Exercice 149 : [énoncé]
Apres calculs
Int, 1 — Inu, = O(1/n?%)

donc la suite (Inwu,) converge et on peut conclure.
On peut aussi faire le lien avec la formule de Stirling. ..

Exercice 150 : [énoncé]

/1 (1—w)" —
0 U

1 1n—1
du:—/0 v—l /OZU dv

puis

donc u, — —7y

14 @+/3 +0 ( ) donc v,, = O‘+B +0 (ng) > vy, converge si, et

Up) — £ = Z::E) v € R donc n~%u,, — e’ puis u,, ~ An®

Exercice 151 : [énoncé]
In(P,) =>}_ 2ln<l+ (\}) ) avec

—iInn+ A+ o(1) puis P, ~ \e/—%

donc In P, =

Exercice 152 : [énoncé]

a) u, >0 et

" a—1
Inu, = 1
wu Zn< k)
k=1
Sia=1alors u, =1—1,.
Sia > 1 alors
1 a—1 a—1
n ~
k k
donc Inu,, — +o0 puis u,, — +o00.
Si a < 1 alors Inu,, = —o0 et donc u,, — 0.

b) Sia > 1ily a divergence grossiére de la série.

Si a €]0;1[ alors
—1
In u, Nza

(a—1)lnn

et donc
In(kuy,) =Ink+ (a—1)Ink+o(lnk) ~alnk — +o0

Ainsi ku,, — +00 et & partir d’un certain rang wu, > 1/k.
La série de terme général u,, s’avere divergente

Exercice 153 : [énoncé]

a)
1lx
Inup4r —lnwu, ~ —=—
2n

avec £ > 0 donc
n

Zlnuk_H —Inup - —o0
k=1
puis u, — 0.
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b) Pour a = —z/2,

In(upt1) — In(u,) — aln (1 + i) -0 (1)

n2

donc il y a convergence de
1
Zln(unﬂ) —In(up) —aln (1 + )
n
¢) Puisque

1 Up, U,
In(wpy1) — In(uy,) — aln (1 + n) =In (n—f—iql)(’ —n—

la suite de terme général In == converge puis -2 — A avec A > 0.

d) Par comparaison de séries & termes positifs,y  u, converge si, et seulement si,

a< —1lie x>2.

Exercice 154 : [énoncé]

a) Par récurrence 0 < u,, < ug/2™.

b)

In(2" 1,4 1) — In(2"u,) = In <sm(un/2)> o1 (uJ)Q

6\ 2

U /2

est terme général d’une série convergente donc la suite (In(2"u,)) converge et

finalement (2™u,,) converge vers un réel A strictement positif.
c)
+oo
U, — A27" =277 Z (2%up, — 2" )
k=n

Or

k+1 3
gy — 26y ~ 2 (%)3 A

6 2 24.22k
Par comparaison de restes de séries convergentes a termes positifs,
3 too 3
_,A 1 A

un = A2~ 2700 ) o3 < Iggon
k=n

Exercice 155 : [énoncé]
Non, en effet considérons

LS|
=D T
k=2
Pour tout p € N*, on a upp — up :Z;ﬁnﬂm
On en déduit
np—(n+1)+1 p—1

= —0
nlnn Inn

Ogunp_ung

alors que

n k+1 dt n+1 dt el
n > = = [In(In?
“ kZ_Q/k tint /2 tint [In(Int)ly™" = oo

Exercice 156 : [énoncé]
< n _ =1 _
On observe que uy;, —uy~ " = n.
Puisque Y n une série & termes positifs divergente on peut, par sommation de
relation de comparaison, affirmer

n
n ~ L~ 1 2
un+1 in
k=1

En composant avec le logarithme népérien cet équivalent de limite infini, on
obtient
nlnu,41 ~2Inn
puis
Inn
Inwpqpqg ~2—
n

Par suite u, 41 — 1 puis
Inn Inn
tpr = 1427 4 g ()
n n

Posons )
nn
Up = Upt1 — 1 —2—
n

1
Up 1 = €Xp <nln (1 +2% +vn)>

uz+1 = exp (2 Inn + nv, + (@) ((ln n)2/n))

L’égalité

donne
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2ul

Or —%= — 1 donc

exp (In(2) + nv, + O ((Inn)?/n)) — 1

puis nv, — —In(2). Ainsi

Exercice 157 : [énoncé]
On peut écrire

avec ug(n ) A -k,
“+o0

On peut alors présumer

n n -‘roo_ 1 o
Z( ) n—>+ookzzoe kzl—l/e:e—l

k=1

Il ne reste plus qu’a ’établir. . .
Puisque In(1 + z) < z pour tout > —1, on a

(1 - k)n — exp (nIn(1 — k/n)) < "

n

et donc on a déja

— 1—1/e
De plus, pour N € N, on a pour tout n > N
n k n N-1 k n N-1
S (5 ey (- -
n n n%+oo
k=1 k=0 =0

Pour € > 0, il existe N € N tel que

—k
e ">
“e—1

— &
k=0

et pour ce N fixé, il existe N’ € N tel que pour n > N,

S ECY R

On a alors pour tout n > N’

> (1) =5

k=1

On peut donc conclure

Exercice 158 : [énoncé]

Posons
~olon —k
P, = H 2 — k‘
k=1
On a )
1 «— —
mP, =21 [#n k‘2
2 = [2n—k|
Puisque

t
|z — k|* = (2n)? — 4nk cos (ﬁ) + k% = (2n — k)? + 8nksin? (

on obtient

Inp, = —;kz::lln (1+ (QnSnk)zSin <2f>)

Sachant sin? u = u? + O(u?), on peut écrire

w2 ()2 E oL
sin (2\/ﬁ>_4n+o 3

Ainsi

= 2kt? k 1
In P,
" kZ (1 @ @O
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Sachant In(1 + z) <z, on a

—2In(P,) < 1;1 {(23%2,{)2 T @n ﬁ k)go (iﬂ

Posons S, le second membre de cette comparaison. D’une part

Yo () =xwo (i) o)~

k=1 k=1

D’autre part

n 2n—1 2n—1 2n—1

2n — ) 1
Zgn_ 2(7_4Zg2_ ;7

k=1 l=n

avec
n

R 1 1
Zez”;“ 2.7

Apres calculs asymptotiques, on obtient

=Inn+vy+o0(1)

S, — (2 —21In2)t?

Sachant In(1 +z) >z — 12% on a

1 2kt k 1\1?
2P, >S5, — - Z
R 22[(2n—k)2+(2n—k)20<n)]
2n—k)? n’

k=1
" 2kt2 k 1\]? & 1 1
= = O(=)=0|- 0
2l w wreo )] -2e () -0 ()~
=1 k=1
Finalement —21n P, est encadré par deux quantités de limite (2 — 2In2)t2. On en
déduit

Puisque 0 < (# <1

P, — exp ((In2 — 1)¢?)

Exercice 159 : [énoncé]

Soient > u, une série semi-convergente et > v,, une série absolument
convergente. La série Y u, + v, est convergente et si celle-ci était absolument
convergente alors > u, le serait aussi car |u,| < |u, + v,| + |vn|. La série
>y, + vy, n'est done que semi-convergente.

Exercice 160 : [énoncé]
Pour
k(k —1) < k(k+1)
2 - 2
on pose
k—1
w, = Y
k

Ceci définit la suite (uy),>1 de sorte que ses premiers termes sont :

1 1 1111 1 1 1 1
) 23 27373’3? 47 4? 47 47"'

Les termes sommées tendent vers 0 et les sommes partielles oscillent entre 0 et 1.

Exercice 161 : [énoncé]

a) Pour u, = (—1)", la série de terme général u,, est divergente et puisque ces
sommes partielles valent 0 ou 1, elle enveloppe tout réel de l'intervalle [0; 1].
Pour u,, = (—=1)"/(n + 1), la série de terme général u,, satisfait le critere
spécial des séries alternées et donc elle converge et la valeur absolue de son
reste est inférieure a son premier terme. Cette série enveloppe donc sa
somme, & savoir In 2.

Pour u,, = 1/2", la série de terme général u,, converge. Puisque u,, — 0, le
seul réel qu’elle peut envelopper est sa somme, or

R BN | =X 11
2FTlE= 2w
k=0 k=0 k=n+1

n’est pas inférieur a u,11. Cette série convergente n’enveloppe aucun réel.

b) Posons pour la suite de notre étude
n
w=D
k=0

On a

9n+2un+2 =A- Sn+1 =A- Sn — Upy1 = (6n+1 - 1)un+1

Puisque 60,42 > 0 et 0,41 — 1 < 0, on peut affirmer que u,42 et u,41 sont de
signes opposés.

Puisque A — S,, = 0, 11u,11 est du signe de u, 11, les réels A — S, et

A — S,11 sont de signes opposés et donc A est encadré par S, et S,11.
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5

Puisque A — S, est du signe de u,+1, on peut écrire A — S, = 0, 41u,41 avec
9n+1 eR,.

Puisque A — Sp41 = (01 — 1)up4q est du signe de u, 42 et puisque up41 et

Un42 sont de signes opposés, on a 0,11 —1 <0 et donc 0,41 € [0;1].

On ne peut rien dire de plus, sauf a savoir que A — S,, est non nul pour tout

n € N.

En effet pour u,, = (—1)" et A = 1, la série de terme général u,, est alternée et
pour n pair : A — S5, =1 —1 =0 est du signe de 4.

pour n impair : A — S5, =1 —0=1 est du signe de u,41-

Si en revanche, on suppose A — S,, # 0 pour tout n € N, obtenir 0,41 € ]0;1]
est désormais immédiat.

Par I’absurde, supposons 41, Upy2 > 0.

OnaA-S, <upyy donc A— 5,11 <0 puis A — Spi2 < —uyio et done

|A = Spta| > |unta]. Or |A — Shio| < |unts| et [unts] < |uny2|, C’est absurde
et donc u,+1 et u,qo ne sont pas tous deux strictement positifs. Un
raisonnement symétrique établit qu’ils ne sont pas non plus tous deux
strictement négatifs et donc la série de terme général u,, est alternée a partir
du rang 1 (on ne peut rien affirmer pour le rang 0).

Puisque A — S;,11 = A -5, —Upy1,0n a

- |un+1| — Up+1 < A~ SnJrl < |un+1| — Up+1-

Si upqq1 > 0alors A — S,41 < 0 et done du signe de uy,42.

Si tp+1 < 0alors A — S,41 > 0 et donc & nouveau du signe de uy,yo.

Enfin A — S,, 1 n’est pas nul, car sinon

A—Spis=A— 511 — (Unta + Unts) = —(Upta + Unts) est de signe strict
opposé & u,12 et n’est donc pas du signe de uy,44.

On peut alors exploiter le résultat du ¢) et affirmer que la série de terme
général u,, encadre strictement A.

Exercice 162 : [énoncd]

a)

11 est immédiat de vérifier que E est un sous-espace vectoriel de espace RY
des suites réelles. L’application

¢: E — R? définie par ¢(u) = (up,u;1) étant un isomorphisme (car un
élément de E est déterminé de facon unique par la donnée de ses deux
premiers termes), on peut affirmer que I'espace E est de dimension 2.

11 est immédiat de vérifier que les suites (a,) et (b,) sont formés d’entiers
naturels, qu’elles sont croissantes a partir du rang 1 et qu’elles sont a termes
strictement positifs a partir du rang 2.
Ainsi

Vn > 2 ap,b, > 1

et donc
Gnt2 >n+1letbyio>n+1

Ainsi les deux suites (ay,) et (b,) tendent vers +o00 en croissant (seulement &
partir du rang 1 pour la premiére)
On a

Wpt1 = ((n+ 1Dant1 + an) a1 — ant1 (0 + )bny1 +by)

Apres simplification, on obtient
Wp4+1 = —Wp

et donc
wy, = (—1)"we = (—1)"

On a
Wy, (_1)n+1
Cn+1 — Cp = =
bnbn+1
Puisque la suite de terme général b, b, 41 croit vers +oo, on peut appliquer le
critere spécial des séries alternées et affirmer que la série numérique
> (¢nt1 — ¢pn) converge. Par conséquent la suite (¢,) converge.

On a

bn bn+1

—+oo

{—c, = Z (k1 — Ck)

k=n

Par le critére spécial des séries alternées, on peut borner ce reste par la valeur
absolue de son premier terme

|6 —cn| <

bnbn+1

On peut ainsi écrire

cpn=0+o0 (bnbn+1>

On a alors

1
an—i—rbn:bn(cn+r):bn(€+r)+o< )
bn+1
Sachant b,, — +00, on peut affirmer

anp +1rb, >0 < r=—4
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Exercice 163 : [énoncé]

a)

Puisque f est de classe C2, on peut écrire

(@)= F(0) + / ") at

Par intégrabilité de f”, la fonction f’ admet une limite finie £ quand
xr — +00.

Si £ > 0 alors, pour z assez grand f’(z) > £/2. Notons A > 0 tel que ce qui

précede soit vrai pour x > A. On a alors

x A z
f(z):f(0)+/0 f’(t)dtzf(o)+/0 ff(t)dH/A gdt

et donc f(z) > fx/2 + C* ce qui empéche la convergence de f0+°° f(t)de.

Si ¢ < 0 on obtient aussi une absurdité. Il reste donc ¢ = 0.
Posons

F(x) = / ft)de
0
Par I’égalité de Taylor avec reste intégrale

x+1

F@+Uzﬂm@+fuyg/ (x+1—6)f(t)dt

T

Quand z — o0,
+oo
F@LF@+1%&/‘ F(#)dt
0

Aussi f/(z) — 0 et

x+1
/' @+1—ofmd4g max | ()] = 0
x t€[z;x+1]
donc par opération f(x) — 0.
Par I’égalité de Taylor avec reste intégrale
n+1

F(nt1) = f(n) + f/(n) + / (n+1) - 6)f"()dt

n

donc 1
Fn) = Fn+1) - f(n) + / (n+1—£)f"(t) dt

n

La série de terme général f(n+ 1) — f(n) est convergente car de méme nature
que la suite (f(n)) qui converge en +o0. La série de terme général
fsﬂ (n+1—1t)f"(t)dt est absolument convergente car

n+1 n+1
/ (n+1—t)f”(t)dt‘< [ il

et le terme majorant est sommable par intégrabilité de f”.
Par conséquent, la série Y f'(n) est convergente.
Aussi

nl (g 41— t)?

() dt

F(n-+1) = F()+ f() + 3 /) + [

n

On peut alors mener le méme raisonnement et conclure que > f(n) converge.

Exercice 164 : [énoncé]

a)

Puisque |d,e,| < e, avec convergence de Y e,, on peut affirmer que les
éléments de G sont des sommes de séries absolument convergentes. Les
éléments de G sont donc bien définis et puisque

—+o0 +oo

Z dpenl < Z e, =8

n=0 n=0

ona G C[—s;s]. Enfin s € G avec (dp)neny = (1)nen et —s € G avec
(dn)nEN = (_1)n€N-

Si e est une base discrete alors G = [—s; s].
Par ’absurde, supposons qu’il existe N € N tel que ey > ry.

Introduisons
N-1
T = Z er € [—s; 5]
k=0

(comprendre z = 0 si N = 0).
Soit

“+o0
y= Zdnen avec d,, € {-1,1}

n=0

S’il existe k < N tel que di = —1 alors

+oo
y§2dnen726k:5726k

n=0
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Or En remarquant

ek = eN Ji:.o (=" _2

donc

s—2ey=x4+1rN—€ T
y< N TN N < on peut proposer

Si di =1 pour tout k < N alors 1 1 &KX (—pnt

N “+o00
= er + drep > T +en —ry > . . .
Y T;) g TL§+1 R = NN Il peut y avoir unicité de la suite (d,,) (c’est le cas pour z = s) ou non (c’est

le cas pour x = 0 ou lorsque (d,,) convient, (—d,,) convient aussi).
Dans tous les cas, y # z et donc = ¢ G. C’est absurde.

¢) Raisonnons par récurrence sur n € N.

Cas n =0 : on a bien Exercice 165 : [énoncé]
t—to| =1t <s=
| of = [t < s=eotro a) On a
Supposons la propriété vérifiée au rang n > 0. I - 1 ;1 —em
Sit, <t alors n = I Z Bl R
t_thrl:t_tn_enSTn h=1
¢ donc ]
€ 1 —e™ 2
t_thrl > —€ep = —Tp |En| < e 1—et | — |1_ei|
Alnsi et la suite (X,,),>1 est effectivement bornée.
[t —tni1] <7p = eng1 +roga
b) On a
Sit, >t alors n n—1
Xp — X1 Ek 1 Xk Yk
et I’étude est analogue. - -
Récurrence établie. donc n
On en déduit que t,, — t puis que t € G. S, = Z Xk Xin
En conclusion P kE(k+1) n+1
e est une base discrete si, et seulement si, Vn € N,e,, <1, Or " — 0 car (X,,) est bornée et (k+1 =0 (k2) est le terme général d’une

série absolument convergente. On peut donc conclure que (S,,) converge.
d) La condition précédente est vérifiée et, puisque s = 2, on obtient G = [-2;2].

On peut écrire

+oo 11 11 2 Exercice 166 : [énoncé]
0=1 - 1=1 o\ o=1-2-=
+n§1( 2"’ *3 +Z 2 2 2 4+ 2”

a) Par sommation géométrique

“+o0 n i 1)0
1 o0 e to _q
2= on Sn =Re (;Oel ) = Re (e“’l
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donc ‘ . ¢) On applique le résultat précédent & a,, = 1/n et S, =Y }_ cos(kz). (S,) est
1S,] < et 2 bien bornée car
e | = et —1]
B SR sin((n + 1)z/2)
b) On a Sn = Re <kzoez ”) = cos(nx)w
S ey Sy Sy at
" n n+1 n + N+1
n=1 n=1 n=0 n=1
Exercice 168 : [énoncé]
Or On a
N n ) ) ein@ -1
N+1 S, = Re <Z e““9> = Re <e”€1>
el —
n(n Ty = =0 (nz) donc la suite des sommes partielles de la série de terme k=1
général u,, converge. donc 5
c) On a |S|_T:M9
2 cos2z + 1 le?? — 1|
|cosx| > cos® x = —————
2 Posons f(x) = T\/i
donc (2n8) )
cos(2n 1
o> ) 2 lz—1)—
[n] = m m f’(x):M:—lﬁg()
| 1 | VE@ 12 2 a1
Si0=0 [r]alors |u,| > ; et donc ) |uy,| diverge.
Si @ #£0 [r] alors par ce qui préceéde la série » Cos(nﬂ converge et puisque donc f est décroissante sur [2; +o0l.
la série de terme général * diverge, par opérations, la série de terme général un = f(n)cos(nf) = f(n) (S, — Sp—1) donc
|uy,| diverge.
N N N-1 N
Doun =Y fm)Su=>_ fn+1)Su =D (f(n) = f(n+1)) Sutf(N+1)Sx—F(2)S
Exercice 167 : [énoncé] n=2 n=2 n=1 n=2
Or f(N+1)Sy — Ocar Sy =0(1) et f — 0.
N —+o00 +oo

a) (an — ans1)Sn = O(an,

convergente.

— ap+41) et la série & termes positifs > a, — an41 est

De plus
|(f(n) = f(n+1))Sa| < Mp (f(n) — f(n+1))

b) En séparant la somme en deux et en décalant les indices

n+1

Z( ak — Ap41) Sk—zaksk—zaksk 1

k=0

puis en regroupant

n

> (ak — ars1)Sk = aoSo + Y _ ar(Sk — Sk—1) = ani15,
k=0 k=1

avec an+19, — 0.

Par suite Y a,, (S, — Sn—1) est convergente.

avec »_ f(n) —

f(n+ 1) série convergente (car f converge en +00) donc par

comparaison Y (f(n) — f(n+
Ainsi par opérations,

On a

un| =

Or cos2a = 2cos?a — 1 donc co

|| >

(z"NZQ u")sz
vn

1 vn
“92n—1

1)) S,, est absolument convergente.

converge et donc Y u, converge.

Jn

3 >
|cos(n9)| S —

1 cos?(nf)

s2a> 1 5 cos2a + 1 puis

1 vn
2n—1

cos(2nb) +
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En reprenant I'étude qui précede avec 26 au lieu de 6, on peut affirmer que

Z %n\{ﬁl cos(2nf)

converge tandis que Y 2(7‘/_51) diverge puisque %f@ ~ ﬁ

Par comparaison, on peut affirmer que Y |u,| diverge.

Exercice 169 : [énoncé]
Posons
n
Sn = Zk
k=1

On a

N N N N-1

Shey Bl oy

n n n n+1

n=1 n=1 n=1 n=0

donc

NZn_N Sn SN
Z;_Zn(n+1)+N+l

Or NN — 0 car (Sy) converge et

) =0 (n2) est le terme général d’une

n(n+1)

série absolument convergente. On peut conclure que la série Zn>1 o converge.

Exercice 170 : [énoncé]
Posons
+oo
Rn = Z Zk
k=n
Ona z, = R, — R+1 et donc
N N+1
P
k k k:
k=n k=n k=n k=n+1
puis

La suite (R, ) converge vers 0, elle est donc bornée par un certain M ce qui assure
’ AT _ Ry ) i ;
labsolue convergence de la série Y mheT) ©t I’on peut donc introduire

—+oo

*= 7‘Zk_1

k=n-+1 k=n

Soit € > 0. Il existe un rang N € N tel que

et alors pour tout n > N

> ) .

k=n+1

puis

Exercice 171 : [énoncé]

Yn > N,|R,| <e

= 1 1\ e
Z FED Zj(k_lk)n

Le cas o = 1 est entendu. Etudions o € |—o0;1].
Par I'absurde, supposons la convergence de ) #2 et introduisons

n

ag
S, = —
k=1 e
de sorte que S,, — S,,—1 = a,/n.
On peut écrire
Zn:%izn:Skak_l B " Sk 7n_1 Sk
- 11—« - l—« «
k=1 k k=1 k k=1 k k=0 (k+1)
puis
"Lap e s < 1 1 ) Sn
T k 1—a 11—«
— k — k (k+1) (n+1)

La suite (S,,) est bornée car convergente et

k=1

zn:(kl a

1 1
k+1)1a) (nt i
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il y a donc absolue convergence de la série

X5 (5~ o)

et 'on en déduit la convergence de ) %=.
C’est absurde.

Exercice 172 : [énoncé]

a) On peut écrire

n+1 n
ka = Zkuk — Z (k—Dug = Zuk — nUp41 ()
k=1 k=2 k=1

Montrons que la convergence de > u,, entraine que nu, — 0.
Posons S,, les sommes partielles de Y u,.

Par la décroissance de u,,, on a 0 < nus, < Ss, — Sp.

Par suite nus,, — 0 et aussi 2nus, — 0.

De fagon semblable, on obtient nug,+1 — 0 puis (2n + 1)ugp+1 — 0.

Ainsi nu,, — 0 et donc
n
v E U
Z k n~>+oo k
k=1

b) Supposons que la série de terme général v,, converge.
Si la série de terme général u,, converge alors u, — 0.
nversement, supposons que . On peut écrire
I t, —0.0 t

+oo +oo v
k
Un = (= upyr) < "
k=n k=n

On a alors
+o00 n 400
OSnunngkaka
k=n k k=n
Puisque la série des v,, converge,

—+o0
g v — 0 puis nu,, — 0
k=n

La relation (*) entraine alors la convergence de > u,,.

¢) u, = 1 convient, ou si 'on veut une suite non constante, u, = 1+ #

Exercice 173 : [énoncé]
Posons v, = n(u, — uny1). On peut écrire

1

Z Vg = Z kuk — (k‘ -
k=1 k=1

2

3
+

>
U

n
Uk = E Uk — NUR+1
k=1

Si la série Y u, converge alors puisque

k=1

ﬁMg
§

la série > v,, converge car & termes positifs et aux sommes partielles majorées.
Inversement, supposons la convergence de > v,,.
Puisque la suite (u,) est de limite nulle, on peut écrire

—+oo +oo v 1 +oo
k
0<u = E UL — U — LA E v
> Un+1 ( k k+1) k —n+l k
k=n-+1 k=n+1 k=n

et donc (n + 1)u,+1 — 0. La relation

Zu Z Vg + (0 + Dtpg1 — Unga
k=1 k=1

donne alors la convergence de Y u, ainsi que I’égalité des sommes des séries.

Exercice 174 : [énoncé]
Posons

On peut écrire
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ce qui donne (sachant Sy = 0)

Apres télescopage

n n
2 _ —
Z ayp = Z (ag — ak+1)Sk + ant15n puis
k=1 k=1
— Uy =«

La suite (S,,) converge, elle est donc bornée par un certain réel M.
D’une part a,, — 0 et donc a,,+1.5, — 0. et enfin
D’autre part |(ar — ar1+1)Sk| < M |ag — axy1| et donc la série Y (a, — ant1)Sn Up ~ QM

converge absolument.
Par addition de convergence, on peut conclure que la série Y a? converge

Exercice 175 : [énoncd]

a) C’est la convergence de u,, vers /.
b) On a
1
o =4 = (o1 =€)+ + (u — £
et par 'inégalité triangulaire

o — £] < lug — £ + - + |tn, — £ i [Ung1 — €] + -+ |up —

Exercice 176 : [énoncé]

a) Supposons ¢ = 0.
Soit € > 0, il existe ng € N tel que

Vn > ng, lup| < e/2

n n

On conclut en exploitant |ug — £ < § pour k > ng.

¢) Quand n — +o0,

luy =]+ + up, — €] C*

—0
n n
donc pour n assez grand
|ug — €] 4 - + |up, — £ < £
n -2
Ainsi il existe un rang n; au-dela duquel
E Mm—nge
vy — ] < = - <e
lo, — ] < 5T 5=

d) On applique le résultat précédent a la suite de terme général u, 11 —
peut affirmer

n—1

Z Uk+1 — U — Q

k=0

1

n

On a alors
Uy + - 4+ nou ng + Du et nu cte ¢
n n n 2
4
pour n assez grand.
Ainsi v, — 0.
Cas général : u, = ¢+ w,, avec w, — 0 :
n(n+1) w4+ nw, L
— ¢ N
Un 2n2 * n2 2
b) On peut écrire
ﬁ:(u1'L_u’rL—1)+"'+(u1_uO) @
n2 n2 n2
donc
up _nlmiea) ¢ g (agme) g g
n? n2 n2 2
Exercice 177 : [énoncé]
u, et on

On a Inuyy1 — Inu, — Inf donc par Césaro

1 n
— E Inug —Inug_1 — In/f
n

k=1
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d’out

puis

llnun — In/
n

VIn|un — ¢

Exercice 178 : [énoncé]

a)

La suite (un)n>0 est bien définie et & valeurs dans R* car
VY > 0,In(1+2) >0

La suite (un)n>0 est décroissante car
Ve >0,ln(1+2) <z

La suite (un)n>0 est aussi minorée par 0 donc convergente.
En passant la relation de récurrence & la limite, on obtient que (uy)n>0 tend
vers 0.

1 1

Uy — In(1 + uy,)

1

~ =

Un+1 Un UnUn+1 n—+00 2
CAT Upy1 ~ Up.

Par le théoréme de Césaro

k=0
puis
11 1
n Up, 2
Finalement 5
Uy ~  —
n—+oo n

Exercice 179 : [énoncé]

)

b)

¢)

La suite (u,) est décroissante car
Vo € [0;7/2],sinz <z

La suite (u,) est aussi minorée par 0 donc convergente.
En passant la relation de récurrence a la limite, on obtient que (u,) tend vers
0.

2 : 2
1 1wy —sin(un) 1
2 2 2,2
un+1 un unun—H
car Up41 ~ Up.
Par le théoréeme de Césaro
-1
1 "Z 1 1 1
no—\ Uy U 3
puis
11 1
nu2 3
Finalement

Exercice 180 : [énoncé]
On sait R,, — 0 donc

R,1 =R, +u,=R,+R:+0(R%) =R, +0(R,) ~ R,

et par conséquent

et donc

Enfin, sachant R,, — 0 et Ry constant

1 .
Rnwfpulsunrv—2
n n
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Exercice 181 : [énoncé]

On remarque

Up 2 Ugn + Ugngq + -0 -+ Ugnd1 g

de sorte que

n 211,+1 1

E Vg = E Uk

k=0 k=1
Ainsi, si > u, diverge alors > v, aussi par comparaison de séries & termes positifs.
Aussi

Ugn + -+ Ugn+1_1 Z §Un+1

donc

2" 1 n
DIRTEEDS
Uk = = Vi
2
k=1 k=1
Ainsi, si ) u, converge alors > v, aussi par comparaison de séries & termes

positifs.

Exercice 182 : [énoncé]

a) On remarque

n+1

P —1
P"(p— Dupn+r < Z up < p"(p—Duy
k=pn
et donc
n+1 prtl_1

R

sz (=1 v
k=1 £=0

Si > u, converge alors la premiére inégalité donne

n+1

Zw < 72”’“

ce qui assure la convergence de la série Y v, car c’est une série & termes
positifs aux sommes partielles majorées.
Si > v, converge alors la deuxiéme inégalité de 'encadrement précédent

donne
prtt-1 +o0
Z up < (p— 1)Zve
k=1 =0

et puisque les sommes partielles de la série Y u, sont croissantes et que ce
qui précede permet de les majorer, on peut conclure a la convergence de la
série Y uy,.

b) Prenons p =2 et
1

nlnn

Un

La suite (u,) est décroissante positive et

1

Unp = 2"u n =

" 2 nln2
Puisque Y v, diverge, Y u, diverge aussi.

Prenons toujours p = 2 et cette fois-ci

1

Up = ———————

" nlnnlin(lnn)

La suite (u,) est décroissante positive et

1 1 1

n:2n n = — ~
Y 2 nln2ln(nln?2)

n2nlnn

et & nouveau nous pouvons conclure a la divergence de Y uy,.

Exercice 183 :
On remarque

[énoncé]

(n+1)*—
(2n + 1)U(n+1)2 < Z up < (2n + Duy,2
k=n2
et donc
(n+1)*-1 n
Z( 20— 1)up < Z (20 + 1)upe
= =0

Si > u, converge alors la premiere inégalité donne
n+1 n+1 n+1

Z’U(—Z@UW < Z (20 — 1)uye <Zuk

ce qui assure la convergence de la série Y v, car c’est une série & termes positifs
aux sommes partielles majorées.
Si > v, converge alors la série > u,2 converge aussi car

0 <upz <nuyz =v,
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On en déduit la convergence de Y (2n + 1)uy,2 et la deuxiéme inégalité de
I’encadrement précédent donne

prtt—1 +00
S ur <Y (204 Dupe
k=1 {=0

Puisque les sommes partielles de la série > u, sont croissantes et que ce qui
précéde permet de les majorer, on peut conclure la convergence de la série > u,.

Exercice 184 : [énoncd]
Supposons que Y v, converge. Pour n? < k < (n + 1)2,
v
0 <up <upe < —
n

donc

12_ 2
o< Y ukgvnw

ce qui permet d’affirmer que les sommes partielles de la série & termes positifs
> u, sont majorées et donc > u, converge.

Inversement, pour u, = —z on a v, = + de sorte que _ u, converge et Y vy,
diverge.
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