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Enoncés 1

Calcul matriciel

Opérations sur les matrices

Exercice 1 [01247] [Correction]
Pour A € M,,(K), on note o (A4) la somme des termes de A.
On pose

Vérifier JA.J =co(A).J.

Exercice 2 [o01248] [Correction]
Pour i,j,k,£ € {1,...,n}, on note E; ; et Ej les matrices élémentaires de
M, (K) d’indices (i, 5) et (k,£). Calculer

EiJ' X Ehg

Exercice 3 [00403] [Correction]
Soit

M= (i Z) € My(R)

avec 0<d<c<b<aetb+c<a-+d.

Pour tout n > 2, on note
n _ [ Qn bn
M B (Cn dn)

Démontrer que, pour tout n > 2,

by +cn < ap +dy

Exercice 4 [o03422] [Correction]
Soient A, B € M,,(K) vérifiant

AB=A+B

Montrer que A et B commutent

Exercice 5 [o0702] [Correction]
Résoudre I’équation X2 = A ol

1 0 1
A=10 4 2
0 0 16
Exercice 6 [03976] [Correction]
Soit A € GL,(R) vérifiant
A+ At =1,

Pour k € N, calculer A* + Ak,

Problémes de commutation

Exercice 7 [o01249] [Correction]
Soient A1,..., A\, des éléments de K deux a deux distincts et D = diag(A1, ..., An).
Déterminer les matrices de M, (K) commutant avec D.

Exercice 8 [01250] [Correction]
Soit A = (a; ;) € M, (K). Montrer que

VB € Mn(K),AB = BA += 3I\€K,A=\I,

Exercice 9 [02687] [Correction]
Soient A, B € M, (R) ol B est nilpotente et commute avec A. Montrer que A et
A + B sont simultanément inversibles.

Exercice 10 [oo0697] [Correction]
On suppose que A, B € M,,(K) commutent et que A est inversible.
Justifier que les matrices A~! et B commutent.

Exercice 11 [oo709] [Correction]

a) Quelles sont les matrices de M,,(K) commutant avec toutes les matrices de

M, (K)?
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b) Méme question avec les matrices commutant avec toutes celles de GL,, (K).

Exercice 12 [o02689] [Correction]
Soient n € N* a1, ..., a, des complexes distincts, A = diag(a, ..., a,) et

C(A) = {M € M,(C), AM = MA}

Montrer que (A*)g<r<n—1 est une base de C(A).

Exercice 13 [o03144] [Correction]
Soit n € N avec n > 2.

a) Montrer que
{A e M,(R)/VYM € GL,,(R), AM = MA} = {\,, | A € R}
b) Soit A € M,,(R). On suppose que
YM,N € M,,(R),A=MN — A=NM
Montrer qu’il existe A € R tel que A = A\,

Exercice 14 [o3164] [Correction]

Soit T' € M,,(R) une matrice triangulaire supérieure.

Montrer que T' commute avec sa transposée si, et seulement si, la matrice T est
diagonale.

Exercice 15 [o03166] [Correction]
Soit n > 2. Déterminer les matrices de M,,(K) commutant avec toutes les
matrices symétriques.

Exercice 16 [o3167] [Correction]
Soit n > 2. Déterminer les matrices de M,,(K) commutant avec toutes les
matrices antisymétriques.

Exercice 17 [oo712] [Correction]
Soient D = diag(as,...,a,) € M,(K) et

©: M € My(K) — DM — MD

a) Déterminer noyau et image de 'endomorphisme ¢.
b) Préciser ces espaces quand D est & coefficients diagonaux distincts.

Calcul des puissances d’une matrice carrée

Exercice 18 [o1251] [Correction]
Calculer A™ pour n € N et les matrices A suivantes :

wa=( ) woa=(5 0) s )

sinf cosf

Exercice 19 [o1252] [Correction]
On considére la matrice

A:

o O =
O = =
— =

et on pose B=A—1.
Calculer B™ pour n € N et en déduire I'expression de A™.

Exercice 20 [o01253] [Correction]
Calculer A™ pour

1 10
A=(0 1 1
0 01

de deux manieres différentes.

Exercice 21 [o01254] [Correction]
On consideére la matrice
-1 -2
=)

a) Calculer A2 —3A + 2I. En déduire que A est inversible et calculer son inverse.

b) Pour n > 2, déterminer le reste de la division euclidienne de X™ par
X2 —3X +2.

¢) En déduire I'expression de la matrice A™.
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Exercice 22 [02929] [Correction)]

Soit
1 o1

a) Soit k € N*. Majorer les coefficients de A*.
b) Calculer A~1.
¢) Calculer (A~1)* pour k € N.

Matrices carrées inversibles

Exercice 23 [o01255] [Correction]
Soit

A= <‘; Z) € My(K)

Observer que
A% — (a+d)A+ (ad — bc)I =0

A quelle condition A est-elle inversible ? Déterminer alors A~1.

Exercice 24 [o01256] [Correction]
Calculer I'inverse des matrices carrées suivantes :

a) A=

b) B
2 1 =3

1 0 1
2 -1 1
-1 1 -1

DN DN
=

-1 0 2

Exercice 25 [o01257] [Correction]
Justifier que
1 (=1)
A= € M,(R)
0 1

est inversible et déterminer A~1.

Exercice 26 [o01258] [Correction)]
[Matrice & diagonale strictement dominante] Soit A = (a; ;) € My(C) telle que

VI<i<n ) laig] < lail
J#i

Montrer que la matrice A est inversible.
Exercice 27 [o01259] [Correction]
Soient n € N'\ {0,1} et w = exp (27). On pose

A= (wmneen) € M, (C)

1<k,l<n

Calculer AA. En déduire que A est inversible et calculer A~!.

Exercice 28 [o01260] [Correction]

Soit
2 -1 2
A= 5 =3 3
-1 0 =2

a) Calculer (A + 1)3.
b) En déduire que A est inversible.

Exercice 29 [o1261] [Correction]
Soit A = (1 — (5,‘7]‘) € MnaR)
1 a) Calculer A2

b) Montrer que A est inversible et exprimer A~!.

Exercice 30 [o1262] [Correction]
Soit A € M,,(K) telle que la matrice I + A soit inversible. On pose
B=(I-A)I+A™"

a) Montrer que B = (I + A)~Y(I — A).

b) Montrer que I + B est inversible et exprimer A en fonction de B.
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Exercice 31 [03420] [Correction]
Soient A, B,C € M,,(K)(n > 2) non nulles vérifiant

ABC = 0O,

Montrer qu’au moins deux des matrices A, B, C' ne sont pas inversibles.

Exercice 32 [o02575] [Correction]
Montrer que la matrice

A:

== = O
= )
— O
O = =

est inversible et calculer son inverse.

Exercice 33 [o01291] [Correction]
Montrer que les matrices carrées d’ordre n > 2 suivantes sont inversibles, et
déterminer leur inverse par la méthode de Gauss :

1 —a (0) 1 2 n

a) A= c) C=
a 2
(0) 1 (0) 1

Symétrie matricielle

Exercice 34 [o01263] [Correction]
Déterminer une condition nécessaire et suffisante pour que le produit de deux
matrices symétriques soit encore une matrice symétrique.

Exercice 35 [o01264] [Correction]
Montrer que S, (R) et A, (R) sont des sous-espaces vectoriels supplémentaires de

Mo (R).

Structures formées par un ensemble de matrices

Exercice 36 [o01266] [Correction]
Soit E l’ensemble des matrices de la forme

a b
M(a,b,c) =10 a
0 0

ST~ e

avec a, b, c € R.
Notre objectif est d’établir que 'inverse d’une matrice inversible de E appartient
encore a F/, sans pour autant calculer cet inverse.

a) Montrer que (E,+,.) est un R-espace vectoriel dont on précisera la
dimension.

b) Montrer que (E,+, X) est un anneau commutatif.

¢) A quelle condition sur (a,b,c) € R3, la matrice A = M(a, b, c) est-elle
inversible dans M3(R) ? On suppose cette condition vérifiée. En considérant
I'application f: E — E définie par f(X) = AX, montrer que A~! € E.

Exercice 37 [o1267] [Correction]
[Matrices de permutation] Soit n € N\ {0,1}. Pour o € &,,, on note

Po) = (5i’0(j))1§i,j§n € My (R)

appelée matrice de permutation associée a o.
a) Montrer que
Y(o,0') € G2, P(c00’) = P(c)P(d’)
b) En déduire que E = {P(0) | 0 € &,,} est un sous-groupe de GL,,(R)
isomorphe a G,,.

¢) Vérifier que
"(P(0))=P(o7h)

Exercice 38 [o1268] [Correction]
Soit E l'ensemble des matrices de My (K) de la forme

A= (a_erb “ E b) avec (a,b) € K?

a) Montrer que E est un sous-espace vectoriel de M (K), en donner une base.
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b) Montrer que E est un sous-anneau commutatif de Mo (K).
¢) Déterminer les inversibles de F.

d) Déterminer les diviseurs de zéro de E c’est-a-dire les matrices A et B € E
vérifiant AB = Os avec A, B # Os.

Exercice 39 [o1563] [Correction]
On dit qu’une matrice A = (a; ;) € M, (K) est centro-symétrique si

V(i, j) € [[1;”]]27an+17i,n+17j = a;,

a) Montrer que le sous-ensemble C' de M,,(K) formé des matrices
centro-symétriques est un sous-espace vectoriel de M., (K).

b) Montrer que le produit de deux matrices centro-symétriques de M,,(K) est
aussi centro-symétrique.

¢) Soit A centro-symétrique de M,,(K) et inversible.
En considérant I'application X +— AX de C vers C, montrer que A~ est
centro-symétrique.

Matrice d’une application linéaires

Exercice 40 [01269 ] [Correction]
Déterminer la matrice relative aux bases canoniques des applications linéaires f
suivantes :

a) [ Ry [X] = Ry [X]
. {R3—>R2 ) f: P P(X +1)
’ (z,y,2) — (z+y,y — 2z + 2)
b) d)
P {R?’%Rs . {Rg[X}%]R‘l
) (zy,2) = (Y2 2+ y) | P (P(1),P(2),P(3),P(4))

Exercice 41 [o1270] [Correction]
On considere les sous-espaces vectoriels supplémentaires de R3 suivants :

P={(z,y,2) ER® |2 +2y—2=0} et D= Vect(w) olt w = (1,0, —1)

On note B = (i, j, k) la base canonique de R3.

On note p la projection vectorielle sur P parallelement a D, ¢ celle sur D
parallelement & P, et enfin, s la symétrie vectorielle par rapport a P et
parallelement a D.

a) Former la matrice de p dans B.

b) En déduire les matrices, dans B, de ¢ et de s.

Exercice 42 [o1271] [Correction]
Soit ¢ ’endomorphisme de R,, [X] défini par ¢(P) = P(X + 1).

a) Ecrire la matrice A de ¢ dans la base canonique B de R,, [X].

b) Justifier que A est inversible et calculer A1

Exercice 43 [oo714] [Correction]
Soit A = (aij)1<; j<pni1 € Mn+1(R) la matrice dont le coefficient général est
donné par un coefficient binomial :

j—1
Qi =\ .
5J i—1
Soit ¢ € L(R,, [X]) ’endomorphisme représenté par la matrice A dans la base
canonique (1, X,..., X™).
a) Exprimer simplement ¢(P) pour tout P € R, [X].

b) Calculer A™ pour tout m € N.
c) Calculer A~1.

Exercice 44 [oo715] [Correction]
Soient a € C* et f: C — C définie par f(z) = z + aZz.

a) Former la matrice de ’endomorphisme f du R-espace vectoriel C dans la base
(1,1).

b) Déterminer image et noyau de f.

Matrice d’'un endomorphisme dans une base bien
choisie

Exercice 45 [o1273] [Correction]
Soit E un K-espace vectoriel de dimension 3 et f € L(E) tel que f2 # 0 et f3 = 0.
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Montrer qu’il existe une base de E dans laquelle la matrice de f est a) Déterminer ker f et Im f. Démontrer que ces sous-espaces sont
supplémentaires dans R>.

(1) 8 8 b) Déterminer une base adaptée a cette supplémentarité et écrire la matrice de
01 0 f dans cette base.
¢) Décrire f comme composée de transformations vectorielles élémentaires.
Exercice 46 [o1275) [Correction]
Soit f un endomorphisme d’un K-espace vectoriel E de dimension n € N* vérifiant Exercice 49 [o00719 ] [Correction]
Soient F un K-espace vectoriel de dimension n € N* et f € L(FE) tel que f* =0
fn = 0 et fn_l 7& 0 et fnfl 7& 0

Montrer qu’il existe une base B de E pour laquelle :
a) Justifier qu'il existe un vecteur x € E tel que la famille

B = (m, f(@), f3(x),..., f”fl(x)) forme une base de E. 0 1 0
b) Déterminer les matrices de f, f2,..., f*~! dans cette base.
o Matg(f) =
¢) En déduire que 1
{geLE)|gof=Fog}=VNect(d. f, /2 ... ") 0 0

Exercice 50 [oo720] [Correction]
Soit f € L(E) tel que f2 = 0.
Montrer qu’il existe une base B telle que la matrice de f dans B soit

Exercice 47 [o1277] [Correction]
Soit E un K-espace vectoriel muni d’une base B = (4, j, k).
Soit f ’endomorphisme de E dont la matrice dans B est

2 -1 -1 ( 011, )
A=11 0 -1 010
1 -1 0

Changement de bases
a) Calculer A%, Qu’en déduire sur f? &

b) Déterminer une base de Im f et ker f. Exercice 51 [o1276] [Correction]

¢) Quelle est la matrice de f relativement & une base adaptée a la Soit

supplémentarité de Im f et ker f 7 3 1 -3

A=|-1 1 1

1 1 -1

E)fercice 48 [o1278] [Correction] On note B = (e, e2, e3) la base canonique de R3.
Soit 9 1 —1 Soit f I’endomorphisme de R? dont la matrice dans 3 est A.

A= -1 9 1 On pose €1 :(1,1,1),622(1,—1,0)753:(1,0,1) et 612(61,62,63).
-1 -1 2 a) Montrer que B’ constitue une base de R3.

On note B = (e1, e, e3) la base canonique de R?, b) Ecrire la matrice de f dans cette base.

Soit f 'endomorphisme de R? dont la matrice dans B est A. c¢) Déterminer une base de ker f et de Im f.
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Exercice 52 [o00716] [Correction]
Soit f € L(R3) représenté dans la base canonique B par :

2 1 -1
01 0
11 0

a) Soit C = (e1,e9,e3) avec 1 = (1,0,1),e0 = (—1,1,0),e3 = (1,1,1).
Montrer que C est une base.

b) Déterminer la matrice de f dans C.

¢) Calculer la matrice de f™ dans B pour tout n € N.

Exercice 53 [o1282] [Correction]
Soit E' un K-espace vectoriel muni d’une base B = (eq, €2, €3).
Soit f ’endomorphisme de E dont la matrice dans B est

2 -1 0
A=|-2 1 =2
1 1 3

Soit B’ = (e1,€2,¢3) la famille définie par

€1 =e€1 +ex—e3
€2 = €1 —¢€3
€3 =¢€1 —¢€2

a) Montrer que B’ est une base de E et former la matrice D de f dans B’'.
b) Exprimer la matrice de passage P de B a B’ et calculer P~ 1.

) Quelle relation lie les matrices A, D, P et P~17?

)

Calculer A™ pour tout n € N.

¢
d

Exercice 54 [o01284] [Correction]
Soit E un K-espace vectoriel de dimension 3 et B = (ej, €2, e3) une base de E.
On considere les matrices

4 -2 =2 0 0 O
A=11 0 -1 etD=|0 1 0
3 -2 -1 0 0 2

Soit f ’endomorphisme de E dont la matrice dans la base B est A.

a) Montrer qu’il existe une base C = (£1,¢€2,¢3) de E telle que la matrice de f
dans C soit D.

b) Déterminer la matrice P de GL3(R) telle que A = PDP~1. Calculer P71,
¢) Calculer A™ pour tout n € N.

d) En déduire le terme général des suites (Zn)neN, (Yn)nen €t (2n)nen définies

par :
o — 1 Tn+1 = 41’” - Q(yn + Zn)
Yo =0 et VneN, Ynt+1l = Tn — Zn
20 =0 Zn41 = 3Tn — 2Yn — Zn

Exercice 55 [03212] [Correction]
Soient b = (i,7) et B = (I, J) deux bases d’un R-espace vectoriel de dimension 2
et P la matrice de passage de b a B.
Pour x € F, notons
v = Maty,x et V =Matgx

a) Retrouver la relation entre v et V.
b) Soient f € L(E) et
m = Mat,, f et M = Matp f
Retrouver la relation entre m et M.

¢) Par quelle méthode peut-on calculer m™ lorsqu’on connait deux vecteurs
propres non colinéaires de f.

Exercice 56 [oo717] [Correction]
Soit E un K-espace vectoriel de dimension 3 muni d’une base B = (ey, e3, e3).
Soit f € L(E) dont la matrice dans la base B est

0
0
-1

A:

—_ = =

1
0
2

On pose €1 = €1 +e3,e2 =€1 +e5 et 63 =e; + eo + e3.

a) Montrer que la famille B’ = (g1, &2, e3) forme une base de E et déterminer la
matrice de f dans B'.

b) Calculer A™.
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Exercice 57 [oo718] [Correction]
Soit E un K-espace vectoriel de dimension 3 muni d’une base B = (eq, e3, e3).
Soit f € L(E) dont la matrice dans la base B est

0 2 1
A=|-1 2 1
0 1 1

On pose €1 = e +e3,e2 =€e1 + e et 63 =e1 +e3 + e3.

a) Montrer que B’ = (g1, 2,¢3) forme une base de E et déterminer la matrice de

f dans B'.
b) Calculer A™.

Exercice 58 [o01283] [Correction]
Soit E un K-espace vectoriel muni d’une base B = (eq, €2, €3).
Soit f ’endomorphisme de E dont la matrice dans B est

3 -2 2
A=11 2 0
1 1 1

a) Montrer qu’il existe une base C = (£1,¢2,¢3) de E dans laquelle la matrice
représentative de f est une matrice diagonale D de coefficients diagonaux :
1,2 et 3.

b) Déterminer la matrice de passage P de B a C. Calculer P~ 1.
c¢) Quelle relation lie les matrices A, D, P et P~ 7
d) Calculer A™ pour tout n € N.

Rang d’une matrice

Exercice 59 [o01285] [Correction]

Calculer le rang de familles de vecteurs suivantes de R? :
a) (z1,x2,23) avec 1 = (1,1,0),22 = (1,0,1) et 3 = (0,1,1)
b) (z1,x2,x3) avec z1 = (2,1,1),20 = (1,2,1) et 23 = (1,1,2)

c) (z1,29,23) avec 1 = (1,2,1),29 = (1,0,3) et x5 = (1,1,2).

Exercice 60 [o1286] [Correction]
Calculer le rang des applications linéaires suivantes :

a) f: K3 — K3 définie par
flay,2)=(—z+y+zr-—y+zar+y—2)
b) f: K3 — K3 définie par
f@,y,2) =(x—y,y — 22—
c) f: K*— K* définie par

flzyy,z,t) = (e +y—t,z+2z+2t,2x+y—z+t,—x+2y+2)

Exercice 61 [o1287] [Correction]
Calculer le rang des matrices suivantes en fonction des parameétres :

1 1 1 a b (0)
a) |[b+c¢c c+a a+d
be ca ab c)
1 cosf cos20 (0) eob
b) | cosf cos20 cos36 b (0) a

cos20 cos30 cos4l

Exercice 62 [o12s88] [Correction]
Soient n € N* et M € M,,(R) définie par

1 1 0 0
0 1 1

M = 0
0 - o1
1 0 --- 0 1

a) Donner le rang de M et la dimension de son noyau.
b) Préciser noyau et image de M.
¢) Calculer M™.

Exercice 63 [o01289] [Correction]
Soit A et B deux matrices carrées d’ordre 3 telles que AB = Os.
Montrer que I'une au moins de ces matrices est de rang inférieur ou égal a 1.
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Exercice 64 [ 00698 ] [Correction] a) Déterminer la dimension de F' et G.

Soient A € M2(R) et B € My 5(R) telles que b) Discuter, selon la valeur de m, la dimension du sous-espace vectoriel F' N G.

100
AB=(0 1 0
0 0 O
) ) Exercice 70 [01294] [Correction]
a) Déterminer les rangs de A et B. Résoudre en fonction du parametre m € C, les systémes suivants d’inconnues
b) Calculer BA en observant (AB)2 = AB. Complexes :
rT—Yy+z=m
Exercice 65 [00699] [Correction] a) s z+my—z=1
Soient A € M3 2(R) et B € My 3(R) matrices de rang 2 vérifiant (AB)? = AB. r—y—z=1
Montrer BA = I.
mr+y+z=1
b) { z+my+z=m
Exercice 66 [oo710] [Correction] z+y+mz=m?
15‘\;/({)1‘5? un gr(iupc?lr’nultlfh((i:atg forinte d e}emeAnts de M, (R). mrty+rtt=1
ontrer que les éléments de G ont tous le méme rang. &) ztmy+zti=m

r+y+mz+t=m+1

Exercice 67 [o3s61] [Correction]
Soient A, B € M,,(C) vérifiant A2B = A et rg A = rg B. Montrer B2A = B.

Exercice 71 [o01295] [Correction]

N\ ’ pd . . pd .
SyStemeS d equatlons linéaires Soient a, b € C. Résoudre le systéme :
Exercice 68 01292 ] [Correction] ax +by+z=1
Discuter, selon m paramétre réel, la dimension des sous-espaces vectoriels de R? r+aby+z=">
suivants : r+by+az=1

r+my+z=0
2) F:{(x’y’z)eRg{mx+y—g{-mz:O }b)

r+y+mz=0
F={(z,9,2) eR3 | 24+my+2=0 5. Exercice 72 [o01296 ] [Correction)]
mr+y+2z=0 Résoudre le systeme d’équations suivant d’inconnues complexes :

T+ T+ T3+ ...+, =1
Exercice 69 [01293] [Correction] 21+ 220 + 223+ ...+ 22, =1
On considére, pour m parameétre réel, les sous-espaces vectoriels de R? : 1+ 229+ 323+ ...+ 32, =1

F:{(J;,y,z)eR3|x—|—my—|—z=0etmx+y—mz:0}

ot 1+ 222+ 323+ ... +nx, =1

G={(z,y,2) R’ |z —my+2=0}.
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Exercice 73 [o01297] [Correction]
Résoudre le systéeme d’équations suivant d’inconnues complexes :

1 + X2 = 0
1 + xy + T3 = 0
ro + T3 + T4 = 0

Tn—2 + Tp-1 + x, = 0

Tn—1 + z, = 0

Exercice 74 [o1298] [Correction]

Soient ay, ..., a, des points du plan complexe.

Déterminer a quelle(s) condition(s) il existe au moins un polygone a n sommets
21, ..., Zn tel que :

a; est le milieu de [z;;z;11] et a, est le milieu de [z, ; z1].

Exercice 75 [02560] [Correction]
Discuter suivant a et b et résoudre

ar +2by +2z=1
2 4+ aby+22 =19
2 +2by +az =1

Exercice 76 [o02579] [Correction]
Résoudre, en discutant selon a,b € R le systéme

ar+y+z+t=1
r4+ay+z+t=0>
r+y+az+t=0>b
z+y+z+at="0

Matrices équivalentes
Exercice 77 [oo703] [Correction]

a) Montrer qu'une matrice A € M,,(K) est non inversible si, et seulement si, elle
est équivalente a une matrice nilpotente.

b) Soit f: M, (K) — K une application vérifiant : f(O,,) =0, f(I,) # 0 et pour
tout A, B € M,,(K),
f(AB) = f(A)f(B)

Montrer que A € M,,(K) est inversible si, et seulement si, f(A) # 0.

Exercice 78 [o02602] [Correction)]
Soit A € M, (R) une matrice de rang r. Déterminer la dimension de ’espace

{B € M,(R) | ABA =0,}

Exercice 79 [o1602] [Correction]
Soient A, B € M, (K).

a) Justifier qu’il existe U,V € GL,(K) tels que
rg(UA+ BV) = min(n,rg A +rg B)
b) On suppose rg A + rg B > n. Montrer qu'il existe U,V € GL,,(K) tels que

UA+ BV € GL,(R)

Exercice 80 [o3s0s] [Correction]

a) Montrer que si C € M, (R) vérifie :
VX € M,(R),det(C + X) = det X

alors elle est nulle (on pourra étudier le rang de C).
b) Montrer que si A et B de M,,(R) vérifient :

VX € M, (R),det(A + X) = det(B + X)

alors A = B.

Exercice 81 [o01290] [Correction]
Soit A € M,, ,(K) de rang r. Montrer qu'il existe des matrices B et C
respectivement dans M, »(K) et M, ,(K) telles que A = BC.
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Matrices de rang 1 b) On note é € May, »n(K) la matrice obtenue en accolant les lignes de C' en
‘Q S H 3 A
Exercice 82 [oo7o01] [Correction] i/[ebboub de celles de
ontrer

Soit A € M,,(K) une matrice carrée de rang 1.
a) Etablir I'existence de colonnes X,Y € M,, ;(K) vérifiant A = X*Y.
b) En déduire 'existence de A € K tel que A% = \A.

Exercice 83 [oo700] [Correction]

Soit A une matrice carrée de rang 1. Montrer qu’il existe A € K tel que A2 = \A.

Exercice 84 [o03460] [Correction]
Soit H € M,,(C) une matrice de rang 1.

a) Montrer qu'’il existe des matrices U,V € M,, 1(K) telles que H = U'V.

b) En déduire
H? =tr(H)H

¢) On suppose tr H # —1. Montrer que I,, + H est inversible et

1

I, +H = I, — ——H
(In + H) 1+trH

d) Soient A € GL,(K) telle que tr(HA™1) # —1. Montrer que A + H est
inversible et

1

- AT'gAT!
1+ tr(HAY)

(A+H)t=A""1

Rang d’une matrice par blocs

Exercice 85 [03134] [Correction]
Soient A, B,C, D € M, (K).

a) Onnote (A | B ) € My, 2,(K) la matrice obtenue en accolant les colonnes
de B a droite de celles de A.
Montrer

rg( A|B ) =1gA < 3U € M,(K),B = AU

rg % =rgA << WV e M,(K),C=VA
¢) En déduire
A B A B A AU
g (C D) —1g A = 30,V € My (K), (C D) _ (VA VAU)

Exercice 86 [o1604] [Correction]

Soient A € M,,(K), B € M,(K) et M la matrice

(A Ony
v= (gt G e Mo

Etablir
rgM =rgA+rgB

Exercice 87 [o01649] [Correction]
Soient B € M,, ,(K) et C' € M,(K).
Montrer

Exercice 88 [02335] [Correction)]
Soient A € M, (K), B € M,(K), C € M,, ,(K) et

A C
M = (Op . B) S ./\/qu_p(K)
On suppose B inversible. Etablir

rgM=p <= A=0,

Exercice 89 [o03101] [Correction)]
Soient A € GL,(R), B € M,, 4(R), C € My(R) et

A B
M= (g 2) e Mpua(®)

Déterminer le rang de M en fonction de celui de C.
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Calcul par blocs

Exercice 90 [o03264] [Correction]

Soient A € M,,(K) et
0, A
B= (In On) € My, (K)

a) Montrer que A est inversible si, et seulement si, B Uest.
b) Calculer B? pour tout p € N.

Exercice 91 [oo747] [Correction]
Soit M € M, (K) une matrice de rang r décomposée par blocs sous la forme

A B
(e )
avec A € M, (K) supposée inversible.

a) Montrer que pour toute colonne Y € M,,_, 1(K) il existe une colonne

X € M, 1(K) telle que
0\ . (X
M (Y) - M(On_r)

b) En déduire que D = CA™1B.

Exercice 92 [o03137] [Correction]
Soient A, B,C, D € M, (K) et

M= (é g) € Man(K)

On suppose que les matrices A, D et M sont inversibles.
Exprimer M 1.

Exercice 93 [o3702] [Correction]
Soit

A=

OO O

Calculer A™ pour tout n € Z.

Trace

Exercice 94 [o3258] [Correction]
Existe-t-il des matrices A, B € M,,(K) vérifiant

AB — BA=1,?

Exercice 95 [03259] [Correction]
Soient A, B € M,,(K) des matrices vérifiant

AB—-BA=A

Calculer tr (AP) pour p € N*,

Exercice 96 [oo729] [Correction]
Soient E un K-espace vectoriel de dimension finie et f € L(E) de rang 1.
Montrer

f2=t(f).f

A quelle condition un endomorphisme de rang 1 est-il un projecteur ?

Exercice 97 [03029] [Correction]
Soient A € M,,(R) et ¢ ’endomorphisme de M,,(R) défini par

o(M)=MA

Exprimer la trace de ¢ en fonction de celle de A.

Exercice 98 [oo0730] [Correction]
Soit M une matrice carrée de taille n a coefficients dans K sous-corps de C.
Montrer que si tr M = 0, il existe deux matrices A et B telles que

M =AB - BA

Exercice 99 [oo0731] [Correction]
Soit ¢ une forme linéaire sur M, (K). Montrer qu’il existe A € M,,(K) tel que
pour tout M € M, (K), o(M) = tr(AM).
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Exercice 100 [o00733] [Correction] a)
On note tr la forme linéaire trace sur £ = M,,(K).
Etablir

ker(tr) = Vect {[4;B] | A,B € E}
ou l'on note [A; B] = AB — BA.

Exercice 101 [oo711] [Correction]
Etablir que Vect {AB — BA | A,B € M,(R)} est un hyperplan de M, (R).

Exercice 102 |[oo735 ] [Correction] d)
Soit A € M, (R). Résoudre I’équation

X +'X =tr(X)A

d’inconnue X € M, (R).

Soit M € H. Montrer que k € N* — M* € H n’est pas injective.
En déduire que H est un sous-groupe de GL, (K).
Soient

1
g=|H| et P==>" M
9 yrem
Montrer, si M € H, que MP = PM = P. En déduire P2 = P.

Trouver un supplémentaire, dans M,, 1 (K), stable par tous les éléments de H,
de

() ker(M —I,,)

MeH

Montrer que

Z tr M € gN

MeH

Que dire si cette somme est nulle ?

Exercice 106 |[o02651 ] [Correction]

Exercice 103 | 03261 ] [Correction]
a)
a) Dans un espace de dimension finie, pourquoi le rang d’un projecteur est-il
égal a sa trace? b)
b) Soit A € M,,(K) vérifiant A9 = I,,.

Montrer
q—1

1
dimker(A - 1I,,) = — tr( A"
( ) qz (A7)

Soit G un sous-groupe fini de GL,,(R) tel que deg tr g = 0. Montrer que
> gec9=0.

Soit G un sous-groupe fini de GL, (R), V' un sous-espace vectoriel de R”
stable par les éléments de G. Montrer qu’il existe un supplémentaire de V'
dans R™ stable par tous les éléments de G.

k=0 Exercice 107 [oo0732] [Correction]
Soit T une forme linéaire sur M,,(K) vérifiant

Exercice 104 [o0734] [Correction]
Soient E un espace vectoriel de dimension finie et G un sous-groupe de GL(FE) de
cardinal fini n. Montrer

VA, B € M,(K),T(AB) = T(BA)

Etablir que T € Vect {tr}.

. 1
dim ﬂ ker(g —Idg) | = - Z trg Exercice 108 [o2616] [Correction]
geG geq@ Soit f une forme linéaire sur M,,(R) vérifiant

Exercice 105 [02388] [Correction]
Soient K =R ou C et H une partie non vide et finie de GL,,(K) stable par
multiplication.

VA, B € M,(R), f(AB) = f(BA)

Montrer que f est proportionnelle a la trace.
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Exercice 109 [o026s86] [Correction]

a) Soit f une forme linéaire sur M,,(R) vérifiant
VA, B € Mu(R), f(AB) = f(BA)

montrer que f est proportionnelle a la trace.

b) Soit g un endomorphisme de 1’espace vectoriel M,,(R) vérifiant

9(AB) = g(BA)

pour toutes A, B € M, (R) et g(I,) = I,,. Montrer que g conserve la trace.

Exercice 110 [o3419] [Correction]
Soit A € M, (R). Calculer la trace de I’endomorphisme f € M, (R) donné par

F(M) =AM + MA

Exercice 111 [o02563] [Correction]
Pour A et B fixées dans M, (R), résoudre dans M,,(R) ’équation

X =tr(X)A+ B

Exercice 112 | o02547] [Correction]

Soit E un R-espace vectoriel de dimension finie n > 1.

Montrer que f € L(E) de rang 1 n’est pas forcément un projecteur.
Montrer que f € L(E) de rang 1 et de trace 1 est un projecteur.
Trouver une base de L(FE) constituée de projecteurs.

Exercice 113 | o3s64 ] [Correction]
Soient Aq,..., A € M, (R) vérifiant

Ay +- o+ A =1, et V1 <i < k, A} = A,

Montrer
V1<i#j<kAA; =0,

Application des matrices a I’étude d’applications li-
néaires

Exercice 114 [o02679 ] [Correction]
Soient f,g € L(R?) tel que f2=g>=0cet fog=go f. Calculer fog.

Exercice 115 [ o2688] [Correction]
Soit w une racine primitive n-ieme de 1. On pose

F,(P) = % Ti P(wF) Xk
k=0

pour tout P € C,_; [X].
Montrer que F,, est un automorphisme de C,,_; [X] et exprimer son inverse.

Exercice 116 |[o3160] [Correction]
Soit E un espace vectoriel réel de dimension finie n > 2.

a) Indiquer des endomorphismes de E dont la représentation matricielle est la
méme dans toutes les bases de F.

b) Soit (e1,...,e,) une base de E. Montrer que pour tout i € {2,...,n}, la
famille (e; + e;, €9, ...,e,) est une base de E.

¢) Déterminer tous les endomorphismes de E dont la représentation matricielle
est diagonale dans toutes les bases de F.

d) Quels sont les endomorphismes de E dont la représentation matricielle est la
méme dans toutes les bases de E'?

Exercice 117 [ 02596 ] [Correction]
Soit f un élément non nul de £(R3) vérifiant

FP+f=0

Montrer que R3 = ker f @ Im f et que I’on peut trouver une base dans laquelle f a
pour matrice

0
0

0
A=10
0 -1

o = O
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Exercice 118 [02533] [Correction]
Soient u,v: R, [X] = R, [X] définies par

w(P) = P(X +1) et v(P) = P(X — 1)

a) Calculer rg(u — v) en utilisant sa matrice.

b) Retrouver ce résultat d’une autre maniére.

Exercice 119 [023s80] [Correction]
Quels sont les f € L(R™) telles que f(Z™) =7Z"?
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Exercice 1 : [énoncé]
Notons

A= (am-) c Mn(K)

On a Y
o(A)=> "> are

k=1¢=1

Par produit B = A.J = (b; ;) avec b; j = > ,_,a; 0.1 et C = JAJ=JB= (¢ ;)

avec
n o n

=3 by =303 ars = o(4)
k=1

k=1/¢=1

Ainsi C = o(A).J.

Exercice 2 : [énoncé]
On peut décrire

Eij = (0p,i04,5)1<p,q<n €t Bk = (3p,k0q,0)1<p,q<n

On a alors
A=E,;;Ex.= (ap,q)

avec
n

Ap,q = Z (0p,i0r,7) (0r,k0q,e) = (Z Or,j0r,k)0p,i0q,e = 0,k 0p,i0q,¢

r=1 r=1
Ainsi
EijEre=0jrEis

Exercice 3 : [énoncé]
Pour n > 1, en exploitant M™*! = M x M™, on a

An+1 = aay, + bey,
by4+1 = ab, + bd,
Cnt1 = Cay +dey,
dpi1 = cby + dd,

Par suite

Any1 + dny1 — (bng1 + cny1) = (@ —c)(an — bn) + (b —d)(cn — dn)

Sachant a > c et b > d, il suffit d’établir a,, > b, et ¢, > d, pour conclure.
Dans le cas n = 1, la propriété est vérifiée.
Dans le cas n > 2, exploitons la relation M™ = M™ 1 x M

Gy = Ap_10 +by_1C
bp = an_1b+br_1d
Cp = Cp_10+dp_1C
dn = Cn—lb + dn—ld

On a alors
ap — by =ap—1(a—>b)+b,_1(c—d) et ¢,, —d,, = cp—1(a —b) + dp—1(c — d)

Puisqu’il est évident que ay,—1, b1, Cn—1,dn—1 > 0 (cela se montre par
récurrence), on obtient sachant a — b > 0 et ¢ — d > 0 les inégalités permettant de
conclure.

Notons que 'hypothese b+ ¢ < a + d ne nous a pas été utile.

Exercice 4 : [énoncé]
On a
(I, — A)(I,~B)=1,—A—B+AB =1,

On en déduit que I,, — A est inversible et que I,, — B est son inverse. L’égalité
(I,-B)(I,—A) =1,
entraine alors
BA=A+B

et on peut conclure que A et B commutent.

Exercice 5 : [énoncé]

Une matrice X solution commute avec A.

En étudiant ’équation AX = X A coefficients par coefficients, on observe que X
est de la forme

o O Qe

0
b
0

o w 8

Pour une telle matrice, 'équation X2 = A équivaut au systéme :

a =

b? =4

2 =16
(a+c)z=1
(b+c)y =
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1 0 1/5 -1 0 1/3 1 0 1/5
Les solutions sont donc {0 2 1/3|,1 0 2 1/3}|,{0 -2 1 |,
0 0 4 0 0 4 0 O 4
-1 0 1/3 1 0 -1/3
o -2 1 1],10 2 -1 etc. ..
0 O 4 00 —4

Exercice 6 : [énoncé]
Posons By, = A* + A=F. On vérifie

(Ak—I—A_k) (A+A—1) :Ak-‘rl +A—(k+1) +Ak—1 +A—(k—1)
et donc
By = Bg+1 + Br—1

Sachant By = 21,, et By = I,,, on a par récurrence By = A1, avec (\g) la suite
récurrente linéaire double déterminée par

Mo=2 A =1
)\nJrl =M — At

Apres résolution
(1+iv3)"+ (1-iv3)"

An =
271

Exercice 7 : [énoncé]

Soit A = (ai,j) S M,L(K).

B=AD = (bi,j) avec bi,j = ai’j/\j et C =DA= (Ci,j) avec C; 5 = )\iaivj.
On a AD = DA si, et seulement si,

V1 S i,j S n,ai,j/\i = CLZ'J')\]‘

soit
V1<i,j<n,a;;(\i—Aj)=0

Les A1, ..., A, étant deux a deux distincts, AD = DA si, et seulement si,
Vlgz#jgn,awzo

ce qui signifier que A est diagonale.

Exercice 8 : [énoncé]

Si A est solution alors AE; ; = E; ;A implique a;; = a;; et a;, =0 pour k # i
donc A = \.1,.

La réciproque est immédiate.

Exercice 9 : [énoncé]

Supposons A inversible. Puisque A et B commutent, A~! et B aussi. Comme B
est nilpotente, —A ™1 B I’est aussi. Or il est classique d’observer que si N est
nilpotente, I — N est inversible d’inverse I + N + --- 4+ NP~1 avec p l'ordre de
nilpotence de N. Ainsi I + A~!B est inversible et A+ B = A(I + A~'B) aussi.
Supposons A + B inversible, puisque —B est nilpotente et commute avec A + B,
A = A+ B — B est inversible.

Exercice 10 : [énoncé]
11 suffit d’écrire

AT'B=A"Y(BA)A™' = A7 (AB)A™' = BA™!

Exercice 11 : [énoncé]

a) Soit M € M, (K) commutant avec toute matrice de M, (K).
Pour i # j,ona E; ;M = ME; ;.
L’égalité des coefficients d’indice (7,7) donne m;; = 0.
L’égalité des coefficients d’indice (7,j) donne m; ; = m; ;.
Par suite la matrice M est scalaire. La réciproque est immédiate.

b) On reprend I'étude ci-dessus en étudiant la commutation de M avec I,, + E; ;
qui conduit a nouveau a 'égalité E; ;M = M E; ;. On obtient la méme
conclusion.

Exercice 12 : [énoncé]
En étudiant I'égalité AM = M A, on justifie C(A) = D, (C). C(A) est donc un
sous-espace vectoriel de dimension n. De plus il contient évidemment les éléments
A¥ pour k € {0,...,n — 1} (et, plus généralement, tout polynéme en A).
Supposons

Ml +MA+ -+ X 1AL =0

Le polynéme P = Xg + A1 X + -+ 4+ A1 X" ! est annulateur de A, donc les
ai,...,Q, qui sont valeurs propres de A sont aussi racines de P qui possede alors
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plus de racines que son degré. On peut alors affirmer P = 0 puis
AN=...=Ap1=0.

La famille (A¥)g<r<,—1 est une famille libre & n éléments de C(A), c’en est donc
une base

Exercice 13 : [énoncé]

a) L’inclusion D est immédiate.
Inversement, soit A € M, (R) commutant avec toute matrice M € GL, (R).
Soient i,j € {1,...,n} avec i # j.
Pour M = I,, + E; ;, la relation AM = M A donne

AE; j = E; ;A
L’identification des coefficients d’indices (7, j) et (j,j) donnent respectivement
;i = ajj et a;j; =0

On en déduit que la matrice A est diagonale et que ses coefficients diagonaux
sont égaux, autrement dit, A est une matrice scalaire.

b) Soit B € GL,(K). On peut écrire

A= (AB™HB
et donc
A= B(ABfl)
On en déduit
AB = BA

et ainsi la matrice A commute avec toute matrice inversible. On peut alors
conclure que A est une matrice scalaire.

Exercice 14 : [énoncé]

Par récurrence sur n > 1.

La propriété est immédiate pour n = 1.

Supposons la propriété vraie au rang n > 1.

Soit T' € M,,+1(K) triangulaire supérieure commutant avec sa transposée.

On peut écrire
a X
r= <On’1 S >

avec o € K, X € M, 1(K) et S € M,,(K) triangulaire supérieure.
L’identification du coefficient d’indice (1, 1) dans la relation ‘T'T = T*T donne

o =a? +'XX

On en déduit X = O, 1 et Pégalité "T'T = T*T donne alors *SS = SS.

Par hypothese de récurrence, la matrice S est diagonale et par conséquent la
matrice T ’est aussi.

Récurrence établie.

Exercice 15 : [énoncé]
Soit A = (a; ;) € M, (K) une matrice commutant avec toutes les matrices
symétriques.
Soient i < j € {1,...,n}.
La matrice A commute avec la matrice symétrique £; ; + E;; ce qui permet
d’écrire
A(Ei; + Eji) = (Eij + Eji)A

L’égalité des coefficients d’indice (i, j) donne

@i = g,
La matrice A commute avec la matrice symétrique E; ; ce qui permet d’écrire

AE; ;= E; ;A
L’égalité des coefficients d’indice (i, j) donne
ai,j =0

On en déduit que la matrice A est de la forme A, avec A € K.
La réciproque est immédiate.

Exercice 16 : [énoncé]
Casn =2
Les matrices antisymétriques sont colinéaires a la matrice

(50)

En étudiant la commutation d’une matrice de M2 (R) avec cette derniére, on
obtient que les matrices de M3 (R) commutant avec les matrices antisymétriques

sont de la forme
a b
-b a

Diffusion autorisée a titre entiérement gratuit uniquement - dD



[http://mp.cpgedupuydelome.fr] édité le 5 mai 2016 Corrections 19

Casn >3 b) Si D est a coefficients diagonaux distincts alors

Soit A = (a;,;) € M, (K) une matrice commutant avec toutes les matrices

antisymétriques. I= {(i,j) ei;n] i ;éj} et J={(i,7)|i€[l;n]}
Soient i < j € {1,...,n}et ke {l,...,n} avec k #i,7.

La matrice A commute avec la matrice antisymétrique E; ; — E; ; ce qui permet Par suite Im ¢ est ’espace des matrices de diagonale nulle tandis que ker ¢
d’écrire est I’espace des matrices diagonales.

A(Eij = Eji) = (Bij — Eji)A
L’égalité des coefficients d’indice (i, ) et (k,j) donne Exercice 18 : [énoncd]

a;; =ajjetag; =0
b ot a) On observe
On en déduit que la matrice A est de la forme AI,, avec A € K. A" = <1 az)
La réciproque est immédiate. 0 2
avec ap4+1 = 1+ 2a,.
En introduisant b,, = a,, + 1, on obtient a,, = 2™ — 1.

Exercice 17 : [énoncé] Ainsi 1 9n_1
= %)
a) DEiJ = aiEi’j et Ei’jD = ajEm' donc
b) Par récurrence
n n—1
o(Eij) = (a; — a;)Ei A" = <a0 e b)
a
. 2
Posons I = {(%J) €[lsn]” [a; # aj} et ¢) Par récurrence
J= {(ZEJ') e1in]’ | a; = aj} =[1;n]*\ 1. A" = (CF)S”g _Sim;e>
Pour (i,5) € I, E; ; € Imp et pour (i,5) € J, E; ; € ker . s cost
Ainsi

Vect {E; ; | (i,7) € I} C Im g et Vect{E; | (i,§) € J} C kergp Exercice 19 : [énoncé]

Or B= B2 =

o O O
o O =
O = =
o O O
o O O
S O =

dim Vect {E; ; | (i,7) € I}+dim Vect {E; ; | (i,5) € J} = n*® = dim Im p+dim ker ¢
et B" = O3 pour n > 3.
donc Comme B et I commutent, la formule du binéme donne

dim Vect {E; ; | (¢,j) € I} =dimIm (n—1)
n—

n o __ n o __ n 2
o A" = (I+B)" =I+nB+ "B
dim Vect {E; ; | (4,j) € J} = dimker ¢ ot donc -
puis 1 n =5
A" =10 1 n
Vect{E; ;| (i,j) € I} =Imp et Vect{E;; | (i,j) € J} =kero 00 1
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Exercice 20 : [énoncé]

a) Par récurrence

b) A= 13+ B avec

0
B=|0
0

O O =

0
1
0

[N

Puisque I3 et B commutent, la formule du binéme donne

(n—1)

A" =T +nB+ " B’

car B¥ = O3 pour k > 3

Exercice 21 : [énoncé]

a) A2 —3A+2I=0. Comme A(—1A+3I)=1I ona

1,3 2 1
,1__7 o7 _
AT =gty <—3/2 —1/2>

b) X2 —3X +2= (X —1)(X —2). Sachant que le reste de la division
euclidienne considérée est de la forme aX + b, en évaluant en 1 et 2, on
détermine a et b et on obtient :

X"=(X?-3X+2)Q(X)+ (2" -1)X +2-2"
¢) On peut remplacer X par A dans le calcul qui précéde et on obtient :

A" = (A% —3A+2D)Q(A) + (2" —

n 3_2n+1 2_2n+1
A (3.2”—3 3.2"—2)

DA+ (2-2MI=(2"—1)A+(2—2")T

et donc

Exercice 22 : [énoncé]

a) Si Mj, majore les coefficients de A* alors nMj majore les coefficients de A**1.
On en déduit que les coefficients de A* sont majorés par

nk—l

On peut sans doute proposer plus fin.

b) Posons T la matrice de M, (R) dont tous les coefficients sont nuls sauf ceux
de coefficients (4,7 + 1) qui valent 1. On remarque

A:[n+T+...+T”—1

On en déduit
(I-T)A=1I1,-T"

et puisque 7" = O,,, on obtient
Al =1-T
¢) Le calcul des puissances de A~! est immédiat
k N
(=Y ()
j=0 J
et donc le coefficient d’indice (4,5) de (A™1)* est
ik k(k—=1).. (k—j+i+1
o= <—1)H(. ) (kb (ko it )
' j—i G-9@G—-i1-1)...1
Cette formule laisse présumer que le coefficient d’indice (i, j) de A* est

b i CRE =D (k= i) (ki
%5 = (=) G-0)G—i-1)...1 < J )

ce que l'on démontre en raisonnant par récurrence.

a

Exercice 23 : [énoncé]
La relation A2 — (a + d)A + (ad — be)I = 0 est immédiate
Si ad — be # 0 alors A est inversible et

- d -b
A 1:ad1bc((a+d)I_A):adlbc< )

—c a
Si ad — be = 0 alors A% — (a +d)A = 0.

Par Pabsurde, si A est inversible, A est réguliére donc A = (a + d)I puis A = O.
Absurde.
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Exercice 24 : [énoncé] ¢) Par la méthode du pivot
, . . . . 11 -1]1 0 0
a) Par la méthode du pivot, on opeére sur les lignes d’une matrice de blocs A et 90 110 1 0
I,, pour transformer A en I,,. On sait qu’alors le bloc I,, sera transformé en 291 —-1l0 o0 1
AL
10 =1710 0 1 1 —1[1 0 0
2 1 =310 10 0 -2 3 |-2 10
-1.0 24001 0 -1 1]-2 0 1
100y 2 01 11 -1]1 0 0
01 0/-1 11 0 1 -1 0 —1
00 1p1 01 00 121 -2
(0] lut
o eonet 9 ! 100[/-10 1
1 01 00 12 1 -2
b) Par la méthode du pivot On conclut 10 1
1 0 1|1 00 cl'=14 1 -3
2 -1 1 10 2 1 -2
-1 1 —-1|0 0 1
1 0 1]1 00 Exercice 25 : [énoncé]
0 -1 -1|-2 1 0 A est inversible car triangulaire supérieure a coefficients diagonaux non nuls.
0 1 0 1 0 1 Soient X,Y € M,, 1(R). L’équation Y = AX équivaut & X = A7'Y or
1 0 1 1 00 _ n—2
T1=y1+y2+2y3+---+2 n
0 -1 -1/-2 1 0 o — (To+ - ) =y 1=V T Y27 2Y3 ?J.
0 0 —-1|-1 11 : PN :
n—2 = Yn— n— 2yn,
10 1|1 0 0 Tnt = Tn = Yo o2 =t Tl T
01 112 -1 0 T = Un n—1 ynq?l N Yn
00 11 -1 -1 = n
donc
01 01 0 1
00 1|1 -1 -1
On conclut ATl = . 9
0 1 1
Bl=|1 1 0 1
1 -1 -1 1
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[énoncé]
C,, les colonnes de A et supposons

Exercice 26 :
Notons Cf, ...,
MCL+ -4+ M0, =0

Si m = max(|A1], ...,

i )\jai,j =0
Jj=1

on obtient
2jzi il lais| _

Zj;éi |a; ;] <m

|la;;

|| <

|ai,ql
ce qui est absurde compte tenu de la définition de m.
Par suite, la famille (C4,...,C),) est libre et donc A inversible.

Exercice 27 : [énoncé] B
A = (ake) avec ag g = wk=DE=1) 4 =
bip = dpp = @E-DE1) — - (E=D)(E-1),

AA = (ck,e) avec

(br¢) avec

n —1

Cke = Z ke, mbm,¢ = Z (k=1)(m—1) ,—(m—1)(£-1)
m=1

m=1 m:O

3

Sik=/¢alors wb =1 et

Ckk=T"n

Si k # ¢ alors wF=* # 1 et

1— (wk—Z)n _

Chy =
1 —wk—¢

Ainsi AA = nl,. On en déduit que A est inversible et que

At A

S\H

Exercice 28 : [énoncé]

a) (A+1)® = 0;.

|An]) # 0 alors, puisque pour tout 1 < ¢ < n,

m

b) A3 +3A2+3A+ 1 =0 donc A est inversible et A~! = —(A? + 34 + 31).

Exercice 29 : [énoncé]

a) A=J—1I, avec J? = nJ donc A% = (n
b) AB =1, pour B= - (A—(n—-2)I

—2)J+1I,=(n—-2)A+ (n—1)L,.
») donc A est inversible et B = A~!.

Exercice 30 : [énoncé]

a) Comme (I + A)(I — A) = (I — A)({ + A), on a, en multipliant & droite et &
gauche par (I + A)~1, la relation

(I—A)I+A) =T+ A - A).
b) On a
(I+A)(I+B)=I+A)+{T-A)=2I
donc I + B est inversible et
(I+B)'= %(I+ A)
puis
(I-B)YI+B)'= %(I+A—(I—A)) = A

Exercice 31 : [énoncé]

Supposons A et B inversibles. En multipliant & gauche par A~ et B~! on obtient
C = O, ce qui est exclu.

En raisonnant de facon analogue, on exclut les autres cas ou deux des trois
matrices sont inversibles.

Exercice 32 : [énoncé]
On a A% = 3] + 2A donc

1
A7l = —(A-2I)
3
Exercice 33 :

[énoncé]
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a) En effectuant successivement les opérations élémentaires :
Cy <« Cy+aC,C3 < C3+aCsy,...,C, < C, +aC,_1 on obtient :

1 a a® a™ !
0 1 a

A7t = a2
1 a
0 0 1

b) En effectuant successivement les opérations élémentaires :
Cn — Cn — Cn_l, Cn_1 < Cn—l — Cn_g, ceey Cg — Cg — Cl, on obtient :

(0)
~1
1

c¢) En effectuant successivement les opérations élémentaires :
Cn — Cn - Cnfhcnfl «— Cnfl - Cn727 e '702 <~ 02 - 017

puis encore Cp, < C,, — C,,_1,Cpi_1 < Cp_1 — Cp_g,...,Cy < Cy — C1,
on obtient :
1 -2 1 (0)
1
-1 _
AT = R
1 -2
(0) 1
Exercice 34 : [énoncé]
Soient A, B € M,,(K). Sachant
"(AB)="'B'A

on a

'"(AB) = AB <= BA=AB

Le produit de deux matrices symétriques est une matrice symétrique si, et
seulement si, les deux matrices commutent.

Exercice 35 : [énoncé]
On peut procéder de maniere élémentaire, en observant I’écriture

1

_]‘ t
M_g(M+ M)+2

(M —"M)

avec 3 (M +'M) € S, (R) et 1 (M —'M) € A,(R)

On peut aussi exploiter que lapplication T': M,,(R) — M,,(R) définie par
T(A) = A est un endomorphisme involutif donc une symétrie vectorielle ce qui
assure que les espaces ker(T' — Id) = S, (R) et ker(7' +Id) = A, (R) sont
supplémentaires.

Exercice 36 : [énoncé]

a) M(a,b,c) =a.l+b.J+c.K avec

100 010 0 0 1
I=(0 1 0),J=10 0 1| etK=J%=]0 0 0
0 0 1 0 0 0 0 0 O
On observe que : E = Vect(I, J, K). Par suite E un sous-espace vectoriel de
M;s(R).
De plus la famille (I, J, K) est libre, c’est donc une base de E et par suite
dim £ = 3.

De plus I € E, M(a,b,c) — M(a',V/,¢)=M(a—a',b—V,c— )€ FE et
M(a,b,c)M(a',V,¢') = (al + b + cK)(d'IT+VJ+K) =

aa'l + (ab' + a'b)J + (ac’ + bV + ca’)K € E.

Donc E est un sous-anneau de M3 (R).

De plus M(a,b,c)M(a’,b',¢') = M(a', 0, )M(a,b,c), donc E est un anneau
commutatif.

A est inversible si, et seulement si, a # 0 (ici A est triangulaire supérieure)
FOAX+pY)=ANX +pY) = AXAX + . AY = A f(X) + p.f(Y). f est un
endomorphisme de FE.

Soit X € E, si X € ker f alors AX = O puis A7'AX = O d’ou X = O. Par
suite ker f = {0}

f est un endomorphisme injectif d’'un K-espace vectoriel de dimension finie,
c’est donc un automorphisme. Par suite il existe B € E telle que
f(B)y=AB=1.

En multipliant par A~%, on conclut A~! = B € E.
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Exercice 37 : [énoncé]

a) B=(e1,...,e,) la base canonique de R".
Notons f, ’endomorphisme canoniquement associé a P(o).
Pour tout 1 < j <n, on a fs(e;) = eq(j).
Par suite (f, o for)(€j) = froo’(€;) puis P (o o ¢’) = P(0)P(0’)
b) I, = P(Id) € E.
P(o)P(¢')=P(oco0d’) e E
et P(0)P(c™!) = P(coo™!) = P(Id) = I,, donc P(c) € GL,(R) et
P(o)'=Plc Y eE.
On peut alors conclure que E est un sous-groupe de GL,,(R).
L’application P: &,, — E qui a o associe P(o) est un morphisme de groupe
surjectif.
Soit o € ker P, on a P(0) = I,, donc V1 < j < n,o(j) = j soit o = Id.

'P(0) = (3j00))is = (Og-1(j)a)ii = Bigmr(i))ig = P07 )
Exercice 38 : [énoncé]

a) E = Vect(I,J) avec

= (5 4)

La famille (I, J) forme une base de E car cette famille est évidemment libre.

b) EC M3(K), I € E. Soient A=al+bJ € Eet B=cl+dJ € E.
A-B=(a—c) I+ (b—d)J € E et AB = (ac)l + (ac+bd)J car J> = O.
Ainsi E est un sous-anneau de M (K). De plus AB = BA donc F
commutatif.

¢) Avec les notations précédentes AB = T si, et seulement si,

ac=1
ad+bc=0
Par suite A est inversible si, et seulement si, a # 0.
d) Avec les notations précédentes AB = Oy si et seulement si

ac =0
ad+bc=0
Les diviseurs de zéros sont donc les matrices

(_bb _bb> avec b € K

Exercice 39 : [énoncé]

a) C C M,(K)et O, €C.
Soient \,u € Ket A,B € C.
Pour tout (,§) € [1;n],

(A + NB)n+1—i,n+1_j = Mpt1—int1—j + uBnyi—int1-5 = M +pubB;
et donc
A+ pB), 1 in1-; = A+ uB)i
On en déduit AA + uB € C.

Ainsi C' est un sous-espace vectoriel de M., (K).

b) Soient A, B € C.
Pour tout (i, §) € [1:n]?,

(AB)'L,j = Z aiﬁkbkyj
k=1

donc .
(AB)y1—ins1—j = D Gnt1-ikbinsi—j
k=1
Par le changement d’indice  =n+1—k

n

(AB)n+1—i,n+1—j = E an+17i,n+17€bn+1ff,n+lfj
=1

et puisque A et B sont centro-symétriques

(AB)nJrlfi,nqufj = Zai,fb&j = (AB>i,j
=1

Ainsi AB € C.

¢) L’application ¢: X € C' +— AX est linéaire et c’est évidemment un
endomorphisme de C' car C' est stable par produit.
Soit X € kerp. On a AX = O,, donc A~}(AX) = O,, puis X = O,,.
On en déduit que 'endomorphisme ¢ est injectif, or C' est un espace vectoriel
de dimension finie, donc ¢ est un automorphisme de C.
Puisque la matrice I,, est centro-symétrique, par surjectivité de ¢, il existe
B € C vérifiant AB =1,,. Or A~Y(AB) = A~ donc B = A1 puis A= € C.
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Exercice 40 : [énoncé] Exercice 42 : [énoncé]
On note A la représentation matricielle cherchée.
a) a) Les colonnes de A sont formées des coefficients de
A= (12 1 (1)) : () i
o) = (17 =3 (1)
b) i=o \'
0 11 Ainsi A = (@) 1<ij<nt1 € Mpy1(R) avec
A=(1 0 1 h3)1Sh, S0 '
1 10

j—1
aid': (i_l) SlZS]et (Zi,j:OSinon

(1) 1 ; :1; b) L’endomorphisme ¢ est inversible avec
A=10 0 1 3 e '(P)=P(X —1)
00 01 o , S
On en déduit p=}(X7) = (X — 1) d’'ont
d) o
11 1 1 AT = (-1 aig)icigens
1 2 4 8
A= 13 9 27 . ) )
1 4 16 64 Exercice 43 : [énoncé]

a) Pour 0 < k < n,

n k
k : k .
XF) = )Xt = X=X+ 1)
a) Pour u = (z,y, z) calculons p(u) = («/,y, 2’). P(X7) ; (z) iz:; <z> ( )
Comme p(u) —u € D, il existe A € K tel que p(u) = u + A.w.
Comme p(u) € P on az’ + 2y — 2z =0 ce qui donne

A=—(x+2y—2)/2

Exercice 41 : [énoncé]

On en déduit
p(P)=P(X +1)

b) ¢"™(P) = P(X + m) donc

et donc "k
p(u) = (& =2y +2)/2,y, (z + 2y + 2)/2) H(XF) = (X +m)k = < _>mkiXi
Par suite / / k=0 \'
1/2 -1 1/2 N
d’ou
Matg(p) = 0 1 0 Am — (mjiiai,j)lgi,jgn-&-l

12 1 1/2
“(P)=P(X-1)d
b) Comme g=1—pet s=2p— I, c) ¢~ H(P) = P( ) donc
e (XM = (X —1)*

/2 1 -1/2 0 -2 1
Matg(g)=| 0 0 0 | et Matg(s)=[0 1 0 ot N
_1/2 _1 1/2 ]. 2 0 A*l — ((*1)J7lai’j)1§i7j§n+l
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Exercice 44 : [énoncé] b) On a
0 (0)
a) Posons x = Re(a) et y = Im(a). 1 .
FO) =1+atiyet fi)=i—ai=y+i(l—a). Matp f = L =4
La matrice de f dans la base (1,1) est donc
(0) 1 0
1+ Y puis
Y 1—-2z 0 (0)
b) Si |a] # 1 alors det f # 0. Im f = C et ker f = {0}. Matg(f?) = A? = o
Sila| =1 alors det f =0 et f # 0. f est un endomorphisme de rang 1. 1 .
On a f(el?/?) = 2¢9/2 et f(e!(®*™)/2) = 0 donc Im f = Vect {€!?1?} et 0 1 0 0O
ker f =ilm f. 0 0)
0

Matgs(f" 1) = A"t =
Exercice 45 : [énoncé]

,_.
o -
(@n)

Comme f2 # 0, il existe z € E tel que f2(x) # 0. Posons
e1 =, 60 = f(),e3 = f(z ¢) Notons C(f) ={g € L(E)|gof=fog}
' 2= f(@)e = 1) Il est clair que Vect(I, f, f2, ..., f*~1) c C(f).
Si A1e1 + Ases + Ages = 0 alors Inversement, soit g € C(f), notons ag, ..., a,—1 les composantes de g(z) dans
B. On a
Mz 4+ Ao f(z) + Asf2(z) = 0 g(x) = apr +ar f(z) + -+ an_1 " ()

9(f(@)) = f(9(x)) = aof(x) + -+ + an—af""H(2)

En appliquant f2 & cette relation, on a A; f2(z) = 0 car on sait f3 = 0.

Puisque f2(x) # 0, on a \; = 0 et sans plus de difficultés on montre aussi Ao = 0 g(fr1(x)) = P Yg(z)) = aof”_l(x).
et /\3 =0. A
La famille B = (e, e2,e3) est libre en dimension 3, ¢’est donc une base de E. La Par suite
matrice de f dans celle-ci est comme voulue. ao (0)
_ aj _ n—1
Matg g = =agl +a1A+ - +ap_1A
Exercice 46 : [énoncé]
an—-1 -+ a1 Qg
a) Comme f"~!#£0,3z € E, f"1(x) #0. Donc g = agl +a1f + -+ an_1f""t € Vect(I, f,..., f*71).

Si Aoz + A f(x) +- + A1 (z) =0 alors : Ainsi

en composant avec f"~1, on obtient Ao f" 1 (x) = 0 d’olt Ao = 0. C(f) = Vect(I, f, f* ..., "

en composant successivement avec f"‘27 ..., f, I, on obtient successivement

A =0,....0,_2=0,X1,-1=0

Par suite B = (z, f(z), f2(x),..., f"*(z)) est libre et forme donc une base Exercice 47 : [énoncé]

de E.
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2 -1 -1
A2=(1 0 -1]=4
1 -1 0

doncf est une projection vectorielle.

b) En résolvant les équations f(x) = x et f(z) = 0 on obtient que (u,v) forme
une base de Im f et (w) forme une base de ker f avecu =i+ j,v =i+ k et
w=1+7j+k.

1 0 0
Mat(u,v,w)f = 8 é 8

Exercice 48 : [énoncé]

a) ker f = Vect(u) avec u = (1,1,1). Im f = Vect(v,w) avec
v=(2,-1,-1),w=(-1,2,-1).
Comme C = (u,v,w) est libre on peut conclure que ker f et Im f sont
supplémentaires dans R3.

b) C est une base adaptée a la supplémentarité de ker f et Imf.

Mate f =

o O O
S w o
w o O

c¢) f est la composée, commutative, de I'homothétie vectorielle de rapport 3 avec
la projection vectorielle sur Im f parallelement a ker f.

Exercice 49 : [énoncé]
Soit x ¢ ker f*~1. Un tel x existe puisque f"~! # 0.
Considérons la famille B = (f"~1(z),..., f(x), ).

Supposons
Anotf"7H@) + -+ A f(@) + Aoz = 0

En y appliquant successivement f"~1,..., f,Id on obtient A\g =0,...,A\p,_2 =0
puis A\, _1 = 0 car f"1(x) # 0p.
B est une famille libre formée de n = dim E vecteurs, c¢’est donc une base de E.

De plus Matp(f) est de la forme convenable.

Exercice 50 : [énoncé]

Posons r =g f et (f(e1),..., f(er)) une base de Im f.

Puisque f2 =0, la famille B = (f(e1),..., f(e.)) est formée de vecteurs de ker f,
de plus elle est libre, on peut donc la compléter en une base de la forme

B = (f(e1),..., fler),ert1,...,6p) avec p = dimker f.

Considérons C = (f(e1),..., f(er),€rg1s- - Ep,€1,...,€r0).

En vertu du théoreme du rang, cette famille est formée de dim E vecteurs.

De plus si 'on dispose d’'une combinaison linéaire nulle des vecteurs de C, en
appliquant f et en exploitant la liberté de B, on justifie que les coefficients devant
les e1,. .., e, sont nuls. Ensuite, sachant B’ libre, on conclut que les autres
coefficients sont nuls. La famille B est une base et la matrice de f dans C est de la
forme voulue.

Exercice 51 : [énoncé]

a) On vérifie que la famille B’ est libre, puis c’est une base car formée de trois
vecteurs en dimension 3.

b) Par calcul matriciel

fle1) = e1, f(e2) = 2e2, f(e3) =0
et donc
1 0 0
MatB/ f =10 2 0
0 0 O

¢) On observe que €3 € ker f et 1,69 € Im f.
Le théoréme du rang permet de conclure : (¢3) est une base de ker f et
(e1,€2) est une base de Im f.

Exercice 52 : [énoncé]

a) On vérifie aisément que famille C est libre et c’est donc une base de R3.

b) f(e1) =e1, f(e2) = ez et f(e3) = &1 + 3 donc

Mate f =

o O =

0 1
1 0
0 1
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¢) Par récurrence : b) On a
1 0 n 1 0 1 -1 1 1
Mate(f")= (0 1 0 p=[1 1 o|l,P'=|1 o0 -1
0 0 1 1 -1 1 2 -1 -1
Par ch t de b
A CHAngEIEnt de bases avee ¢) Par changement de base
1 -1 1 -1 -1 2
P=10 1 1fePt'=|-1 0 1 P A 0 0 0 2 -1
1 0 1 11 -1 A" = pPD"pP! = 1 0 -1 =1 0 —1|+2"|0 0O
ontl 1 —om 1-—2n -1 0 1 2 -1
on obtient
1 _
Matg(f") = n—(i)— le On d) Posons X,, = t (xn Yn zn) On observe X,, 11 = AX,,. Par récurrence
’ n n l—n Xn = A"Xo.
Avec Xo="(1 0 0) on obtient
_ 1
Exercice 53 : [énoncé] Tn = 27"

Yn =

Zp =271 1
a) B’ est libre et formée de trois vecteurs en dimension 3, c¢’est une base de E. "

f(e1) = €1, f(e2) = 24, f(e3) = 3e3 donc D = diag(1, 2, 3).
b)
1 1 1 1 1 1 Exercice 55 : [énoncé]
p=|1 0 -1|,pPt=|-1 -1 -2

-1 -1 0 1 0 1 a) P est la matrice de 'application Idg dans les bases B au départ et b a

Parrivée.

c¢) Par formule de changement base
La relation = Idg(z) donne matriciellement v = PV.

A=rprDpP! b) La relation f = Id;J1 of o Idg donne matriciellement M = P~ 'mP.
d) Puisqu'il est facile de calculer D" ¢) Dans une base de vecteurs propres, la matrice de f est diagonale et ses
puissances sont alors faciles a calculer. Par changement de base, on en déduit
11 1 ~1 -1 -2 1 0 1 .
An=pp"Pt=(1 1 1|42l 0 0 O |+3"(-1 0 -1
-1 -1 -1 1 1 2 0 0 O

Exercice 56 : [énoncé]
Exercice 54 : [énoncé]
a) On vérifie aisément que la famille B’ est libre et ¢’est donc une base de F.
a) En résolvant les équations : f(u) =0, f(u) = w et f(u) = 2u on trouve que f(e1) = €1, f(e2) = €2, f(e3) = €3 + &1 donc
€1 =e1+ ey +e3,69 =eg —e3 et €3 = e + ez sont des vecteurs tels que

f(e1) =0, f(e2) = &2, f(es) = 2e3. L0
On vérifie aisément que la famille C est libre et c’est donc une base de E, Matp f=10 1
celle-ci convient. 0 0

—_ o
I
Sy
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b) Par récurrence

1 0 n
B"=[0 1 0
0 0 1
puis A™ = PB"P~! avec
11 1 1 -1 0
P=(0 1 1| etPt=11 0 -1
1 0 1 -1 1 1

d’ou

Exercice 57 : [énoncé]

a) On vérifie aisément que la famille B’ est libre et c’est donc une base de E.
f(e1) = €1, f(e2) =1+ &2, f(e3) = €1+ €2 + €3 donc

1 11
Matg f=10 1 1| =B
0 0 1
b) B =1I3+ J avec
0 1 1 0 0 1
J=10 0 1],72=(0 0 0
0 0 O 0 0 O
Puisque I3 et J commutent la formule du binéme donne
-1
B"=1Is+nJ+ 7”("2 ) 2
car J¥ = 05 pour k > 3.
Par formule de changement de base, on obtient
1_ n(n+1) n(n+3) n(n+1)
2 2 2
A" = —-n n+1 n
n(n—1 n(n+1 n(n—1

Exercice 58 : [énoncé]

a) En recherchant des vecteurs tels que f(z) =z, f(z) = 2z et f(z) = 3z on
observe que 1 = (—1,1,2),e5 = (0,1,1) et e3 = (1,1,1) conviennent. De plus
ces trois vecteurs forment une famille libre et donc une base de R3.

b)
-1 0 1 0O -1 1
P=(1 1 1]etP'=|-1 3 -2
2 1 1 1 -1 1
¢) Par changement base
A=pPDP!

d) Sachant calculer D™ on obtient
3" 1-3" -143"
A" = | =2"4+3" —1+432"-3" 1—-22"4+3"
2"+ 3" —2432"-3" 2-22" 43"

qu’on peut encore écrire

0o 1 -1 0 0 O 1 -1 1
A"=10 -1 1 }J+2"|-1 3 -2]+3"|1 -1 1
0 -2 2 -1 3 -2 1 -1 1

Exercice 59 : [énoncé]

a) rg(z1,x2,23) = 3 b) rg(x1,z2,23) = 3 ¢) rg(x1,r2,23) = 2

Exercice 60 : [énoncé]

&h kﬁ
S~—
I
B~ W

~
~—
I

Exercice 61 : [énoncé]
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1 1 1 Exercice 62 : [énoncé]
a) Notons A= |b+c c+a a+b]|,
be ca ab a) En retirant la premiere ligne a la derniere
1 1 1 1 1 1 1 1 o - 0 1 1 0
rg(A)=rg |0 a—-0 a—c | =rg|0 a-—b a—c 0 1 1 e 0 1 1
0 cla—0b) bla—rc) 0 0 (b-—¢(a—c)
rg o =18
En discutant les 5 cas possibles : rg(A) = Card {a, b, c}. 0 N 0
1 cosf cos20 1 0 --- 0 1 0 —1
b) Notons A = | cosf cos20 cos36
cos20 cos30 cosdf puis en ajoutant la deuxieme ligne a la derniere etc.
1 1 o --- 0 1 1 0
1 0 0 . .
rg(A) =1g | cosb sin? 6 sin 0 sin 26 0 1 1 o 0 1 1
cos20 sinfsin20  sin®20 rg | : ol =rg]:
Si sinf = 0 alors rg(A) = 1. 0 | 0 .o
Si sin @ # 0 alors 10 - 0 1 o o --- 0
1 0 0 1 0 Si n est pair alors rg M = n — 1, sinon rg M = n.
rg(A) =rg | cosé sin? 6 2cos x sin? 6 =r1g | cosf sin? 6 Db)p Dans le cas n impair c’est imméditat.
cos20 sinfsin20 2cosf x sinfsin 20 cos20 sin 6 sin 26 Dans le cas n pair : ker M = Vect’ (1 —1 1 —1)et
ImM: 21 —29+23+ ... +2/-1 — 2, =0.
Résumons : Si § A0 [n], rg(A4) = 2, sinon rg(4) = 1. ¢) M =1+ N avec la matrice de permutation
¢) Notons A la matrice étudiée. 0o 1 0 --- 0
Cas a = b =0 alors rg(A) = 0 car la matrice A est nulle.
Cas a =0 et b# 0 alors rg(A) = n car les n colonnes de A sont 0 0 1
indépendantes. N = 0
Casa#0:
En effectuant successivement : 0 o1
Cz «— (ZCQ — bCl, 03 — a26’3 — bCQ, ey Cn — a"ilcn — bC’n_l on obtient : 1 0 s 0 0
a On en déduit
209 ¢t c?
rg(A) = . . cn-to209 C)
n
a® — (=1)"p™ M" = Nlc _ . . .
(1) > ( k)
(il y a conservation du rang car a # 0). Cc? .
Donc si a™ = (—b)™ alors rg(4) = n — 1, sinon rg(A) = n. c 2 cr-t

en notant C¥ = (7).

0
1

1—(=1)

n—1
o

CQ
Cl
200

n
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Exercice 63 : [énoncé]

Soit u et v les endomorphismes de R? canoniquement associés a A et B.
Comme uov =0, on a Imv C ker u, puis rg(v) = 3 — dimkerv < dim ker .
Par suite dim ker v + dim ker v > 3, puis dimkeru > 2 ou dimkerv > 2.
On a alors respectivement rg(u) = rg(A4) <1 ou rg(v) =rg(B) < 1.

Exercice 64 : [énoncé]

a) De part leurs tailles, on sait déja
rgA<2et rgB<2

Aussi
rg(AB) =2 et 1g(AB) < min(rg A, rg B)

On en déduit
rg(A) = rg(B) = 2

b) On a ABAB = AB donc A(BA — I5)B = Os.
On en déduit Im ((BA — I3)B) C ker A = {0} donc (BA — I3)B = Oq 3.
Par suite Im B C ker(BA — I) or B est surjective donc BA — Iy = O5 puis

BA =1

Exercice 65 : [énoncé]

Ona A(BA—1,)B =0.

Or puisque A est de rang 2, ker A = {0} et donc (BA—I,)B =0.

De plus, puisque B est de rang 2, Im B = M3(R) et donc BA — I = 0.

Exercice 66 : [énoncé]

Commengons par noter que le neutre multiplicatif de G n’est pas nécessairement
I,,. Par exemple, G = {O,,} est un groupe multiplicatif formé d’éléments de

M, (R).

Notons J le neutre du groupe G. Soit A € G.

D’une part JA = A donc rg(A) =rg(JA) <rg(J).

D’autre part, il existe B € M, (R) tel que AB = J donc rg(J) = rg(AB) <rg(4).

Finalement,

VA € G,rg(A) = rg(J).

On peut méme étre plus précis et constater que les matrices de A ont toutes la
méme image.

Exercice 67 : [énoncé]

Par inclusion et égalité des dimensions, on vérifie ker A = ker B.

Quitte a considérer des matrices semblables, on peut alors supposer que les
matrices A, B s’écrivent par blocs

(A O _(B1 O
A= <A2 O) et B = <B2 O) avec A1, B; € M,.(C)
ol r est le rang commun aux matrices A et B. La relation A2B = A donne alors

A?Bl = Al et AgAlBl = A2

et ainsi

Al(AlBl - Ir) =0 et A2(A1B1 - L«) =0
Ainsi pour chaque ligne L de la matrice A; ou de la matrice Ao, on a
L(AiBy—1,)=0

Or la matrice A est de rang exactement r est les lignes L évoquées ci-dessus
constituent une base de M,.(C). On en déduit A;B; = I,.. La matrice A; est donc
inversible d’inverse B; et on a alors

.. ( B2, O\ (B O\
BA_(BzBlA1 0O) \B: O =B

Exercice 68 : [énoncé]

1 im==1 2 im==1
a) rg(l m 1){ sLm ,doncdimF{ sum .

m 1 m 2  sinon 1 sinon

1 1 m 1 sim=1 2 sim=1
byrg[1l m 1]=¢2 sim=-2,doncdimF =11 sim=-2.

m 1 1 3 sinon 0 sinon

Exercice 69 : [énoncé]

1

a) g —m) =2doncdimF =1etrg (1 —m 1) =1 donc

1 m
m 1
dim G = 2.
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1 m 1 . .
2 = 1 =
byrglm 1 -—-m|= s?m 0donc dim FNG = S%m 0
1 —m 1 3  sinon 0 sinon.

Exercice 70 : [énoncé]

a) Sim = —1 alors
S={(y,y,-1) |y € C}

o= fimstanst)

Sim # —1 alors

2 2
b) On a
m 1 1 1 sim=1
rgl1l m 1] =<2 sim=-2
L1 m 3 sinon

Sim # 1 et m # —2 alors
P l4+m 1 (1+m)?
N 2+m’24+m’ 2+m

SZ{(x,y,l—x—y)\x,yEC}

Sim =1 alors

Si m = —2 alors systeme incompatible
S=10

¢) Sim =1 : systéme incompatible

Sim # 1,

mr+y+z+t=1 z+y+mz+t=m+1
r+my+z+t=m — { I-my+(m-1)z=1
r+y+mzt+t=m+1 (m+2)z +t = mmtl)

et donc

S (o e D Y e

m m m—1

Exercice 71 : [énoncé]

ar+by+z=1
T4+aby+z=>
r+by+az=1

c+by+az=1
b(l—a)y+(1—a*)z=1-a,
bla—ly+(1—a)z=0b-1

r+by+az=1
b(l—a)y+(1—-a?)z=1—a
(1-a)2+a)z=b—a

Casa#1,a# —2etb#0:

a—2b ab—2+b a—2b

T e Der2)Y T e+ 2p" T (a-1(at+2)

Casa#1l,a# —-2etb=0:
On doit avoir simultanément

(1-a®)z=1—-aet(l1-a)2+a)z=—a

ce qui est incompatible : S = ().
Cas a =1 alors

r+by+z=1
0=0
0=b—-1
Sib#1 alors S = 0.
Sib=1lalors S:x+y+2z=1.
Cas a = —2 alors
r+by—2z=1
3by —3z=3
0=0b+2
Sib# —2alors S = 0.
Sib= —2 alors
r=—-1-2y
{zl2y
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Exercice 72 : [énoncé]

Par les opérations élémentaires : L, < L, — L,_1,...,Ls < Lo — Ly on obtient le

systeme équivalent :

1+ a0+ -+, =1
T+ -+x, =0

xn—1+xn:0
z, =0

Donc

Exercice 73 : [énoncé]

I + To
r1 + xy + T3
xro + T3 + T4

Tn—2 + Tn—1 +

Tn—1 +
1 =21,T2 = —%1,23 =0
T4 =21,%5 = —x1,%6 = 0
0
—
Tp = § X1
—1

Tp-1+x, =0

Donc si n # 2 mod 3 alors

S ={(0,0,0)}
et sin =2 mod 3 alors

S ={(z,—=x,0,z,—2,0,...,z,—x)

= 0
= 0
= 0
z, = 0
z, = 0

sin=0 mod 3
sin=1 mod3

sin=2 mod3

| z € C}

Exercice 74 : [énoncé]
Le probléme revient a résoudre le systeme

21+ 29 = 2&1
Zn—1 1 Zn = 2ap_1
Zn + 21 = 2a,
(n) < (n) — (1) donne
21+ 290 = 201
Zp—1+2n = 2051
Zn — 22 = 2a, — 2a1
(n) < (n) + (2) donne
21+ 29 = 2(11
Zp—1+ 2Zn = 20p_1
zn + 23 = 2(an — a1 + az)

etc.
On obtient au final

21+ 29 = 2(11
Zn—1+ 2Zn = 2Gp_1
1-(-1D"z,=2(ap—a1+as+ -+ (—1)"an_1)

On peut alors conclure :
- Si n est impair, le systeme est de Cramer et donc possede une solution unique.
- Si n est pair alors le systéme posséde une solution si, et seulement si,

a1 —as+ - +apn_1—a, =0

Exercice 75 : [énoncé]

ar +2by+2z2=1
2c4+aby+2z2=>0 <—
20 +2by+az =1

2 +2by +az =1
bla—2)y+(2—a)z=0b-1
(a—2)x+(2—0a)z=0
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Si a = 2, on parvient au systéme
20 +2by + 22 =1
0=>b-1

Dans le cas b # 1, le systéme est incompatible.
Dans le cas b = 1, on parvient a I’équation 2z + 2y + 2z = 1.
Si a # 2, on parvient au systéme

20 4+2by+az =1

_ b-1
by —z=.=
z—2z=0
puis
_ a=2b
(a + 4)2 = C:ljb .
by=z+,=
rT==z
Dans le cas a = —4, le systeme n’est compatible que si b = —2 et on parvient au
systeme
T=2z
—4dy=2z+1

Dans le cas b = 0, le systéeme est incompatible.
Dans le cas général restant, on parvient a

a—2b _ab+2b—4
@—2)a+4? " ba-2)(a+4)

r=z=

Exercice 76 : [énoncé]

Le déterminant de ce systéme carré est (a — 1)3(a + 3).

Casa=1:

Le systeme est compatible si, et seulement si, b = 1 et ses solutions sont les
quadruplets (z,y, z,t) vérifiant

rH+y+z+t=1

Casa=—-3:

En sommant les quatre équations, on obtient ’équation de compatibilité
0=1+0b+b*+0%

Sib ¢ {i,—1,—i} alors le systéme est incompatible.

Sibe {i,—1,—1i} alors le systéme équivaut a

z—3y+z+t=>
x4y —3z+t=1"0
r+y+2z—3t=">0

r—3y+z+t=0
dy —dz=0b>—-b
dy —4t =03 —b

xzy—&-%b—&-ibz—i—ib?’
z=y+ 50—

b=yt i)

ce qui permet d’exprimer la droite des solutions.
Cas a ¢ {1,-3}:

C’est un systeme de Cramer. ..

Sa solution est

ab—1+2b—b*—-0?

24+a—b—b-03
xr =

2a — 3 + a? Y= 2a — 3+ a? ’
ab2—1—b+262—b3t ab® —1—b—0b% 4203
z = —
2a — 3+ a2 ’ 2a — 3+ a2

Exercice 77 : [énoncé]

a) Si A n’est pas inversible alors rg A < n. Or il est possible de construire une
matrice nilpotente de rang égal a rg A. Deux matrices étant équivalentes si, et
seulement si, elles ont le méme rang, on peut conclure que A est équivalente &
une matrice nilpotente. La réciproque est immédiate.

b) Si A est inversible alors f(A)f(A~!) = f(I,) = 1 donc f(A) # 0. Si A n’est
pas inversible alors A est équivalente & une matrice nilpotente B. Pour
celle-ci, on a f(B) =0 car f(B™) = f(B)™. Puisqu’on peut écrire A = PBQ
avec P et @ inversibles, on peut conclure f(A4) = 0.

Exercice 78 : [énoncé]

I’r‘ Or,nf'r
On—r,r On—r
des matrices P, @ inversibles vérifiant A = QJ,. P. Par suite
ABA =0, < J,.PBQJ, = O,. Via I'isomorphisme B +— PBQ, I’espace
{B € M,(R) | ABA = 0,} est isomorphe & {M € M,(R) | J,.MJ, =O,}.
En écrivant la matrice M par blocs, on vérifie que les matrices M vérifiant

J.MJ, = O, sont les matrices de la forme (O*T :) On en déduit
dim{B € M,(R) | ABA=0,} =n?—r%

La matrice est équivalente a la matrice J, = ( ) et donc il existe
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Exercice 79 : [énoncé] b) Quand X parcourt M, (R) alors Y = B + X parcourt M,,(R) et en posant

a) Posons r =rg A et s = rg B. Les matrices A et B sont respectivement
équivalentes aux matrices

_ I, Or,n—r ;7 On—s On—s,s
JT N (On—r,t On—r ) ot JS N (Os,n—s Is )
Il existe donc P, @, R, S € GL,(R) telles que

PAQ = J, et RBS = J/

et alors
PAQ+ RBS = J,. + J.

qui est une matrice de rang min(n,r + s).
On peut aussi écrire

(RT'P)A+B(SQ™Y) = R™'(J, + J)Q™*
et en posant U = R™'P et V = SQ~!, on obtient U,V € GL,(R) telles que
rg(UA+ BV) = min(n,r + s)

b) Sir+ s >n alors min(n,r + s) = n et ce qui précéde conduit a une matrice
inversible.

Exercice 80 : [énoncé]

a) Posons r = rg C. On peut écrire C' = QJ, P avec P, @ inversibles et

= (é) om))

Posons alors X = QJ/ P avec

O, (0)
/ r
2= (@ )
Puisque A+ X = QI,,P = QP, la matrice A + X est inversible et donc

det X = det(A+ X) #0.
On en déduit que la matrice J. est I'identité et donc r = 0 puis A = O,,.

C = A — B, on obtient
VY € M, (R),det(C+Y)=detY

Ce qui précede permet alors de conclure.

Exercice 81 : [énoncé]

Comme rg(A) = r, il existe (P, Q) € GL,(K) x GL,(K) tel que A = QJ,P.
Posons D = (OnITM> EM,, (K)et E= (I, Opp_y) € My p(K).
Ona A= BC avec B=QD € M, ,(K) et C = EP € M, ,(K)

Exercice 82 : [énoncé]

a) A est équivalente a la matrice J; = diag(1,0,...,0) donc il existe
P,Q € GL,(K) vérifiant A = P.J,Q.
Pour C =%(1,0,...,0), on a J; = C*C donc A = X'Y avec X = PC et

Y = tQC.
b) A2 = X('Y X)'Y. 'Y X est un scalaire A donc A2 = X\'Y = AX'Y = \A.

Exercice 83 : [énoncé]

Il existe une colonne X telle que AX # 0 et alors Im A = Vect(AX).

A2X € TIm A donc il existe A € K tel que A2X = \AX.

De plus pour Y € ker A, A2Y =0 = M\AY.

Enfin ker A et Vect(X) sont supplémentaires dans M,, 1(K) donc A? = \A.

Exercice 84 : [énoncé]

a) Soit U une colonne non nulle de 'image de H.

Pour tout 1 < j <p, la colonne C; de H peut s’écrire C; = A\;U avec A\; € K.

La matrice colonne V =* ()\1 /\n) vérifie alors H = U'V.

b) On a alors H? = U(*VU)'V avec A = VU un scalaire donc H? = \H et

A='VU =tr ('VU) = tr (U'V) = tr H
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c¢) En développant

1
1+trH

1 1
1+trH 1+trH

(I, + H) (In H) =I,+H H?=1,

Par le théoréeme d’inversibilité des matrices, on obtient I,, + H est inversible et

1
I,+H) '=1,-— @
(In + H) 1+trH
d) Onarg(HA ') =rg H = 1 car on ne modifie pas le rang en multipliant par
une matrice inversible.
On en déduit que I,, + HA™! est inversible et

_ 1
L+ HA N ‘=, - — Al
(In + ) 1+ w(HAY)
En multipliant par la matrice inversible A, on obtient
A+ H = (I, + HA™') A inversible et
_ 1
A+H) ' = A (I, + HAT) = A - AT AT
(A+H) ( * ) " 1+tr(HA-L)

Exercice 85 : [énoncé]

a) (=) Supposons1g( A | B )=1gA=r.
Rappelons que le rang d’une matrice est le rang de la famille de ses colonnes.
Puisque rg A = r, la matrice A posséde r colonnes indépendantes.
Puisque rg( A ‘ B ) =r, les colonnes de ( A ‘ B ) sont toutes
combinaisons linéaires des colonnes précédentes.
En particulier les colonnes de B sont combinaisons linéaires des colonnes de
A. Ceci permet de former U € M,,(K) vérifiant B = AU.
( <= Supposons B = AU.
Les colonnes de B sont combinaisons linéaires des colonnes de A et donc par
opérations sur les colonnes

rg(A‘B):rg(A‘On):rgA

b) Il suffit de transposer le raisonnement qui précéde en raisonnant sur les lignes
et en exploitant que le rang d’une matrice est aussi le rang de la famille des
ses lignes.

¢) Supposons

A B
rg(c D) =rgA

rgA<rg(AB)<rg<é, g>:rgA

Puisque

on a A
B
rgA:rg(A‘B ) et rg(C D):rg( A‘B)

En vertu de a) il existe une matrice U € M,,(K) telle que
B =AU
En raisonnant comme en b), il existe une matrice V€ M,,(K) telle que

(c|D)=(va|v)
A B (A AU
C D) \VA VAU
A B (A AU
C D) \VA VAU
Les n dernieres lignes étant combinaisons linéaires des n premieres, on a

A B A AU
rg(C D)Z(On Oﬂ):rg(AAU)

A BY_(A AU\__,
®\c p)~\o, 0,)7"®

On en déduit

Inversement, supposons

puis

Exercice 86 : [énoncé]
Posons r =rg A et s = rg B. Les matrices A et B sont respectivement équivalentes

aux matrices
— IT Or,nfr o Is Os,pfs
Jr N <Onr,t Onf'r > ot Js N <Ops,t Opfs >

Il existe donc P, @ € GL,(K) et R, S € GL,(K) telles que
PAQ = J, et RBS = J,
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En opérant par blocs, on a alors Exercice 89 : [énoncé]
P O\ /A O\[Q O 70 Introduisons la matrice inversible
(O R) (O B) (O S) N (O Js) M o= <A1 Op7q>
avec les facteurs Oup 1y
P O Q O
o r] o g On argM =rg(MM') avec
inversibles. I B
On en déduit MM = <0p C>
J. O a.p
rgM:rg(O J>=r—|—s
s Par opérations élémentaires sur les colonnes, la matrice MM’ a le rang de la
matrice
Exercice 87 : [énoncé] ( Ip an)
En multipliant par la matrice inversible Ogp C
I, -B Enfin, les opérations élémentaires déterminant le rang de C' se transposent a la
<Op I ) matrice en cours afin d’en donner le rang. Au final
on obtient rgM =p+rgC

I, B\ _ I, Onyp
'8 (op,n C) — e (O,,,n c
En posant r = rg C, on peut écrire PCQ = J, avec Exercice 90 : [¢ {
xerci : [énoncé

P,Q e GLy(K) et J, = (O L OOT’pT>
p—T,T p—r a) Si A est inversible alors en posant

En multipliant & gauche et a droite par les matrices inversibles
0] I
I, Onp ot I,  Onyp C= (Anl 07;) € Ma,(K)
OPv" P Op,n Q
on obtient BC' = I, et on en déduit que B est inversible et que C' est son

on obtient I, B I, O, inversible en vertu du théoréme d’inversibilité.
® (Op n C) - (Op n o Jr ) = Si A n’est pas inversible alors les lignes de A sont liées et les n premieres
7 7 lignes de B sont aussi liées par la méme relation linéaire. On en déduit que B
n’est pas inversible.
Exercice 88 : [énoncé] b) On obtient
L’implication ( <= ) est immédiate car rg B = p. » At
Inversement, supposons rg M = p. B2 — (é iz) et B2rt1l — (ig O )
n n

Puisque B est inversible, les p derniéres lignes de M sont indépendantes et donc
les autres lignes de M sont combinaisons linéaires de celles-ci puisque rg M = p.
Puisque les n premieres lignes de M sont combinaisons linéaires des p derniéres

lignes de M, on a Exercice 91 : [énoncé]
A=0,
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a) Notons ImM ={MZ | Z € M, 1(K)}.
Considérons ensuite ¢ I'application linéaire qui & X € M, 1(K) associe

M <Of_r> B (é@

On a évidemment Im ¢ C Im M.

Or I'application linéaire ¢ est injective car A est inversible et donc

rg ¢ = dim M, 1 (K).

Puisque par hypothese rg M = r, par inclusion et égalité des dimensions, on a
Imp =Im M.

Pour tout Y € M,,_,1(K), on a M <Or> € Im M donc il existe X € M, 1(K)

Y
(et celui-ci est méme unique) tel que

0.\ _ X X
M (Y> =elX)= M(On_r) (On—r)
0\ X
()= (o)
BY\ [AX
DY) \CX
donc X = A~'BY puis DY = CX = CA™'BY.

Puisque cette derniere relation vaut pour toute colonne Y € M,,_, 1 (K), on
peut conclure D = CA~!B.

b) La relation

donne

Exercice 92 : [énoncé]
On peut écrire la matrice M ! sous la forme

(A B
=& )

La relation MM ~—! = I,,, donne alors le systéme

AA'+ BC' =1,
CA'+DC' =0,
AB'+BD' =0,
CB'+DD' =1,

qui entraine
(A-BD'O)A' =1,
C'=-D'CA
B'=—-A"'BD’
(D—-CA'B)D' =1,

On en déduit que les matrices A — BD™'C et D — C A~ B sont nécessairement
inversible et A’ et D’ sont leurs inverses respectifs.
Au final

(A— BD-1C)!

Ml A~'B(CA™'B — D)~
~ \p-l¢(BD1C - A)?

(D— CA—'B)~!

Exercice 93 : [énoncé]

Par blocs, on a
(M O (1 -1
A—<02 —M) avecM-(O 1)

Par récurrence, on obtient

et on en déduit

1 —n 0 0
n_ |0 1 0 0
Vn e N, A" = 0 0 (~1)* (~1)"n
0 O 0 (=)™

On vérifie que cette relation est encore valable pour n € Z en constatant que cette
expression satisfait
A" x AT =14

Exercice 94 : [énoncé]
De telles matrices n’existent pas car

tr(AB) = tr(BA)

et donc
tr(AB — BA) =0 # tr(1,)
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Exercice 95 : [énoncé]
On a
trA=tr (AB — BA) =tr(AB) —tr (BA) =0

car tr(AB) = tr(BA).
Généralisons ce calcul

tr (AP) = tr (AP"L(AB — BA)) = tr (A”B) — tr (AP~ ' BA)

tr (AP'BA) = tr (AP 'B)A) = tr (A(A*"'B)) = tr (A”B)

donc
tr (A7) =0

Exercice 96 : [énoncé]

Soit (e1,...,e,) une base de F avec eq,...,e,_1 €ker f et e, €Im f. On a
f(en) € Im f = Vect(ey,) donc il existe A € K tel que f(en) = Aep, et donc

f?(en) = Mf(en). Cette relation vaut aussi pour les vecteurs ey, ...,e, 1 et donc
par coincidence de deux applications linéaires sur les vecteurs d’une base on peut
affirmer que f2 = A\f. De plus, la matrice de f dans la base (ey,...,e,) donne

A = tr f. Ainsi, pour f de rang 1, f est un projecteur si, et seulement si, tr f = 1.

Exercice 97 : [énoncé]

Calculons les coeflicients diagonaux de la représentation matricielle de ¢ dans la
base canonique formée des matrices élémentaires Fj; ;.

On a (,O(EZJ) = Eiij.

Or A= _ >y axeExe donc o(E; ;)= ,_ajeE;¢ car E; jEy o =6, 1 E; 0.
La composante de ¢(FE; ;) selon E; ; vaut a;j ;.

Par suite la trace de ¢ vaut Y7, 377 a;; = ntr A.

Exercice 98 : [énoncé]
Supposons que M soit semblable & une matrice M’ via une matrice inversible P
ie.

M' =P 'MP
Si on peut écrire M’ = A’B’ — B’A’ alors M = AB — BA avec A = PA'P~ 1 et
B=PB'P .
On peut ainsi transformer la matrice M en une matrice semblable sans changer la
problématique.

Etablissons maintenant le résultat demandé en raisonnant par récurrence sur la
taille de la matrice M.

Si M est taille 1 : ok

Supposons la propriété établie au rang n € N*.

Soit M une matrice carrée d’ordre n + 1 de trace nulle.

Montrons que M est semblable & une matrice de la forme

Si M est matrice d’'une homothétie alors tr M = 0 permet de conclure M = O,,.
Sinon, il existe des vecteurs qui ne sont pas vecteurs propres de I’endomorphisme
associé a M.

Soit z, un tel vecteur. En introduisant une base dont z et f(z) sont les deux
premiers vecteurs, on obtient que la matrice M est semblable a celle voulue.
Compte tenu de la remarque préliminaire, on suppose désormais que la matrice M

est de la forme
0| L
C| M
avec tr M’ = 0.
Par I’hypothese de récurrence on peut écrire

M/:A/BI_B/A/

Soit A € K qui n’est par valeur propre de la matrice B’.

En posant
A 1 ‘ L(B'— )7t
(M- B~ lC ‘ A
et
Al O

2= (5t
on obtient

M = AB — BA

Récurrence établie.

Exercice 99 : [énoncé]
Posons a;; = ¢(Ei ;). ¢(M) =31« i<y, ajimij = tr(AM) avec A = (a; ;).
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Exercice 100 : [énoncé]
Puisque tr(AB) = tr(BA), on a tr[A; B] = 0. ker(tr) est donc un sous-espace
vectoriel contenant {[A; B] | A, B € E} donc

Vect {[A;B] | A,B € E} C ker(tr)

De plus, tr étant une forme linéaire non nulle, ker(tr) est un hyperplan.
Montrons qu’il en en est de méme de Vect {[A; B] | A,B € E}.

Pour i # j, E; j = [E; i, Ei j] et pour i # n, E;; — Ey o = [Ei gy, En .

Par suite Vect {[A4; B] | A, B € E} contient la famille libre & n? — 1 éléments
formée par les F; j, i # j et les E; ; — By, 1 7 n. 1l en découle que

Vect {[A; B] | A, B € E} est de dimension supérieure ou égale a n? — 1.

Par inclusion et un argument de dimension, on peut conclure

ker(tr) = Vect {[4; B] | A,B € E}

Exercice 101 : [énoncé]

Notons que Vect {AB — BA | A, B € M,,(R)} est inclus dans ’hyperplan des
matrices de trace nulle.

Par suite dim Vect {AB — BA| A,B € M,,(R)} <n? —1.

Pour A=FE;jet B=1FE;; (aveci# j): AB—BA=E,;.

Pour A = Ei;ﬂ et B = En,i :AB— BA = Ei,i — E’I’Lﬂ’L = Fz

La famille formée des E; ; et des Fj est libre et constituée de n? — 1 éléments.

Par suite dim Vect {AB — BA| A,B € M,(R)} >n? — 1.
Finalement dim Vect {AB — BA| A,B € M, (R)} =n? — 1.

Exercice 102 : [énoncé]

Soit X solution. La matrice X + *X est symétrique.

Cas A n’est pas symétrique :

Nécessairement tr(X) = 0 et 'équation étudiée devient X + ‘X = 0 dont les
solutions sont les matrices antisymétriques. Inversement, ces derniéres sont
solutions de I’équation initiale.

Cas A est symétrique.

En passant & la trace I’équation étudiée, on obtient 2tr(X) = tr(X) tr(A).
Si tr(A) # 2 alors on obtient a nouveau tr(X) = 0 et on conclut que X est
antisymétrique.

Sitr(A) =2alors Y = X — 2 tr(X)A vérifie Y +'Y = X +'X — tr(X)A = 0 donc

Y est antisymétrique puis la matrice X est de la forme AA +Y avec YV
antisymétrique. Inversement, une telle matrice est solution.

Pour résumer :

Si A¢ S,(R)outr(A) # 2 alors S = A, (R).

Si A€ S,(R) et tr(A) =2 alors S = Vect(A4) & A, (R).

Exercice 103 : [énoncé]

a) Soit p un projecteur de E espace de dimension n. En posant F' = Imp et
G = ker p, la matrice de p dans une base adaptée a la décomposition

E =F & G est de la forme
( I, Op,r_,,>
Or—pp Or—p

On y lit
rgp=r=trp
b) Posons
141
B=-Y A*
1=

Puisque A7 = I,,, on a AB = B et plus généralement A*B = B pour tout
k e N.
On en déduit

12 142
B*=-% A*B=->"B=8B
7= 1=
et donc B est la matrice d’un projecteur. Par suite

q—1

1
rgB=trB= thr(Ak)
qk:O

Pour X € ker(A —1I,), on a AX = X donc BX = X et ainsi
ker(A —1I,) C Im B.
Inversement, si Y € Im B, il existe X € M,, 1(K) tel que Y = BX et alors

(A—1,)Y = ABX - BX = BX - BX =0
donc Im B C ker(A — I,,) puis Im B = ker(A — I,,). On peut alors conclure

11
dimker(A—1,)=rgB = — Ztr(Ak)
1=

Exercice 104 : [énoncé]
Soit

p:%Zg

geG
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On a

p0p=%zzhog

heG geG
Or, pour h € G fixé, les h o g parcourt G pour g parcourant G. Ainsi

Y hog=>k

geG keG

puis

por=1g XY k=0 k=p

heG keG keG

Ainsi p est un projecteur et la dimension de son image Im p = ker(p — Id) est sa

trace 1
trp=—
p== E trg
geG

Pour tout g € G, on vérifie g o p = p par des calculs analogues aux précédents. Si
x est invariant par p, il I'est aussi par g et donc

ker(p — Id) C ﬂ ker(g —Id)
geG

L’inclusion inverse étant immédiate, on conclut

ﬂ ker(g — Id) = ker(p — 1d)
geG

puis l'on obtient I’égalité de dimension

dim ﬂker(g—IdE) :%Ztrg

geG geG

Exercice 105 : [énoncé]

a) L’application considérée est au départ d’un ensemble infini et a valeurs dans
un ensemble fini, elle ne peut donc étre injective et il existe k < £ € N,
MP* = M? ce qui fournit MP? = I,, avec p = ¢ — k car M est inversible. On en
déduit que I,, € H et que M~ = MP~! € H. Cela suffit pour conclure que H
est un sous-groupe de GL, (K).

b) Si M € H alors N — MN et N — NM sont des permutations de H. On en
déduit que M P = PM = P car pour chaque terme les sommes portent sur les

mémes éléments. ) )
PP=->Y MP=-% P=P
9 yren 9 yren

c¢) Puisque P? = P, Im P = ker(P — I,,) et ker P sont supplémentaires dans
M, 1(K).
Si X € ker P alors PX =0 et pour tout M € H, PMX = PX =0 donc
MX € ker P. Ainsi ker P est stable par H.
Si X € Nprep ker(M — I,) alors pour tout M € H, MX = X donc PX = X
puis X € ker(P — I,,).
Inversement, si X € ker(P — I,,) alors PX = X et pour tout M € H,
X =PX=MPX =MX et donc X € (e ker(M — I,). Ainsi

() ker(M — I,,) = ker(P — I,
MeH

et ker P est solution du probléme posé.

d) P est une projection donc tr P =rg P € Net donc ) ), tr M = gtr P € gN.
Si ) pemtrM =0 alors P = 0. Par suite [, ker(M — I,,) = {0} et il n’y
a donc pas de vecteur non nul invariant pour tous les éléments de H et
inversement.

Exercice 106 : [énoncé]

a) Posons p = dec g.p? = deG > hec 9h- Or pour g € G, I'application
h +— gh est une permutation du groupe G donc ), ., gh = p et par suite
p? = Card G.p.
Par suite ﬁp est une projection vectorielle et puisque son rang égale sa
trace, rgp = 0. Ainsi p = 0.

b) Considérons ¢(z,y) = >_ 5 (9(2) | g(y)). ¢ est un produit scalaire sur R"

pour lequel on a Yh € G, h* = h~L. Pour ce produit scalaire, V1 est un
supplémentaire de V stable pour tout h~! avec h élément de G donc stable
pour tout élément de G.

Exercice 107 : [énoncé]
Sii #] alors Ei,iEi,j = Ei,j et Ei,jEi,i =0 donc T(EZJ) =0.
De pIUS Ei,jEj,i = Ly et Ej,iEi,j = Ej,j donc T(Elyl) = T(Ej’j) = Q.

Diffusion autorisée a titre entiérement gratuit uniquement - dD



[http://mp.cpgedupuydelome.fr] édité le 5 mai 2016

Corrections 42

Soit A = (am-) € Mn(K)

T(A) =T Z aid'Ei,j = Z ai7jT(Ei7j) = O[tI‘(A)

1,j=1 i,j=1

donc T' = «. tr.

Exercice 108 : [énoncé]
[(Eii) = f(EijEjq) = [(EjiEi ;) = f(E);) et sii# j,
£<Ei:j) = f(Ei;E;;) = f(E;;Ei ;) = f(0)=0.
insi
f(A) = (> aiEij) = Atr A

en notant A la valeur commune des f(E; ;).

Exercice 109 : [énoncé]

a) Notons F; ; les matrices élémentaires de M, (R). Puisque
Ei,i = Ei,jEj,i et Ej,j = Ej,iEi,j
I’hypothese de travail donne
[(Eii) = [(Ei Ejq) = [(EjiEi;) = f(Ej; )
De plus, pour i # j, on a
Ei,j = Ei,jEj,j et On = Ej,jEi,j
donc
f(Eij) = f(Ei;Ej;) = f(E;;Ei;) = f(On) =0
Ainsi
f(A) = f(z ai,jEi’j) =AtrA
en notant A la valeur commune des f(E; ;).
b) Posons f = trog. L’application f est une forme linéaire vérifiant
VA, B € Myn(R), f(AB) = f(BA)
Ainsi f = Atr.
Or f(I,) = tr(g(I,)) = tr I, donc A = 1. Ainsi f = tr et

VM € My (R), tr(g(M)) = F(M) = tr(M)

Exercice 110 : [énoncé]

La trace de f est la somme des coefficients diagonaux de la matrice représentative
de f dans la base de M,,(R) formée des matrices élémentaires F; ;. Puisque le
coefficient d’indice (4, j) de la matricef(E; ;) est a;; + a;; on obtient

tr f = Z (am + (lj,j) =2ntrA

1<i,j<n

Exercice 111 : [énoncé]
Si X est solution alors
tr(X) = tr(X) tr(A) + tr(B)

et donc
tr(X)(1 —tr(A)) = tr(B)
Cas tr A # 1.
On obtient x(B)
r
tr(X) =
"X = 0
puis
tr(B)
X=—""A+1B
—w@)” "
Inversement, cette matrice est bien solution.
Castrd=1.

Sous cas tr B # 0.

L’équation tr(X)(1 — tr(A)) = tr(B) est incompatible, il n’y a pas de solution.
Sous cas tr B = 0.

La solution X est de la forme AA + B avec A € R et inversement de telles matrices
sont solutions.

Exercice 112 : [énoncé]
Soit (e, ...,ey,) une base de E avec eq,...,e,_1 € ker f.
La matrice de f dans cette base est de la forme

A= .
. )\nfl
0 0 X

avec A, = tr f.
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On observe alors que A% = )\, A.

Ainsi si tr f = 1 alors A2 = A donc f2? = f puis f est un projecteur.

Par I'isomorphisme de représentation matricielle dans une base donnée de F, on
peut retraduire le probleme matriciellement.

En considérant les éléments E; ; et E; ; + E; j pour 1 <4 # j <n on forme une
base de M,,(R) telle que souhaitée.

Exercice 113 : [énoncé]
Les matrices A; sont des matrices de projection et donc

tr Ai =T1g Ai
On en déduit
k k
ngAi = ZtrAi =trl,=n
i=1 i=1
Or
k k
R"=ImY A;CY ImA; CR"
i=1 i=1
Ainsi

k
ZImAi =R"
=1

et la relation sur les rangs donne
k
> dim (Im 4;) = dimR"
i=1

Les espaces Im A; sont donc en somme directe

k
Im Ak =R"
i=1

7=

Pour tout x € R™, on peut écrire
r=Ax+- -+ Agx
En particulier, pour le vecteur A;z, on obtient
Ajoe =AAje+ -+ Ajo+ -+ AAjx
La somme directe précédente donne alors par unicité d’écriture
Vi<i#j<k AAjx=0

et peut alors conclure.

Exercice 114 : [énoncé]
Si f=0alors fog=0.
Sinon il existe une base de R? dans laquelle la matrice de f est

()

La matrice de g commutant avec f est de la forme

a b
0 a
et puisque g2 =0, a = 0.

Par suite la matrice de f o g est nulle.

Exercice 115 : [énoncé]

F,, est clairement un endomorphisme de C,,_; [X]. Sa matrice dans la base
(L, X,....,X" Y est A= (a;;)o<ij<n—1 avec a;; = ﬁw”. On remarque que
AA=1, car % Z;Sfd(j_i)k = ¢, ;. Par suite F,, est un automorphisme et F !
étant représenté par A, F;1(P) = ﬁ ZZ;S P(w=F) Xk,

Exercice 116 : [énoncé]

a) Les endomorphismes AIdg ont la propriété voulue.

b) Les familles (eq,...,e,) et (e1 + €;,€9,...,¢e,) engendrent le méme espace
vectoriel. Etant toutes deux formées de n vecteurs, si I'une est libre, 'autre
aussi.

¢) Soit u un endomorphisme de E dont la matrice est diagonale dans toutes les
bases de F.
La matrice de u dans la base (eq, ..., e,) est de la forme diag(A1, A, ..., \,).
Puisque la matrice de u dans la base (e; + e;,ea,...,€,) est aussi diagonale,
il existe a € R tel que
uler +¢e;) = aler + ¢;)

Or par linéarité
u(er +e;) = uler) +ule;) = Aex + \ie;
Par liberté de la famille (eq, ;) on identifie les scalaires et on peut affirmer

)\1:a:)\i
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Ainsi, si un endomorphisme a une représentation matricielle diagonale dans
toutes les bases de F, sa matrice est de la forme \I,, et donc cet
endomorphisme est de la forme \Idg.

d) Soit w un tel endomorphisme. Si A = (a; ;) est sa matrice dans une base
(e1,...,en) alors sa matrice dans la base (e, 2es,...,ne,) a pour coefficient
général

P

et comme cette matrice doit étre égale a la précédente, on obtient

Vi,j €{l,...,n},i#i = a;; =0

Ainsi, cet endomorphisme a une matrice diagonale dans toute base de F et en
vertu de ce qui précede, il est de la forme AIdg avec A € R.

Exercice 117 : [énoncé]
Soit @ € ker f N Im f. 11 existe a € R3 tel que z = f(a) et alors

z=—f(a) = —f*(x) = —f(f(z)) = —f(0) =0
Ainsi ker f NIm f = {0} puis, par le théoréme du rang, on peut affirmer
R® = ker f ®Im f

Si f2+1d = 0 alors f2 = —1Id puis (det f)? = det(—Id) = —1. C’est impossible.
On en déduit que f2 +1Id # 0 et puisque f o (f2+1d) =0, on a ker f # {0}.
Soit e; € ker f non nul.

Puisque par hypothese f n’est pas I’application nulle, considérons

ez = f(a) € Im f vecteur non nul. Posons e3 = —f(e2) € Im f.

On vérifie

fles) = —f2(e2) = —f7(a) = f(a) = e2

De plus les vecteurs es et ez ne sont pas colinéaires.

En effet si e3 = e, on obtient en composant par f, e; = —Aes et on en déduit
ea = —A2ey. Sachant ey # 0, on obtient A2 = —1 ce qui est impossible avec A € R.
Puisque (es, e3) est une famille libre de Im f et puisque (e1) est une famille libre
de ker f, on peut affirmer que (e1, ez, e3) est une base de R?. Dans celle-ci, la
matrice de f est égale a A.

Exercice 118 : [énoncé]

a) Dans la base canonique, la matrice de u — v est de la forme

0 2 *
0

2n

0 0

donc
rglu—v)=(Mn+1)—-1=n

b) On peut aussi étudier le noyau de u — v et par un argument de périodicité
justifier que seuls les polyndémes constants sont éléments de ce noyau.

Exercice 119 : [énoncé]

Soit f solution. La matrice de f relative a la base canonique est a coefficients
entiers. De plus f est un automorphisme car les vecteurs de la base canonique
sont des valeurs prises par f et comme f~!(Z") = Z", la matrice de f~! relative &
la base canonique est a coefficients entiers. Inversement, si f est un
automorphisme telle que f et f~! soient représentés par des matrices &
coefficients entiers dans la base canonique, il est immédiat que f(Z™) C Z" et que
f~Y(z") c "™ donc que Z™ C f(Z"™) et finalement f(Z") = Z". Notons que les
endomorphismes solutions peuvent aussi se décrire comme étant les
endomorphismes canoniquement représentés par une matrice a coefficients entiers
et qui sont de déterminant égal a 1 ou —1.
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