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Enoncés 1

Espaces euclidiens

Produit scalaire

Exercice 1 [o01568] [Correction]
Soit n € N. Montrer que

p(P,Q) =Y _ P(k)Q(k)

k=0

n
définit un produit scalaire sur R,, [X]

Exercice 2 [01569] [Correction]
Montrer que

o(fog) = / 001 - )

définit un produit scalaire sur I'espace E = C([—1;1],R).

Exercice 3 [o01570] [Correction]
Soit E = CY([0;1],R). Pour f,g € E, on pose

o(f.9) = F(0)g(0) + / F(t)g' (1)t

Montrer que ¢ est un produit scalaire sur FE.

Exercice 4 [o01571] [Correction]

Soient E = R? et a,b,c,d € R. Pour u = (z,y) et v = (z',9') € R?, on pose
o(u,v) = axz’ + bxy + cz'y + dyy’

A quelle(s) condition(s) sur a, b, ¢,d a-t-on ¢ produit scalaire sur R??

Exercice 5 [o01580] [Correction]
On définit une application ¢: R[X] x R[X] — C par

s

o(P,Q) = % / P(e)Q(e ) db

—T

a) Montrer que ¢ définit un produit scalaire sur R [X].

b) Montrer que (X™), . est une base orthonormale pour ce produit scalaire.

Calcul dans un espace préhilbertien

Exercice 6 [o01572] [Correction]
Soit E espace vectoriel muni d’un produit scalaire (. | .).
Pour a € E non nul et A € R, résoudre I’équation

(a]z)=A

d’inconnue = € F.
Exercice 7 [00507] [Correction]
Soit (e1,ea,...,e,) une famille de vecteurs unitaires d’un espace préhilbertien réel
FE telle que

n

2 2
Vo € B, [|lz)* =) (e | x)

i=1

Montrer que (e, ea,...,e,) constitue une base orthonormée de E.

Exercice 8 [ 00508 ] [Correction]
Soient E un espace préhilbertien réel et f,g: E — E telles que

Vo,y € E,(f(z) |y) = (x| 9(y))

Montrer que f et g sont linéaires.

Exercice 9 [00509] [Correction]
Soient E un espace préhilbertien réel et f: E — F une application surjective telle
que pour tout x,y € E, on ait

(f(@) | f(y) = (= |y)

Montrer que f est un endomorphisme de E.
Exercice 10 [00510] [Correction]
Soient x,y deux vecteurs non nuls d’un espace préhilbertien réel. Etablir

_lz—yl
B

T Yy
2 2
™ llyll

Exercice 11 [o3180] [Correction]
Soit S I’ensemble des vecteurs de norme 1 d’un espace préhilbertien réel. Montrer

Ve,ye S,z £y = VAeR\{0,1},1—-XNz+ Iy ¢ S
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Enoncés 2

Calcul dans un espace euclidien

Exercice 12 [oos21 ] [Correction]

Soit (e1,ea,...,e,) une famille de vecteurs unitaires d’un espace euclidien E telle
que
n
2 2
Vo € B,y (ex | 2)" = ||z
k=1
Mountrer que (eq, ..., e,) est une base orthonormale de E.

Exercice 13 [o1584] [Correction]
Soient E un espace vectoriel euclidien et f € L(E) tel que

Yo,y € B, (f(2) [y) = (z [ f(y))

a) Montrer que la matrice de f dans une base orthonormée B = (e, ...
symétrique.

,€n) est

b) Montrer que le noyau et l'image de f sont supplémentaires et orthogonaux.

Exercice 14 [oo0522] [Correction]
Soit f un endomorphisme d’un espace vectoriel euclidien E tel que

Va,y € E,(f(z) | y) = (x| f(y))

Montrer

Im f = (ker f)*

Exercice 15 [o0523] [Correction]
Soit f un endomorphisme d’un espace vectoriel euclidien E tel que

Vre B, (f(x)[z)=0

Comparer ker f et Im f.

Exercice 16 [02396] [Correction]
Soit (E, (-, -)) un espace euclidien non nul et u € L(E) tel que tr(u) = 0.

a) Montrer qu'il existe x € E \ {0} tel que (u(z) | z) =0.

b) Montrer qu’il existe une base orthonormée de E dans laquelle la matrice de u
est a diagonale nulle.

Exercice 17 [o02733] [Correction]

Soient ¢ € R, (F,(.,.)) un espace euclidien de dimension n > 2, v1,...,v, des
vecteurs unitaires de E deux a deux distincts tels que :

(i, j) €{1,...,n}? i £ § = (i) =c
Déterminer une condition nécessaire et suffisante sur ¢ pour que (v1,...,v,) soit

nécessairement liée.

Inégalité de Cauchy Schwarz

Exercice 18 [o1575] [Correction]
Soit (x1,x2,...,2,) € R™. Montrer

Etudier les cas d’égalités.

Exercice 19 [o1576] [Correction]
Soient x1,...,x, > 0 tels que x1 + - -
Montrer que

+x, = 1.
n
> n?

1
x
=1k

Préciser les cas d’égalité.

Exercice 20 [o1577] [Correction]
On considere C°([a;b],R) muni du produit scalaire

b
(/1 9) = / F(t)gt)at

Pour f strictement positive sur [a b on pose

boqt
/f R A0
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Montrer que £(f) > (b— a)?.
Etudier les cas d’égalités.

Exercice 21 [o1578] [Correction]
Soit f:[0;1] — R continue et positive. On pose I,, = fol tnf(t)dt.
Montrer

2
In+p < I2n-[2p

Exercice 22 [oo0504 ] [Correction]
Soient A, B € S,,(R). Montrer

(tr(AB + BA))® < 4tr(A?) tr(B?)

Exercice 23 [o3ss3] [Correction]
Soit A = (a; ;)1<i,j<n Une matrice réelle vérifiant

Vie{l,...,n},a;; >1et i i a?7j<1

i=1j=1,j7#i

a) Montrer
VX e R™\ {0},'XAX >0

b) En déduire que la matrice A est inversible.

Orthogonalité

Exercice 24 [o01579] [Correction]
Soient E un espace euclidien et x,y € E. Montrer que x et y sont orthogonaux si,
et seulement si,

VAER,[lz+ Ayl = |lz|

Exercice 25 [00303] [Correction]
Soit f un endomorphisme d’un espace euclidien F vérifiant

Vo,y € Booly = f(2)Lf(y)
Montrer qu’il existe A € R} vérifiant

Vo € B, | f (@)l = Al

Orthogonal d’une partie, d’un sous-espace vectoriel

Exercice 26 [o1585] [Correction]
Soient F' et G deux sous-espaces vectoriels d’un espace vectoriel euclidien E.
Exprimer (F U G)* en fonction de F+ et G*.

Exercice 27 [o3081] [Correction]
Soit E = C ([-1;1],R) muni du produit scalaire défini par

(f. ) = / s ar

On pose
F={feE|Vte|[-1;0,f(t)=0} et G={g€ E|Vte[0;1],9(t) =0}

a) Montrer que F+ = G.

b) Les sous-espaces vectoriels F' et G sont-ils supplémentaires ?

Exercice 28 [o0516] [Correction]
On munit M,,(R) du produit scalaire défini par

(A| B) = tr(*AB)

a) Montrer que la base canonique (E; j)1<; j<n de My (R) est orthonormée.
b) Observer que les espaces S, (R) et A, (R) sont supplémentaires orthogonaux.
¢) Etablir que pour tout A € M, (R) on a

tr(A) < v/ny/tr(tAA)

et préciser les cas d’égalité.

Algorithme de Gram-Schmidt

Exercice 29 [o1581] [Correction]
Dans R® muni du produit scalaire canonique, orthonormaliser en suivant le
procédé de Schmidt, la famille (u, v, w) avec

U= (1’05 1)7U = (L 1a 1),11) = (_15 1a0)
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Exercice 30 [ 03805 ] [Correction]

a) Enoncer le procédé d’orthonormalisation de Gram-Schmidt.

b) Orthonormaliser la base canonique de Ry [X] pour le produit scalaire

1
(P,Q) / PR A

Projections et symétries orthogonales

Exercice 31 [01588] [Correction]

On considere un espace vectoriel euclidien £ muni d’une base orthonormée
B=(i,j,k).

Former la matrice dans B de la projection orthogonale sur le plan P d’équation
r+y+z=0.

Exercice 32 [o1589] [Correction]

On considere un espace vectoriel euclidien £ muni d’une base orthonormée
B=(i,j,k).

Former la matrice dans B de la symétrie orthogonale sur le plan P d’équation
T =z

Exercice 33 [o1590] [Correction]
On considére R* muni de sa structure euclidienne canonique et F' le sous-espace
vectoriel de R* défini par

F:{(x,y,z,t)€R4|x—|—y—|—z—|—t=z—y—|—z—t:0}

a) Déterminer une base orthonormale du supplémentaire orthogonal de F'.

b) Ecrire la matrice dans la base canonique de R* de la projection orthogonale
sur F.

c) Ecrire la matrice dans la base canonique de R?* de la symétrie orthogonale
par rapport a F'.

d) Calculer d(u, F') ou u = (1,2,3,4).

Exercice 34 [o01591] [Correction)]
Soit E un espace vectoriel euclidien muni d’une base orthonormée B = (3, j, k).
Soit p € L(FE) déterminé par

1 5 =21

Matg(p) = 5 -2 2 2

1 2 5

Montrer que p est une projection orthogonale sur un plan dont on précisera une
équation.

Exercice 35 [o01592] [Correction)]
Soient a et b deux vecteurs distincts d'un espace vectoriel euclidien E tels que

[lall = |0

Montrer qu’il existe une unique réflexion échangeant a et b.

Exercice 36 [o01593] [Correction]

Soit E un espace vectoriel euclidien de dimension supérieure a 2.
Soient z et y deux vecteurs distincts de E tels que (z | y) = ||y||*.
Montrer qu’il existe un unique hyperplan H de E tel que y = pg(z).

Exercice 37 [01594] [Correction)]
Soit E = C([-1;1],R).
Pour f,g € E, on pose

o(f.g) = / g ar

a) Montrer que ¢ est un produit scalaire sur E.

b) On note P et Z les sous-ensembles de E formés des fonctions paires et
impaires.
Montrer que Z = P+.

¢) Soit ¢: f i f avec f:ax— f(—x).
Montrer que 1 est la symétrie orthogonale par rapport a P.

Exercice 38 [o01596] [Correction]

Soit E un espace vectoriel euclidien, H et H' deux hyperplans de E.
On note s et s’ les réflexions par rapport a H et H'.

A quelle condition s et s’ commutent-elles et préciser alors s o s'.
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Exercice 39 [03403] [Correction]

Soient x et y deux vecteurs non nul d’un espace euclidien E.

A quelle condition sur z et y, le projeté orthogonal du vecteur z sur la droite
Vect(y) est-il égal au projeté orthogonal de y sur la droite Vect(z) ?

Exercice 40 [ 03803 ] [Correction]
Montrer que la matrice
1 1 -2 =2
M=-1-2 1 =2
3\ 2 —2 1

est orthogonale.
Calculer det(M). Qu’en déduire d’un point de vue géométrique ?
Donner les caractéristiques géométriques de M.

Distance a un sous-espace vectoriel

Exercice 41 [o00073] [Correction]
On munit F = C(]—1;1],R) du produit scalaire :

(f91=)5 | Flalgta)da

Pour i € {0,1,2,3}, on note P;(z) = z°.
a) Montrer que la famille (Py, P;, P») est libre mais pas orthogonale.

b) Déterminer, par le procédé de Schmidt, une base orthonormée (Qo, Q1,Q2)
de F = Vect(Py, P1, P2) & partir de la famille (P, Py, P»).

¢) Calculer la projection orthogonale de Ps sur F' et la distance de Ps a F'.

Exercice 42 [oo0527] [Correction]

a) Montrer que (P | Q) = P(0)Q(0) + P(1)Q(1) + P(2)Q(2) définit un produit
scalaire sur Ry [X].

b) Calculer d(X?, P) ou P = {aX +b] (a,b) € R?}

Exercice 43 [o02736] [Correction)]

On munit M, (R) du produit scalaire rendant orthonormée la base canonique,
dont on note || - || la norme associée. Soit J la matrice de M,,(R) dont tous les
coefficients sont égaux a 1.

Si M € M, (R), calculer inf 4 p)epe | M — al, —bJ|.

Exercice 44 [o03764] [Correction]
Soit A = (a,'7j)1§i7j§n S Mn(R) Calculer

inf Z (aiu‘ - miJ)Q

MeS,(R) 1<ig<n

Exercice 45 [o03117] [Correction]

a) Montrer que (A | B) = tr (A’ B) définit un produit scalaire sur M, (R).

b) Montrer que S, (R) et A, (R) sont supplémentaires et orthogonaux.
Exprimer la distance de

1 2 3
M=10 1 2] e M3(R)
1 2 3

a S3(R).
¢) Montrer que 'ensemble H des matrices de trace nulle est un sous-espace

vectoriel de M,,(R) et donner sa dimension.
Donner la distance & H de la matrice J dont tous les coefficients valent 1.

Exercice 46 [o02571] [Correction)]

a) Montrer que (f | g) = fol f(t)g(t) dt définit un produit scalaire sur ’ensemble
E des fonctions continues sur R engendré par fi(z) =1, fa(x) = e et

fa(x) = a.

b) Pour quels réel a et b la distance de fo(z) & g(x) = ax + b est-elle minimale ?

Exercice 47 [o1598] [Correction]
Soient n un entier supérieur & 3 et £ =R, [X].
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a) Montrer que
1

o(P.Q) = / P(HQ(r) dt

-1
définit un produit scalaire sur F.
b) Calculer

1
inf / (£ — (at® + bt + ¢))° dt
(a,b,c)eR3 J_1

Exercice 48 [o2734] [Correction]
Calculer le minimum de

1
/ (t3 —at® — bt — c)*dt
0

pour a, b, ¢ parcourant R.

Exercice 49 [o01599] [Correction]
[Déterminant de Gram] Soit (z1, ...
vectoriel euclidien E.

On note

, &) une famille de vecteurs d’un espace
G(x1,...,m5) = ((@; | ZEj))ISi’an € M,(R)

a) Montrer que si (z1, ..., x,) est liée alors

det G(z1,...,2,) =0

b) On suppose désormais que la famille (x4, ...,x,) est libre et on pose

F = Vect(z1,...,2n)

On note M = Matg(z1,x2,.

Exprimer G(z1,...,7,) en fonction de M et de M. En déduire que

det G(x1,...,2,) >0

¢) On introduit de plus z € E. Montrer que

det G(z,z1,...,2p)
d(z, F) =
(@, F) \/ det G(x1,...,2n)

..,Ty) ou B est une base orthonormée de F'.

Exercice 50 [00526] [Correction]

[Déterminant de Gram] Soit E un espace préhilbertien réel. Pour (uq,...,up)
famille de vecteurs de E, on note G(u1,...,u,) la matrice de M, (R) dont le
coefficient d’indice (4, j) est (u;, u;).

a) Montrer que si la famille (ug,...,up) est liée alors

det G(u1,...,up) =0

b) Etablir la réciproque.

¢) Montrer que si (eq, ...
alors pour tout x € F,

,ep) est une base d’un sous-espace vectoriel F' de F

detG(ey,...,ep, 1)
F pr—
d(z, F) \/ det Gey, ..., ep)

Exercice 51 [o4080] [Correction]
On munit M,,(R) de son produit scalaire canonique (A, B) = tr (*AB).
a) Montrer que S,,(R) et A, (R) sont supplémentaires et orthogonaux.

b) Exprimer la distance & S3(R) de la matrice

1
M=10 EMg(R)
1

[N R ]
W N W

¢) Montrer que 'ensemble H des matrices de trace nulle est un sous-espace
vectoriel de M,,(R) et donner sa dimension.
Donner la distance a H de la matrice J dont tous les coefficients valent 1.

Isométries vectorielles

Exercice 52 [o1600] [Correction]
Soit f € L(E). Montrer que

Vr,y € E,(f(z) | f(y) = (z |y) <= Vo e E,|f(z)] = [l

Exercice 53 [00344] [Correction]
Soient f une isométrie vectorielle d’un espace vectoriel euclidien E et
F = ker(f — Id). Montrer

F(FS) = F-
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Exercice 54 [o1601] [Correction]
Soit f: E — E une application vérifiant

V(w,y) € B, (f(z) | f(y) = (x| y)

Montrer que f est linéaire.

Exercice 55 [o01603] [Correction]
Soient F' un sous-espace vectoriel d’un espace vectoriel euclidien E et f € O(FE)
tels que f(F) C F.
Montrer
f(F)=Fet f(F")=F*

Exercice 56 [o1605] [Correction]
Soient E un espace vectoriel euclidien et f une isométrie vectorielle de E. On pose

g=f—1d.
a) Montrer que Im g = (ker g)*.

b) Soit p la projection orthogonale sur ker g.
Pour tout n € N* on considere

1
pr=—(d+f+ 24+ 1)
Démontrer que pour tout x € E

lim || (pn — p)(z)[| =0

n—oo

Exercice 57 [00343] [Correction]
Soient F' un sous-espace vectoriel d’un espace vectoriel euclidien E et f € O(E).
Montrer

FFS) = f(F)*

Exercice 58 [o1606] [Correction]
Soient a un vecteur unitaire d’un espace vectoriel euclidien E, o un réel et
fo: E — E Tlapplication définie par

falx) =2+ a(xz]a).a

a) Montrer que {f, | @ € R} est stable pour le produit de composition et
observer que f, et fg commutent.

b) Calculer fP pour p € N.

¢) Montrer que f, est inversible si, et seulement si, a # —1. Quelle est la nature
de f,1 ?

d) Montrer
fa € OF) < a=0oua=-2

Quelle est la nature de f_o 7

Exercice 59 [o00346] [Correction]
Soient E un espace vectoriel euclidien et f: E — F une application telle que

Ve,y € B, (f(x) [ f(y) = (x| y)

En observant que 'image par f d’une base orthonormée est une base orthonormée
montrer que f est linéaire.

Matrices orthogonales

Exercice 60 [ 03926 ] [Correction)]
Soient A et B dans O, (R) telle que (A + 2B)/3 appartienne & O, (R). Que dire de
Aet B?

Exercice 61 [00339] [Correction]
Quelles sont les matrices orthogonales triangulaires supérieures ?

Exercice 62 [02404] [Correction]
Soit A = (ai;)1<ij<n € On(R).
a) Montrer

Z \ai7j| S n\/ﬁ

1<i,5<n

b) Montrer

Z Qg <n

1<ij<n
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¢) Peut-on avoir simultanément :

Z |CL1'7j|=TL\/HCt Z Qg5 =n?

1<ij<n 1<i,j<n

Exercice 63 [o02743] [Correction]

Soit A = (a; ;)1<i,j<n une matrice réelle orthogonale. Montrer que

Z ;5 Sn

1<i,j<n

Exercice 64 [o02745) [Correction]

Soient (a,b,c) € R®, o = ab+ bc+ ca, S = a+ b+ c et la matrice

a) Montrer

b) Montrer

b
M = a
c

N0
L 0

M e O3(R) < o=0et Se{-1,1}

M eSO3(R) <= o=0et S=1

Exercice 66 [ 02926 ] [Correction)]
Soient p, g, des réels et

SV R

D r
A=|r q
q p

Montrer que A est une matrice de rotation si, et seulement si, p, g, sont les trois
racines d’un polynéme de la forme X3 — X2 4 q o1 a est & préciser. Indiquer les
éléments de la rotation.

Exercice 67 [o03171] [Correction]
Soit A € M,,(R) une matrice inversible vérifiant

ATA="AA

Montrer que la matrice Q = *A~1 A est orthogonale.

Isométries du plan

Exercice 68 [o01607] [Correction)]
Soit u et v deux vecteurs unitaires d’un plan vectoriel euclidien orienté.
Quels sont les isométries vectorielles qui envoient u sur v ?

Exercice 69 [o1608] [Correction]
Soit E un plan euclidien orienté, r une rotation de E et s une réflexion de E.
Calculer sorosetrosor.

¢) Montrer que M est dans SO3(R) si, et seulement si, il existe k € [0;4/27] tel
que a, b et ¢ sont les racines du polyndéme X3 — X2 + k.

Exercice 65 [o02747] [Correction]

Soit

M= (él g) € O, (R)

ou A e M,(R) et De M,_,(R).

Montrer que

(det A)? = (det D)?

Exercice 70 [o1609] [Correction]
A quelle condition une réflexion o et une rotation r du plan commutent ?

Mesures angulaires

Exercice 71 [o1597] [Correction]
Soient E un espace vectoriel euclidien et u, v, w trois vecteurs unitaires.
On pose

«a = Ecart(u,v), 8 = Ecart(v,w) et 6 = Ecart(u,w)

En projetant v sur un plan contenant u et w, montrer que 8 < a + 3.
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Corrections

Exercice 1 : [énoncé]
Symétrie, bilinéarité et positivité : claires.

Si (P, P) = 0 alors
> P(k)?=0
k=0

donc
Vk e {0,1,...,n},P(k)=0

Ainsi P admet au moins n + 1 racines, or deg P < n donc P = 0.

Exercice 2 : [énoncé]
Symétrie, bilinéarité et positivité : claires.

Si ¢(f, f) = 0 alors par nullité de 'intégrale d’une fonction continue et positive, on

Pour u = (—b, a), ¢(u,u) > 0 donne
ad > b°

Inversement, si @ > 0,ad > b2 et b = ¢ alors en reprenant 1’étude ci-dessus, on
montre que ¢ est un produit scalaire.

Exercice 5 : [énoncé]

a) Par le changement de variable réelle £ = —6, on vérifie

e(P,Q) = ¢(Q, P)
D’autre part

e(P,Q) = ¢(Q,P) = ¢(P,Q)
donc ¢(P,Q) € R.
o est donc une application symétrique a valeurs réelles.

a pour tout ¢ € [—1;1], f(¢)2(1 — ¢2) = 0 et donc pour tout t € |—1;1[, £(¢) = 0. La bilinéarité et la positivité ne posent pas de problémes.

Par continuité de f en 1 et —1, on obtient f(t) =0 sur [—1;1].
On peut alors conclure que ¢ est un produit scalaire.

Exercice 3 : [énoncé]
 est clairement une forme bilinéaire symétrique.

On a aussi ¢(f, f) >0 et
o(f,f)=0 = f(0)=0et f'=0
car f'? est continue, positive et d’intégrale nulle. On en déduit

o(f,f)=0= f=0

Exercice 4 : [énoncé]
Il est immédiat que ¢ est une forme bilinéaire.
Supposons que ¢ soit un produit scalaire sur R2.

En prenant v = (1,0) et v = (0, 1), la symétrie ¢(u,v) = ¢(v,u) donne b = c.

On a
o(u,u) = ax? + 2bzy + dy?

Pour u = (1,0), ¢(u,u) > 0 donne a > 0.

ad — b? y2

b
o(u,u) = az® + 2bxy + dy? = a(z + gy)Q +

Si (P, P) = 0 alors par nullité de l'intégrale d’une fonction continue positive,
on a

Vo € R, P(e"?) =0
Le polynéme réel P admet alors une infinité de racines complexes situées sur
U={z€C]| |z| =1}
b) La famille (X™), . est une base de R [X]. Elle est orthonormale car

p(X*", X = %/ﬂ e'(F=09 4g = {1 k=t
T —T

0 sinon

Exercice 6 : [énoncé]
Considérons le vecteur

A
1'():720,
[[all
On a
(a]xo) =A
et donc zg € S.
Soit x € E,
€S = (alx—129)=0
donc

S = o + Vect(a)*
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Exercice 7 : [énoncé]
Pour j € {1,...,n},

n

lej1* =" (e | )
i=1
donc (e; | ej) = 0 pour tout 7 # j. Ainsi la famille (eq, eq, ..
Si la famille (eq,eo, ..., e,) n’est pas une base, on peut déterminer e, 1 € F tel
que (e1,€ea,...,€n,ent1) soit libre. Par le procédé d’orthonormalisation de
Schmidt, on peut se ramener au cas ou

ent1 € Vect(eq, ... en)t

Mais alors
n

lentil® =" (ei | ens1)* =0

i=1
ce qui est contradictoire.

Par suite la famille (e, e, ..., e,) est une base orthonormée.

Exercice 8 : [énoncé]
Aisément

(fQa+XNa') [y) = ... = (Mf(x) + N f() [ )

et comme ceci vaut pour tout y on peut conclure a la linéarité de f.
Idem pour g.

Exercice 9 : [énoncé]

(fQz+XNa') | fy)) = e+ N [ y)

(@ |y)+ X (" y)

(f@) [ f) + X (f) | F())
(Af(x) + XN ') [ fy)

A
A

donc
FOw+Xa') = (Af(2) + N f(2)) € (Im f) " = {0}
d’ou la linéarité de f.
En fait, 'hypothese de surjectivité n’est pas nécessaire pour résoudre cet exercice
mais permet un « argument rapide ».

., en) est orthonormée.

Exercice 10 : [énoncé]
En développant le produit scalaire

L, ]y 1 <||x—y||)2

lel® el Hgl® - flyl® Nyl

T Yy
2 2
l=l”

Exercice 11 : [énoncé]
Soient x,y € S avecx Zy et A€ R. On a

(1 =Nz +Ay)* = A2+ 201 = A) (2 | y) + (1 = A)?
qui est une expression polynomiale en A dont le coefficient du second degré est

2-2(x|y)

Puisque les vecteurs x et y sont distincts et de méme norme, ils ne peuvent étre
positivement liés et donc

(@ [y) <[yl =1

Par suite
2—-2(x|y)>0

Ainsi la quantité ||(1 — A)z 4 Ay||® est une expression polynomiale du second degré
exactement. Puisque celle-ci prend la valeur 1 pour A = 0 et pour A\ = 1, elle ne
peut reprendre la valeur 1 pour aucune autre valeur A et ceci permet de conclure.

Exercice 12 : [énoncé]
Pour j € {1,...,n},

n

les I =" (ex | €5)?

k=1

donc (ey | e;) = 0 pour tout k # j. Ainsi la famille (e, eq,...,e,) est
orthonormale.

Soit = € Vect(ey,...,e,)". On a

n
2 2
lz]* =" (ex | 2)* =0
k=1

donc Vect(ey,...,e,)" = {0} puis Vect(ei,...,e,) = E. Par suite la famille
(e1,...,en) est génératrice et c’est bien entendu une famille libre (car
orthonormale) donc une base de E.
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Exercice 13 : [énoncé]

a) A =Matg(f) = (a:;) avec ai; = (ei | f(e;)) = (f(ei) [ €5) = aj.
b) Soit x € ker f et z = f(y) € Im f.

(z]2)= (2] f(y)) = (f(z) | y) = (0| y) = 0 donc ker f C Im f=.
De plus dimker f = dim E — dim Im f = dimIm f* donc ker f = Im f* puis
la conclusion.

Exercice 14 : [énoncé]
Soit y € Im f. Il existe x € FE tel que y = f(z) et alors

Vzekerf,(y|z) = (f(x)[2) = (x| f(2)) = (z]0) =0

donc Im f C (ker f)* puis Im f = (ker f)* par égalité des dimensions.

Exercice 15 : [énoncé]
Soient xz,y € E. On a

(fz+y) |lz+y) =0
Or

(f(zty) | z+y) = (f(2) [ 2)+(f(y) | 9)+(f (@) [9)+(fy) [2) = (f(@) [ v)+(f(y) | ©)

Si z € ker f alors
VyeE, (x| fy) =—-(f(z)|y) =0
donc z € (Im f)*. Ainsi
ker f C (Im f)*

De plus, par la formule du rang il y égalité des dimensions et donc

ker f = (Im f)*

Exercice 16 : [énoncé]

a) Soit (eq,...,e,) une base orthonormée de E. tru = 0 donne

(es,u(e;)y =0

n
1=

SidimE =1:0k

Si dim E > 1, il existe i # j tel que (e;,u(e;)) > 0 et (e, u(e;)) <O0.
L’application ¢ — (u(te; + (1 —t)e;),te; + (1 — t)e;) est continue, a valeurs
réelles et change de signe, en vertu du théoreme des valeurs intermédiaires,
elle s’annule et donc il existe ¢ € [0;1] tel que pour = = te; + (1 —t)e;,
(u(z),x) = 0. De plus, I'indépendance de e; et e; assure z # 0.

b) Il existe £; vecteur unitaire tel que
(e1,u(e1)) =0

On compléte celui-ci en une base orthonormée (£1,¢s,...,&,). La matrice de

u dans cette base est de la forme
0 =
* A

avec tr A = 0. Considérons alors «’' ’endomorphisme de E' = Vect(es, ..., e,)
de matrice A dans la base (g2, ...,&,). Puisque tru’ = tr A = 0, un principe
de récurrence permet de former une base orthonormée (5, ...,¢,) de E’ dans
laquelle v’ est représenté par une matrice de diagonale nulle. La famille
(e1,€5,...,e)) est alors une base orthonormée solution du probléme posé.

Exercice 17 : [énoncé]
Etudions le probléme inverse, c¢’est-a-dire, étudions la liberté de la famille

(v17 cee ,Un)-
Supposons A\jv1 + -+ Av, = 0g. On a alors

<’U7;,>\1’U1+"'+An’l)n>:C)\l+"‘+C>\i_1+)\i+0>\i+1+"‘+C>\n:0

Considérons la matrice
A= € M, ([R)

et la colonne X = ! (A1...\,). Les équations précédentes fournissent le systéme

AX =0

Si la matrice A est inversible alors la famille (vy,...,v,) est assurément libre.
Inversement, si la famille A n’est pas inversible, il existe une relation linéaire sur
ses colonnes

wCy + -+ ppCp, = 0 avec (u1,...,4n) # (0,...,0)
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+ lnVp. On a
V1 <i<m,{v,u)=0

Posons alors v = pyvy + - -

et donc

u € Vect(vy, ..., v,) N Vect(vy, ..., v,)" = {0g}

vy, ) est alors liée.
vp) est libre si, et seulement si, A est inversible.

La famille (vy,...,
Résumons : (vq, ...,
Puisque

det A= (1+(n—1)c)(1—c)" !

on peut conclure que (vy,...,v,) est liée si, et seulement si,

c=louc=-1/(n—1)

Exercice 18 : [énoncé]
Par I'inégalité de Cauchy-Schwarz appliquée au produit scalaire canonique sur R™

Il y a égalité si, et seulement si, (z1,...,2,) et (1,...,1) sont colinéaires i.e. :

1 =+ "= Tnp.

Exercice 19 : [énoncé]
Par 'inégalité de Cauchy-Schwarz

Donc

De plus, il y a égalité si, et seulement si, il y a colinéarité des n-uplets

(\/%\/%) ot (VAT .,/

ce qui correspond au cas ol

VN VN

soit encore

Exercice 20 : [énoncé]
Soit g € C([a;b],R) Papplication définie par g(t) = /f(t).
Par 'inégalité de Cauchy-Schwarz :

b b
(ba>2</ g()dt) /f ) dt. %:w)

Il y a égalité si, et seulement si, t — g(t) et t +— ( 7y sont colinéaires ce qui
correspond & f constante.

Exercice 21 : [énoncé]
Par I'inégalité de Cauchy-Schwarz

2

(/01 t"*pf(t)dt) = (/Olt"\/%tp\/mdtf < /Oth"f(t) dt/o1 2P () dt

Exercice 22 : [énoncd]
Sur M,,(R), on définit un produit scalaire par

(A| B) =tr(*AB)
Pour A, B € §,(R),
tr(AB+ BA)=2(A| B)
et 'inégalité de Cauchy-Schwarz fournit la relation demandée.

Exercice 23 : [énoncé]

a) En notant X = (z1,...,x,), on obtient

n n
tXAX: E E Qi LT 5
=1 j=1

et donc

EXAX =

E a“x + g E Q; jT; T

=1 j=1,5#1

Par I'inégalité triangulaire

n

Z Z i jTiT; <Z|$z| Z |ai ;| ;]

i=1j=1,j#i Jj=1,j#i

Diffusion autorisée a titre entiérement gratuit uniquement - dD



[http://mp.cpgedupuydelome.fr] édité le 5 mai 2016

Corrections 13

Par I'inégalité de Cauchy-Schwarz

n

D aigl ]

j=1.j7i

n n
E E Qg5 <

i=1 j=1,j#i

et une nouvelle fois

n n

n
> aigllagl ] < ai; Y ai< af; Yo}

j=1,j#i j=1,j#i j=1,j#i j=1,j#1i j=1
On obtient donc
n n n n n n
2 2 2
g g a; jTix| < T aj; < g Ty
i=1 j=1,j#3 i=1  i=1 =17 i=1

puis
n n
EXAX > Zai’imf - me >0
i=1 i=1

b) Si X € ker A alors X AX =0 et donc X = 0 en vertu de ce qui précede.

Exercice 24 : [énoncé]

(=) Via Pythagore

(<= Si pour tout A € R on a ||z + Ay > ||| alors 2X (z | y) + A% |jy||* > 0.

Si, par labsurde (z | y) # 0 alors 2\ (z | y) + A2 ||y ot 2X (x| y) qui change de

signe en 0. Absurde.
Par suite (z | y) = 0.

Exercice 25 : [énoncé]
Soient x,y deux vecteurs unitaires de E.
Puisque
(@+y|e—y) =l = yl* =0

les vecteurs z + y et  — y sont orthogonaux et donc f(z +y) et f(x — y) le sont
aussi.
On a donc

IF@)1? = I W)I° = (f@) + f) | f(@) = @) = (fz+y) | fl@—y) =0

On en déduit que les images par f des vecteurs unitaires de E ont tous la méme
norme. En posant A cette valeur commune, on a

Vue B flul =1 = [[f(u)ll = A

Pour z € E non nul, le vecteur v = z/||z|| est unitaire et donc

f ()l =

1f (@) = All«]

relation qui reste valable quand = = 0.

d’ou l'on tire

Exercice 26 : [énoncé]

F,GC FUG donc (FUG)t c F-nG+.

Soit € F+ N G*. Pour tout y € F UG, en discutant selon 'appartenance de y a
FouG,ona(x|y)=0doncz e (FUG)L. Ainsi F- NG+ C (FUG)* puis
I’égalité.

Exercice 27 : [énoncé]

a) Soient f € Flet g € G.

1 1
<fa9>:[1f(t)g(t)dt:/10dt:0

Les sous-espaces vectoriels F' et G sont orthogonaux et donc G C F-.
Inversement, soit g € F*.

Montrons que, pour tout = € |0;1[, g(x) = 0.

Par labsurde, supposons g(x) # 0 pour un z € ]0; 1] et, quitte & considérer la
fonction —g, supposons g(x) > 0. Par continuité de g, il existe a > 0 tel que

[t —a;z+a] C]0;1[ et g(t) >0 sur [z —a;z+ ]

Considérons alors la fonction f définie par le schéma. La fonction f
appartient a F' et la fonction produit fg est continue, positive mais n’est pas
la fonction nulle donc

[ 11 f(Hg(t)dt >0
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FIGURE 1 — La fonction f

C’est absurde car on a supposé g € F-.

On a donc pour tout z € ]0; 1], g(x) = 0 puis par continuité, g(z) = 0 pour
tout = € [0;1].

Ainsi g € G et finalement F+ = G.

b) Si les sous-espaces vectoriels étaient supplémentaires alors toutes fonctions
continues sur [—1;1] est somme d’une fonction de F' et d’une fonction de G
et est donc une fonction s’annulant en 0. C’est absurde.

Les sous-espaces vectoriels F' et G ne sont donc par supplémentaires.

Exercice 28 : [énoncé]

a) (Ei,j | Ek’@ = tI‘(Ej,iEk)g) = tr(éi)kEM)
b) Pour A € §,(R) et B € A,(R),

= 51‘);9(53"4.

(A| B) = tr(*AB) = tr(AB) = — tr(A'B) = — tr(*BA) = — (B | A)

donc (A | B) =0 et 'orthogonalité des espaces. Leur supplémentarité est
connue.

¢) L’inégalité de Cauchy-Schwarz donne
(L [ A)| < ([ Ln][ 1Al

d’ou
tr(A) < vny/tr(tAA)

avec égalité si, et seulement si, tr(A) > 0 et (A, I,) lide, i.e. A = A, avec
A>0.

Exercice 29 : [énoncé]
On obtient la famille (e1, e2, e3) avec
) 07

e1 = ( ),ea =(0,1,0) et es = (—

Sl
Sl

Exercice 30 : [énoncé]

a) cf. cours!

b) Au terme des calculs, on obtient la base (Py, Py, P2) avec

1 1
Py = Pl\/gXethg\/g(X23)

V22 22

Exercice 31 : [énoncé]
Soit n =i 4+ j 4+ k un vecteur normal a P. Notons p la projection orthogonale sur
P.

On sait
Ve e E,p(x) =z — (@] 2)
[[m]
et donc
2 -1 -1
Matg(p)=- -1 2 -1
-1 -1 2

Exercice 32 : [énoncé]
Soit n = ¢ — k un vecteur normal & P. Notons s la symétrie orthogonale par
rapport a P. La relation

donne

Exercice 33 : [énoncé]
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a) Soient
H={(z,y,2,t) R |z +y+ 2+t =0}

et
K={(z,y,2,t) R |z —y+2—t =0}

Ona F=HNK puis F: = H+ + K+,
Soient n = (1,1,1,1) et m = (1,—1,1,—1) des vecteurs normaux a H et K.

Par Schmidt
_(riray o (1 11
A=\ \2222) 2T\
forment une base orthonormée de F-+.

b) On peut facilement former Matg(pg.) car

Vo € E,ppi(z) = (z|e1)er + (x| e2) ez

donc
1 0 -1 0
1 0 1 0 -1
Matgs(pr) = 14 — Matg(pp1) = 31-1 0o 1 o0
0O -1 0 1
¢) sp =2pp — Id donc
0 0o -1 0
0 0 0 -1
Mats(sr) =1 _1 o o o
0 -1 0 0

d) Pour u = (1,2,3,4),pr(u) = (-1,—1,1,1) donc
d(u, F) = |Ju —pr(u)| = VE+ 9+ 4+9 =26

Exercice 34 : [énoncé]

Notons A = Matp(p). On a A2 = A donc p est une projection.

En déterminant ker p, on obtient ker p = Vect(a) avec a =i+ 2j — k.
Imp est un plan dont p(i) et p(j) forment une base.
Puisque (p(i) | a) = (p(j) |a) =0 on aImp C (kerp
égalité des dimensions.

p est donc la projection orthogonale sur le plan dont a est vecteur normal i.e.

)% puis Imp = (kerp)* par

P:zx4+2y—2=0

Exercice 35 : [énoncé]
Unicité : Si o est une réflexion par rapport & un hyperplan H solution alors :
o(a—b) =b—a et donc

H = Vect(b —a)*

Existence : Soit H = Vect(b — a)* et o la réflexion par rapport & H.
ocla—b)=b—aetola+b)=a+bcar (a+b|la—b)=0.
Donc ] 1

o(a) = ia(a +b) + ia(a —b)=beto(b)=a

La réflexion o est solution.

Exercice 36 : [énoncé]

Unicité : y = pg(x) implique y —z € HY, or y — x # 0 donc y — x est vecteur
normal a H.

Ceci détermine H de maniere unique.

Existence : Soit H I’hyperplan dont y — x est vecteur normal.

Puisque (z |y) = (y|y)ona (z—y|y) =0doncy € H.

Onaalorszt=y+ (x—y)avecy € Het x —y € H* donc py(z) =y et H est
solution.

Exercice 37 : [énoncé]

a) Rien & signaler.

b) On a
ViePetVgeZ o(f,9)=0

car le produit ¢ — f(t)g(t) est impair et intégré sur un intervalle symétrique
par rapport a 0.

Ainsi P C T+.

Inversement, soit h € Z+. On sait P @ Z = F donc on peut écrire h = f + g
avec f e Petgel.

On a p(h,g) = ¢(f,9) + ¢(9,9). Or p(h,g) =0 et p(f,g) =0 donc

©(9,9) =0 d’ott g =0.

Ainsi h = f € P puis Z+ C P. On conclut.

c) 12 =1d donc v est une symétrie.

VEEPW(f)=FfetVfeT=(P)-u(f)=—f

donc 9 est la symétrie orthogonale par rapport a P.
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Exercice 38 : [énoncé]
Soit n et n’ des vecteurs normaux & H et H'.

Si s et s’ commutent alors s o s'(n) = s’ 0 s(n) = —s'(n) donc s'(n) € H+.
Puisque [|s'(n)|| = ||n|| on a s'(n) =n ou s’(n) = —n ie.n € H oun c H'*.
Inversement :

Si n € H’ alors on peut construire une base adaptée qui permet matriciellement
de conclure a la commutativité et d’observer que s o s’ est la symétrie orthogonale
par rapport & H N H'.

Sine H'" alors H=H' et sos’ =1d.

Exercice 39 : [énoncé]
Le projeté orthogonal de z sur la droite Vect(y) est

(y | ﬂg)y
[yl

Les projetés orthogonaux considérés seront donc égaux si, et seulement si,

wla) _ (=]y)
lyII* ]|

Cette équation est vérifiée si, et seulement si, x et y sont orthogonaux ou

2 2
™y = llyl”«

Dans ce dernier cas x et y sont colinéaires ce qui permet d’écrire y = Az et
I’égalité donne
2 12 2
Mlzl”z = A7 [lz]|” 2

d’ou A = 1.
Finalement, les projetés orthogonaux considérés seront égaux si, et seulement si,
les vecteurs = et y sont égaux ou orthogonaux.

Exercice 40 : [énoncé]

Les colonnes de M sont unitaires et deux a deux orthogonales, c’est donc une
matrice orthogonale.

En développant selon une rangée det M = —1.

Puisque la matrice M est de surcroit symétrique, c’est une matrice de réflexion
par rapport & un plan. Ce plan est celui de vecteur normal * (1,1,1).

Exercice 41 : [énoncé]

a) Si APy + M Pi+ AP, = 0 alors le polyndme \g + A1 X + A2 X2 admet une
infinité de racines. C’est donc le polynoéme nul et par conséquent
A =A1 =X =0.
La famille (Py, P, P2) est donc libre. Elle n’est pas orthogonale puisque
(Po| Py) =1/3 #0.
b) Ro =Py, [|[Roll =1, Qo: z+— 1
(Py| P)=0, Ry =Py, |Ri|]| = 1/V3, Q1: v+ /3u.
Ry =Py + XRo+ MRy
(RQ | Ro) = 0 donne /\0 = — (P2 | Po) = —1/37
(R2 | Rl) = 0 donne )\1/3 = — (PQ | Rl) =0.
Ry 2? —1/3, | Ro|| = 322, Qo: v % (322 — 1),

c¢) Le projeté orthogonal de Ps sur F est
R=(Qo| P3) Qo+ (Q1 | P)Q1+ (Q2] P3) Q2
soit, apres calculs

3
R:xl—>5x

La distance de P3 & F est alors

2
d=||Ps—R| = ——=

Exercice 42 : [énoncé]

a) Sans difficulté, notamment parce qu'un polynéme de degré < 2 possédant
trois racines est nécessairement nul.

b) d(X?,P) = |X?— || avec m = aX + b projeté orthogonal de X? sur P.
(X?—m|1) = (X?—m| X) =0 donne le systéme

3a+3b=5
5a+3b=9

Apres résolution
a=2
b=-1/3

d=+/2/3

et apres calcul
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Exercice 43 : [énoncé]

Le cas n = 1 étant évident, on suppose désormais n > 2.

La quantité cherchée est m = d(M, Vect(I,J)) = |M — p(M)|| avec p la projection

orthogonale sur Vect(, J).

p(M)=al +bJ avec (p(M) | )= (M |I)=tr(M) et (p(M)|J)=(M|J)=0

avec o la somme des coefficients de M.

La résolution de ce systeme donne
ntr(M) — o

a:metb:

donc
(n—1)tr(M)% + (tr(M) — 0)?

m? = M = p(M) | = (M = p(M) | M) = [ M - nn—1)

Exercice 44 : [énoncé]
En introduisant la norme euclidienne canonique sur M, (R) définie par

1/2
2
Al = Z ;g
1<iy<
on peut interpréter I'infimum calculé
inf > (i —mij)? | =d(A Su(R))?

MeSn (R) 1<i,j<n

La distance introduite se calcule par projection orthogonale. Sachant A = M + N

avec
A+1'A A—tA

M 5 € Sn(R) et N = € A, (R) = S, (R)*

on obtient 1
d(A,S,(R))* = |N|* = 1 > (aiy—a;:)

Exercice 45 : [énoncé]

a) (A | B) = tr (A*B) définit le produit scalaire canonique sur M,,(R),

(A|B)=> ai;bi;

ij=1

b) Pour A € S,(R) et B € A,(R), on a
(A| B) =tr(A'B) = —tr(AB) et (A|B) = (B | A) =tr(*AB) = tr(AB)

On en déduit (A | B) = 0.
Les espaces S, (R) et A, (R) sont donc en somme directe.
Puisqu’on peut écrire pour tout M € M,,(R),

M:%(M+tM)+%(M—tM)

avec 3 (M +'M) € S,(R) et 2 (M —'M) € A,(R), les espaces S, (R) et
A, (R) sont supplémentaires orthogonaux.

La distance de M & S3(R) est égale a la distance de M & son projeté
orthogonal sur S3(R) i.e.

1
(M, S3(R)) = o || M ="M =2

¢) H est le noyau de la forme linéaire non nulle trace, ¢’est donc un hyperplan
de M, (R).
La matrice I,, est orthogonale & tout élément de H et c’est donc un vecteur
normal a I’hyperplan H.
On en déduit
N AT/

Ll e "

Exercice 46 : [énoncé]

a) On reconnait une restriction du produit scalaire usuel sur 1’espace des
fonctions réelles continues sur [0;1].

b) La distance fy a g sera minimale quand g est le projeté orthogonal de fy sur

Vect(f1, f3)-
Ce projeté g vérifie (foa —g | f1) = (f2 —g| f3) = 0 ce qui donne le systéme

%a+b:e—1
fa+i-1

Apres résolution, on obtient a = 18 — 6e et b = 4e — 10.

Exercice 47 : [énoncé]
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a) Symétrie, bilinéarité et positivité : ok
Si ¢(P, P) =0 alors fil P2(t)dt = 0 donc (fonction continue positive
d’intégrale nulle)
Vte[-1;1,P(t) =0

Comme le polynéme P admet une infinité de racines, c’est le polynéme nul.
b) On a

1
inf 8 — (at® + bt + ) dt = d(X3, F)?
(a,bl,rcl)ER3 /,1 ( (a C)) ( )

ott F'= Vect(1, X, X?).
Soit P le projeté orthogonal de X3 sur F. On peut écrire P = a + bX + cX?
et on a par orthogonalité

(X*-P[1)=(X*-P|X)=(X*-P|X?) =0

, . _ 3 .
On en déduit que P = £ X puis

d(X3 F)? = —
(X°, F) 75

Exercice 48 : [énoncé]
Sur R [X], on définit un produit scalaire par

1
P1Q) = [ POQU
0
La quantité cherchée m apparait alors sous la forme

m = inf |‘X2—(aX2+bX+c)’|2
a,b,ceR

C’est donc le carré de la distance de X? au sous-espace vectoriel Ry [X]. En
introduisant la projection orthogonale p sur ce sous-espace vectoriel

m = d(X*, Rz [X])? = | X* — p(X?)|

On peut écrire
p(X3) = a+bX + cX?

Pour chaque i =0,1,2, on a

(p(X?) | X7) = (X ] X7)

(p(X?) - X7 | X') =0

On obtient alors un systéme d’équations d’inconnue (a, b, ¢)

a+b/24+c¢/3=1/4
a/2+b/3+c/4=1/5
a/3+b/4+¢/5=1/6

La résolution de ce systeme donne
a=1/20,b=-3/5¢et c=3/2
On en déduit

_ 3 _ 312 — (v3 _ 3 3y _*
m = [ X7 = p(X?)|* = (X* = p(X?) | X°) = oo

Exercice 49 : [énoncé]

a) Si (z1,...,oy) est liée alors les colonnes de G(z1,...,zy) le sont selon la

meéme relation.

b) (z; | ;) =Y 5, ak,iak,; avec M = (a; ;) donc G(z1,...,z,) =" MM.
Par suite det(G(z1,xa,...,7,)) = det(M)? > 0 car M inversible puisque
(z1,...,2n) libre.

c)z=u+navecu € Fetne Ft. Onad(z,F)=|n|.

En exprimant la premiere colonne du déterminant comme somme de deux
colonnes :

2
7]l *

det G(u+n,z1,... 0 G(z1 Ty)

&) = det G(u, 1, ..., x,) +

or det G(u,x1,...,z,) = 0 car la famille est liée et

2
([l *

o 2

On en déduit

det G(x,21,...,%n)
F =
dx, F) \/ det G(z1,...,2n)
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Exercice 50 : [énoncé]

a) Sila famille (ug,...,up) est liée alors il existe (A1, ...
> 1 Xiu; = 0g et on observe alors > | A\;L; = 0 en notant L, ..
lignes de la matrice G(uy, ..., up).

On conclut det G(ug, ..., upy) =0.

b) Sidet G(u1,...,up) =0 alors il existe (A1,...,A,) # (0,...,0) tel que
> . AL = 0 et on obtient alors que le vecteur Y .- | A\;u; est orthogonal &
tout u;, c’est donc un vecteur commun a Vect(ug,...,up,) et & son
orthogonal, c’est le vecteur nul.
On conclut que la famille (uq, ...

,Ap) # (0,...,0) tel que
.y Ly les

,up) est liée.
¢) x=u+navecu € F etn € F+. En développant det G(eq, ..
derniere colonne :

., ep, ) selon la

G(er,...,ep) O

2
* ([l

det G(er,...,ep,u+n) =detGes,...,ep,u) +

or det G(eq, ..., ep,u) =0 car la famille est liée et donc
detG(er,...,ep ) = [n|? det G(e, . . ., ep)

avec ||n|| = d(x, F).

Exercice 51 : [énoncé]

a) Pour A € S,,(R) et B € A,(R), on a
(A,B) = tr(A'B) = —tr(AB) et (A, B) = (B, A) = tr(*AB) = tr(AB)

On en déduit (A4, B) = 0.
Les espaces Sp,(R) et A, (R) sont donc en somme directe.
Puisqu’on peut écrire pour tout M € M, (R),

1 1
M==-(M+'M - (M -*M
L+ ) + 1 =
avec § (M +'M) € S, (R) et 3 (M —'M) € A,(R), les espaces S,,(R) et
A, (R) sont supplémentaires orthogonaux.

b) La distance de M & S3(IR) est égale a la distance de M & son projeté
orthogonal sur S5(R) i.e.

1
d(M,S3(R)) = 3 | M —"M|| =2

¢) H est le noyau de la forme linéaire non nulle trace, ¢’est donc un hyperplan
de M,,(R).
La matrice I,, est orthogonale a tout élément de H et c’est donc un vecteur
normal a I’hyperplan H.

On en déduit

sy~ M)l

Ll e "

Exercice 52 : [énoncé]
(=) Il suffit de prendre z =y
( <= ) Par polarisation, pour tout z,y € F,

(f(x) | f(y) = %(Hf(w) + WP = 1F @I = 11F @)1
Or f(x) + f(y) = f(z +y) et donc

(F@) | £w) = 5 (o + ol = Il = I9l1?) = (& | 9)

Exercice 53 : [énoncé]
Soit y € f(F1). Il existe x € F* tel que y = f(). On a alors

Vze F(ylz)=(f(z)| f(2))=(x]2)=0

Par suite f(F1) C FL.
De plus, f conserve les dimensions car c¢’est un automorphisme. Il y a donc égalité.

Exercice 54 : [énoncé]
Solent t € Eet A€ R

1f ) = Af@)I* = [lf Q) ” = 20(f Q) | f(@) + 22 | f ()]
or [l (A = A% [l]]%, (f(Az) | f(2)) = A(x | z) et || f(z)]|* = [l|* donc
If (Az) = Af(2)[* =0

Ainsi

fAz) = Af(x)
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Soient z,y € E,

If (@ +y) = (f@@) + FO)I* = 1@+ 9 =2(f (= +9) | f(2) + f(y))

+ (@) + f )l

2 2
or [[f(z+ )" = llz+ I,

(f+y) | f@)+ ) = F@+y) | f@)+ (F@+y) | f(y)

=(z+ylz+y)
et
1f (@) + F@I = 1f @) +2(f (@) | F@) + I1F @)
= Jlall* +2(z | y) + lyll*
donc
If(z +y) = (f(@) + F))II* =0
et ainsi

flx+y) = fx)+ f(y)

Finalement, f est linéaire. En fait, f apparait une isométrie vectorielle.

Exercice 55 : [énoncé]

f étant un automorphisme, dim f(F) = dim F' donc f(F) = F.
Soit y € f(F*) on peut écrire y = f(z) avec z € F*-.

Soit v € F on peut écrire v = f(u) avec u € F.

On a alors

(ylv)=(fl2)] f(u)=(z|u)=0
Ainsi f(F*) C F*, puis par égalité des dimensions f(F+1) = F*.

Exercice 56 : [énoncé]

a) Soient z = g(a) € Img et y € kerg. On a f(y) =y donc

(z1y) = (9(a) | y) = (fla)=a|y) = (f(a) [ y)=(a|y) = (f(a) | f(y)=(a]y) =0

Ainsi Im g C ker g puis par égalité des dimensions Im g = ker g*.

b) Soit € E, on peut écrire = y + z avec y = p(z) et z € Im g.
1 1
(pn = p) () = pn(2) = E(Id+f+f2+'"+f”71)0(f*1d)(a) =—(f*(a)~a)
Or || f**!(a)|| = lla|| donc

e~ )l < 210 g

Exercice 57 : [énoncé]
f étant un automorphisme, dim f(F) = dim F et dim f(F*) = dim F*. Par suite

dim f(F1) = dim f(F)*
Soient = € f(F1) et y € f(F). On peut écrire x = f(a) et y = f(b) avec a € F*-

etbe F.Ona
(@ |y) = (fla) | f(b)) =(a]b)=0
donc f(F*) C f(F)* puis 'égalité par les dimensions.

Exercice 58 : [énoncé]

a) On a
V(avﬁ) € R27fa Ofﬂ = faJrBJraB = fﬁ o fa

b) Par récurrence
fg - f(a+1)P—1
¢) Si a=—1alors f,(a) =0.
f—1 est la projection orthogonale sur Vect(a)= .
Sia# —1 alors g = f_q/(a41) satisfait & la propriété f, og=go fo =1d
donc f, inversible.
d) Si a =0 alors f, =1d.
Si a = —2 alors f, est la réflexion par rapport a Vect(a)*.
Dans les deux cas f, € O(E).
Si a #0,-2 alors fu(a) = (14 «).a puis

[fala)ll = 1+ af # 1 = [|a]
et donc f, ¢ O(E).
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Exercice 59 : [énoncé]
f transforme une base orthonormée B = (eq,. ..
B' = (e},...,el). Pour tout x € E,

,€n) en une base orthonormée

f@) =) (f@) | e)ei = (x| ei)e;

i=1 i=1

d’ou la linéarité de f.

Exercice 60 : [énoncé]
Puisque O,,(R) est un groupe multiplicatif, on a

(I+2M)/3 € O,(R)
avec M = A™1B € 0,(R). Pour x € R™ unitaire,
|l +2Mz| =3

Mais aussi
2]l + [[2Mz]| = ||lz[| + 2 |||l = 3

Il y a donc égalité dans 'inégalité triangulaire et, par conséquent, il existe A € R
vérifiant
2Mzx = Mz

En considérant a nouveau la norme, on obtient A = 2 puis Mz = x. Ceci valant
pour tout z € R", on conclut M = I,, puis A = B.

Exercice 61 : [énoncé]

Les matrices diagonales avec coefficients diagonaux égaux a 1 ou —1. Le résultat
s’obtient en étendant les colonnes de la premiere a la derniére, en exploitant
qu’elles sont unitaires et deux a deux orthogonales.

Exercice 62 : [énoncé]

a) Par l'inégalité de Cauchy-Schwarz,

n
> laiyl <
j=1

done 32y jcp lai gl < nyv/n.

b) Pour X =1 (1 1), on vérifie ), ; i, aij = "XAX. Or
tXAX = (X | AX) donc toujours par I'inégalité de Cauchy-Schwarz,
FXAX] < |X|[ JAX]). Or |IX|| = vt et | AX]| = | X|| = y/ car A € On(R)

donc |32, i<y, az-yj‘ <n.

¢) On peut avoir 'égalité si n = 1 mais aussi si n = 4 avec

1 1 1 1

1{1 -1 1 1
A_§ 1 1 -1 1
1 1 1 -1

En fait, un approfondissement du probléme donne y/n € 2Z condition
nécessaire a ’obtention de I’égalité.

Exercice 63 : [énoncé]
Pour X =" (1 1), on vérifie

Z Q5 = tXAX

1<i,j<n

Or ‘XAX = (X | AX) donc par I'inégalité de Cauchy-Schwarz,
X AX| < X |AX]

Or | X|| = vn et ||AX] = || X]|| = v/n car A € O,(R) donc

Z Qj, 5 STL

1<i,j<n

Exercice 64 : [énoncé]

a) Les colonnes de M sont unitaires et deux & deux orthogonales si, et
seulement si,
a?+ b+ =1
{ ab+bc+ca=0

Puisque (a + b+ ¢)? = a® + b? + ¢ + 20, on obtient

McO3R) < oc=0et S*=1
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b) On suppose la matrice M orthogonale et 1'on calcule sont déterminant. En
ajoutant toutes les colonnes a la premiere puis en factorisant

det M = (a+b+c)

— ==
o 2 o
L 0

puis en retranchant les premieres lignes aux suivantes

1 b c
det M =(a+b+¢)|0 a—b b—c
0 c=b a—c

Enfin
det M = (a+b+c)((a—b)(a—c)+ (b—c)?)

Ainsi
detM:S(a2+b2+02—ab—bc—ac) =5

cara’?+bv2+c2=1leto=0.
Finalement
M eSO3(R) <= o=0et S=1

c¢) Les nombres a, b, ¢ sont les racines du polynéme X3 — X2 + k si, et seulement
si,
XX+ k=(X—-a)(X -b)(X —¢)
En identifiant les coefficients, cette identité polynomiale équivaut a la
satisfaction du systéme

a+b+c=1
ab+bc+ca=0
abc = —k

De plus, le polynéme X3 — X2 + k admet trois racines réelles si, et seulement
si, k € [0;4/27]. En effet, considérons la fonction f: z +— 2% — 2% + k. La
fonction f est dérivable sur R et f/(x) = z(3z — 2).

Compte tenu de ses variations, pour que f s’annule 3 fois il est nécessaire que
f(0) > 0et f(2/3) < 0.

Cela fournit les conditions k > 0 et k < 4/27.

Inversement, si k € [0;4/27], f admet trois racines réelles (comptées avec
multiplicité)

Ainsi, si M € SO3(R) alors a, b, ¢ sont les racines du polynéme X3 — X2 + k
avec k € [0;4/27).

Inversement, si k € [0;4/27], le polynéme X3 — X2 + k admet trois racines
a, b, c vérifiant o = 0 et S =1 donc M € SO3(R).

Exercice 65 : [énoncé]
Introduisons ‘A O

_ pn—p

v=(m ")

On a m .

_ +B'B B

MN = <ctA+DtB D)
OI‘ AtA t AtC t
tar + B'B +B'D\
MM = <CtA+DtB ctc+p'p) =

donc

1 B
MN = P
(0, 5)

En passant cette relation au déterminant, on en déduit
det M x det®A = det D

Sachant det M = +1, la conclusion est deés lors facile.

Exercice 66 : [énoncé]
A est une matrice de rotation si, et seulement si, A € O3(R) et det A =1 ce qui
fournit le systeme :

Pr@+r=1

pq+qr+rp=0

PP+ +r3—3pgr=1

(le déterminant se calculant par Sarrus).
Posons o1 = p+ ¢+, 02 = pq + qr +rq, 03 = pgr, S2 = p* +¢* + 717,
S3=p°+q* +7° et t = p’q+ pg® + ¢*r + qr* + p + tp°
Si (p,q,7) est solution du systéme alors 0% = Sy + 20 donne o = +1.
De plus o102 = 0 donne t + 303 = 0 et donc
o1 :0'% = S34+ 3t + 603 = S3 — 303 = 1.
Ainsi p, ¢, r sont les trois racines du polynéme X2 — X2 + a.
Inversement, on vérifie que les trois racines du polyndéme X3 — X2 + a satisfont le
systéme.
Il ne reste plus qu’a étudier a quelle condition sur a ces trois racines sont réelles.
L’étude des variations de P donne la condition nécessaire et suffisante suivante

P(0)>0et P(2/3) <0

ie. a€0;4/27].
La rotation alors obtenue est d’axe dirigé et orienté par (1,1,1) et d’angle 6 avec
cosf = 3”2—_1 et sin f du signe de ¢ — 7.
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Exercice 67 : [énoncé]
On a
QI ="1A"1ATAAT!

Or A et A commutent donc

Q0 ="A""AAAT = 1,

Exercice 68 : [énoncé]
11 existe une seule rotation (et non deux) qui envoie u sur v, celle d’angle (u,v).
Reste a déterminer les réflexions qui échangent u et v. Soit s une telle réflexion.
Si u = v alors s est la réflexion par rapport & Vect(u).

Si u # v alors s est la réflexion par rapport & Vect(u — v)=.

Exercice 69 : [énoncé]

Posons » = Rotg et s = op.

(soros)or=(sor)>=1Id car sor € O~ (E) et c’est donc une réflexion.
Par suite soros =7r"1 = Rot_g.

so(rosor)=(sor)? =Iddoncrosor=s1=s.

Exercice 70 : [énoncé]
Sicor=rocalorsr=corocorcgoroc=r""doncr=r"1 Ainsi,sioetr
commutent alors 7 = Id ou » = Rot,. La réciproque est immédiate.

Exercice 71 : [énoncé]

Notons v’ le projeté de v sur un plan P contenant u et w.

Orientons P, de sorte que (u,w) =0 [27].

Notons o/ = Ecart(u,v’) et 8’ = Ecart(v', w).

(u] 0) = [lul [ollcosx ot (u | v) = (u | v/) = lul] || cos avec '] < [Jo]] done
cosa < cosa’ puis o < a.

De méme 3’ < 3.

Par des considérations d’angles orienté :

0=+ 8,0 —pB,—a' +8,—a' — B [27_‘_]'

Si0=ao"+4 [2r]alorsf=a" 4+ et <a+p.

Sid=a'—p [2r]alorsf=a' - <o <a+p.

Sif=—-a'+p [27]:idem.

Sifg=—-a' —p" [2r]alorsf=2r—a' —fF eta+p>a+5 >7>0.
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