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Les fractions rationnelles
Généralités

Exercice 1 [02007] [Correction]

Soit F' € K(X) de représentant irréductible P/Q.

Montrer que F est paire si, et seulement si, les polynéomes P et Q sont tous deux
pairs.

Exercice 2 [02008] [Correction]
. o
Soient n € N* et w = e .

a) Soit P € C[X] un polynéme vérifiant P(wX) = P(X).
Montrer qu’il existe un polynéme @ € C[X] tel que P(X) = Q(X™).

b) En déduire la réduction au méme dénominateur de la fraction rationnelle

n—1 X

X + Wk

F=> %
k=0

Exercice 3 [00539] [Correction]
Soit F' € C(X) telle que, pour tout n € N non pdle de F, F(n) € Q.
Montrer que F' € Q(X).

Degré

Exercice 4 [02004] [Correction]
Montrer qu’il n’existe pas de fraction rationnelle F telle que F? = X.

Exercice 5 [02006] [Correction]
Soit F' € K(X). Montrer que deg F' < deg FF —1 = deg F = 0.

Exercice 6 [02005] [Correction]
Déterminer un supplémentaire de K [X] dans K(X).

Racines et poles

Exercice 7 [02009] [Correction]
Soient p et ¢ deux entiers naturels non nuls premiers entre eux.
Déterminer les racines et les pdles de

XxP 1
S X9-—1

en précisant les multiplicités respectives.

Exercice 8 [02010] [Correction]
Soit F' € K(X).
a) Soit a un zéro d’ordre a > 1 de F'. Montrer que a est zéro d’ordre a— 1 de F”.

b) Comparer les poles de F' et de F’, ainsi que leur ordre de multiplicité.

Exercice 9 [02011] [Correction]
Montrer qu’il n’existe pas de F' € C(X) telle que
1

F=—
X

Décomposition en éléments simples

Exercice 10 [02013] [Correction]
Effectuer la décomposition en éléments simples dans C [X] des fractions
rationnelles suivantes :

2 —
S D 2 ) ¥k
X241 1 1
b) (Xfl)(Xj2)(X73) €) xrxi h) w5
) xx=i f) w7 ) oo

Exercice 11 [o02014] [Correction]
Soit n € N. Former la décomposition en éléments simples de

n!
X(X-1)...(X —n)
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Exercice 12 [o02676 ] [Correction] a) Quelle relation existe entre la partie polaire de F en 1 et celle en —1.
Décomposer en éléments simples dans C(X) la fraction rationnelle b) Former la décomposition en éléments simples de la fraction F.

xn-t ¢) En déduire un couple (U, V) € R[X]? tel que :

Xn—1

(X+ 1)U+ (X -1’V =1
Applications de la décomposition en éléments

81mples Exercice 17 [02019] [Correction)]
On pose wy = e2*7/™ avec k € {0,...,n — 1} et n > 2.
Exercice 13 [02015] [Correction] Réduire au méme dénominateur
Soit la fraction 1 o1
F = <~ < F =
X(X11) By =

a) Réaliser la décomposition en éléments simples de F.

b) En déduire une simplification pour n > 1 de Y ;_, ﬁ

Procéder de mé leuler : S 1 Exercice 18 [02020] [Correction]
¢) Procéder de méme pour calculer : 3, k(k+1)(k+2) Soient n € N tel que n > 2 et p € {0,1,...,n — 1}. On pose pour
ke{0,1,...,n—1}, wg :exp(%).

Mettre sous forme irréductible la fraction

n—1 o
> xo

1 X — wy,
k=0

X(X2+1)

Exercice 14 [o02016] [Correction]
Exprimer la dérivée d’ordre n de

Exercice 19 [o02021] [Correction]

Exercice 15 [o02017] [Correction . L
[ I ) Soient n € N* et 21, 22, ..., 2z, € C deux a deux distincts. On pose

Soit
1

F=——
X2+1e

a) En réalisant la décomposition en éléments simples de F, exprimer F(™).

C(x n
) Q=[x -z
k=1

b) Montrer qu'il existe P, € Ry, [X] tel que a) Pour p € {0,1,...,n — 1}, exprimer la décomposition en éléments simples de
(n) P, XP/Q alaide des Q' (zk).
= (X2 + 1)+l b) En déduire, pour p € {0,1,...,n — 1}, la valeur de

¢) Déterminer les zéros de P,. i P
= @)
Exercice 16 [o02018] [Correction]
Soit
F = 1 Exercice 20 [o02022] [Correction]
(X —1)3(X +1)° Soit P € C[X] un polynéme scindé & racines simples x1, ..., Z,.
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a) Former la décomposition en éléments simples de la fraction 1/P.
b) On suppose P(0) # 0. Observer

n

1 1
D P (zp)  P(0)

k=1

Exercice 21 [o02023] [Correction]

Soit P € C[X] un polyndme scindé a racines simples : x1,. .., Zy,.
a) Former la décomposition en éléments simples de P’ /P.
b) En déduire que

n P”(xk) -
2 Pl

Exercice 22 [o2372] [Correction]
Soit P € Ry, [X] scindé & racines simples (z1, ..., 2,). Montrer

/!

" Pi(ay)
> Fieg ="

Exercice 23 [02024] [Correction]
Soient ay,...,a, € C, deux a deux distincts, et aq,...,qa, € C, deux a deux

distincts, tels que
Vi,je{l1,2,...,n},a; +a; #0

Résoudre le systeme

14 T2 .4 Tn ]

ar1+on az+oy an+ogq

1 2 R Tn — 1
ai1+ao + as+aoo + + an+as
i 2 L A ——
ai+an az+ton + antomp

Exercice 24 [03335] [Correction]
Soit P(x) = ap + a1x + asx? 4 -+ -+ a,2™ un polyndme réel dont toutes les racines
sont réelles.

a) Montrer
Vr € R, (P? — PP")(x) >0

b) En déduire
Vke{l,...,n—1},ap_1a841 < ai
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Corrections

Exercice 1 : [énoncé]

Si F est paire alors F'(—X) = F(X) donc P(—X)Q(X) = P(X)Q(—X). Le
polynéme Q(X) divise P(X)Q(—X) et PAQ =1 donc Q(X) divide Q(—X). De
méme Q(—X) divise Q(X) Or coeff(Q(X)) =1 et coeff(Q(—X)) = (—1)" avec

n = deg Q.

Si n est pair alors Q(—X) = Q(X) puis P(—X) = P(X). Les deux polyndmes
sont pairs

Si n est impair alors Q(—X) = —Q(X) puis P(—X) = —P(X). Les deux
polyndémes sont impairs mais alors non premiers entre eux ce qui est exclu.

Exercice 2 : [énoncé]

a) Ecrivons
+oo
P= § ap X"
k=0

avec (a) suite de complexe nulle au-dela d’un certain rang.
La relation P(wX) = P(X) donne

—+ oo —+o0
g apwh X* = g ap X"
k=0 k=0

puis

Vk €N, akwk = ay,
Par suite ay = 0 pour tout k # 0 [n]. En posant by = ans et Q = ZZ‘ZOS by X*
on obtient

P(X) = Q(X")

b) La réduction au méme dénominateur de la fraction

n—1
X 4wk
F:

donne
F= Xn 1 avec deg P =n
Comme F(wX) = F(X) on obtient
PwX)  P(X)
Xn—1 Xn—1

puis P(wX) = P(X).

Par suite P est de la forme P = aX™ 4 b.

En étudiant la partie entiére de F' on obtient a = n.
En étudiant la valeur de F' en 0 on obtient b = n.

Par suite
X" +1

F:
"Xn 1

Exercice 3 : [énoncé]

Soient P,Q € C[X] tels que F = P/Q.

Le cas ou P = 0 étant immédiat, supposons-le désormais exclu.
Posons p = deg P et ¢ = deg @ et écrivons

P q
P=> arX" et Q=" bX" a,b €C
k=0 £=0
Considérons p + ¢ + 1 naturels n n’annulant pas (). Pour chacun, la relation
P(n) —y,Q(n) =0 avec F(n) =y, €Q
définit une équation
ap +nay + -+ nPap, —ypbo — - — ypniby =0

Le systéme formé par ses équations est compatible (dans C) et a coefficients
rationnels. Par application de la méthode de Gauss (par exemple), on peut
affirmer que ce systéme possede une solution rationnelle. Il existe donc

'aapaﬂmﬂla"'aﬁqe(@

Qo, O, - -
tels que pour

p q
R=> a;X"cQ[X] et §=) X' € Q[X]

k=0 =0

on ait
R(n) —ynS(n) =0

pour chacun de p + g + 1 naturels n initialement considéré. On a alors pour ces n,

et donc le polynéme

PS—-QR
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admet au moins p + ¢ + 1 racines. Exercice 8 : [énoncé]
Or Notons P/Q le représentant irréductible de F.
deg(PS —QR) <p+q a) Soit a zéro de multiplicité o > 1. On a P = (X — a)*P avec P(a) # 0 et
donc Q(a) # 0.
PS=QR o (X =) (aPQ+ (X —a)P'Q - (X —a)PQ)
puis Q2
F = ul X N R .
-9 € Q(X) a n’est pas racine de aPQ + (X — a)P'Q — (X — a)PQ’, donc a est racine de
multiplicité o — 1 de F”.
b) Soit a péle de F de multiplicité o. On a P(a) # 0 et Q = (X — a)*Q avec
Exercice 4 : [énoncé] Q(a) #0.
Si F est solution alors deg F? = 2deg F' = 1 avec deg F' € Z. C’est impossible. o (X — a)P'Q —aPQ — (X — a)p@/
(X _aer1Q?
Exercice 5 : [énoncd] a n’est pas racine de (X — a)P’Q —aPQ — (X - a)PQ’, donc a est pole de
, e y
Supposons deg I < deg F' — 1. F = 4 et F' = 7A B-AB multiplicité o + 1 de F.

Si A ou B sont constants : c’est assez rapide
Sinon : deg F' < degFF —1 —> deg(A’'B — AB') < deg A'B = deg AB’ donc

coeff(A’B) = coeff(AB’) d’ou deg A = deg B puis deg F' = 0. Exercice 9 : [énoncé] o
Par 1’absurde, supposons qu’il existe F' € C(X) telle que F' =1/X.

Notons P/Q son représentant irréductible. F” = 1/X donne

Exercice 6 : [énoncé] (P'Q - PQX = Q?
Soit V={F eK(X)|degF <0}. VCK(X),0eVetVA\peK VF,GeV,
deg(AF + pG) < max(deg F,deg G) < 0 donc AF' + uG € V. V est un sous-espace X divise Q2 donc 0 est racine de Q2 et donc a fortiori de Q. Posons a € N* sa

vectoriel. multiplicité dans Q.
Clairement V N K [X] = {0}. P et @ étant premier entre eux, 0 n’est pas racine de P.
De plus VF € K(X), F = P+ G avec P =Ent(F) e K[X] et G€ V. 0 est racine de multiplicité o — 1 de PQ’ et racine de multiplicité au moins « de

P’ donc 0 est racine de multiplicité exactement o — 1 de P'Q — PQ' .
D’autre part 0 est racine de multiplicité 2a de Q2 = (P'Q — PQ")X

Exercice 7 : [énoncd] Par égalité de multiplicité 2a = (o — 1) + 1 d’ott @ = 0. Absurde.

Déterminons les racines communes a X? — 1 et X? — 1. Soit w un telle racines.
On a wP = w? = 1. Puisque p et ¢ sont premiers entre eux, il existe u,v € Z tels
que pu + quv = 1.
On a alors w = wWP¥T9? = (WP)%(w9)? = 1. Inversement, 1 est racine commune.
De plus, notons que toutes les racines de XP — 1 et X7 — 1 sont simples. )
Les racines de F' sont les racines p éme de 'unité autres que 1. Elles sont simples. b)
Les poles de F' sont les racines ¢ éme de 'unité autres que 1. Ils sont simples. (X— 1) (X— 2)(X 3) ~ X-1
)
) ¥

Exercice 10 : [énoncé]

X242X45 _ 1 _ _8 13
X2-3X+2 1 -1 + -2

X341 1
+ X22+5

&

-3
1

) L . .
1 n’est ni pdle, ni racine. X(X e Y + (X_1)2 X

¢]

1
d

1
i+X+i
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e) X2+X+1 = - IM + IM et donc o
£ i 1 i Xt 1 1
) (X2+1 (Xfi)Q X1 (X+i)2 T x5 Xn—1 n Z X — wy
. S W N _ 5 k=0
g X2(X+1)2 Xz T X (X+1)2 (X+1)
h) ety = (1—.j>/6 (—5*)/6 _ (1—4)/6 _ (1—5)/6
XX X=J* X+3 X+3 Exercice 13 : [énoncd]
i) En exploitant l’astuce F(?°X)=F(jX)=F(X) :
3 1/3 2/3 J?/3 2j/3 i/3 25°/3
X517 — (X-17 (XD T X532 T X-j) T X7 T X=37)" a) On obtient
p_XH1-X 1 1
X(X+1) X X+1
Exercice 11 : [énoncé] )
La partie entiére est nulle et 0,1,...,n sont poles simples. b) Par télescopage
On peut donc écrire n n
n! _i ak — k(k 1)_k:1k k+1 n+l n+1
X(X —1)..(X —n) (X — k)
k=0
¢) On a
avec 1 B 1/72 B 1 1/2
n! .l Ly X(X+1)(X+2) X X+1 X+2
T k=1 (—1) ... (k—n) (=1) Kln—k) (=1) (k) donc

Exercice 12 : [énoncé]

Les poles de cette fraction rationnelles sont simples et sont les racines n-iéme de
I'unité wy, . ..,wy_1. Sachant que la fraction rationnelle est de degré strictement
négatif, sa partie entiére est nulle et sa décomposition en éléments simples
cherchée s’écrit

n—1

an

La partie polaire
A

X —a

d’un péle simple a d'une fraction rationnelle P/Q s’obtient par la relation

En effet, si Q(X) = (X —a)R(X) on a Q'(a) = R(a)

I SR S SRR B
— k(k+1)(k +2) 4 2n+2 2n+4

Exercice 14 : [énoncé]
Par décomposition en éléments simples

1 _i 1/2 1/2
X(X2+1) X X-i (X+1i)
et on sait
X—-a) ~ (X—ant
donc

1\ L /2 12
X(X24+1) - “\ xn+l (X —i)ntt (X +i)ntt
Exercice 15 : [énoncé]
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a) La décomposition en éléments simples est Exercice 17 : [énoncé]
La réduction au méme dénominateur de F' s’écrit
1 1 1
1 —1 +1 X _ 1
donc avec deg P < n.
Fn) (=1)"n! 1 3 1 Vke{0,...n—1},
2i (X —i)ntl (X +i)ntt P(X) (@) = 1
nXn—1
b) F) = 7()(2?{)”“ avec donc
P(wg) —nwp™ ' =0
—1\)"*n!
P, = w (X +1)" — (X —i)") € C, [X] Puisque P — nX"~! € R,_; [X] et posséde n racines, c’est le polynome nul.
2i Finalement
_ nXn-1
Mais P, = P, donc P, € R, [X]. F= X1
¢) Pour z e R :
Po(z) =0 <= (z+1)"" = (z — )"+ Exercice 18 : [énoncé]
% On a )
T n— D
_ P
<~ Jke{l,...,n},z=cot <n+1> ZXCika = o avee deg P < n
k=0
Cela fournit n racines réelles et il n’en peut y en avoir d’autres complexes. De plus, par décomposition en éléments simples
P(wk) p

X =1y (wn) "
Exercice 16 : [énoncé] P it
ar suite on a

P(wy) = nwp ™ol = nwb ™!
a) On remarque que F(—X) = F(X).

_p(_ Ces n relations permettent de reconnaitre P puisqu’on sait deg P < n
Si 220 est la partie polaire de F en 1, alors —o =2 est tie polai
I x=7y5 est la partie polaire de F" en 1, alors <575~ est sa partie polaire On obtient
en —1. P=nXPlsip>louP=nX""'sip=0
b) On obtient
1 o 1/8 3/16  3/16 1/8 3/16  3/16 Exercice 19 : [énoncé]
(X —13(X+1)83  (X—-18 (X-12 ' X-1 (X412 (X+1)2 X+1
a) On a
¢) En réduisant au méme dénominateur XP zn: Ak
1 1 @ imXa
U:1—6(2—3(X—1)+3(X—1)2) etV:—l—6(2+3(X+1)+3(X+1)2) avec )
z
P k
Q)

Diffusion autorisée a titre entiérement gratuit uniquement - dD



[http://mp.cpgedupuydelome.fr] édité le 5 mai 2016

Corrections

b) En multipliant par X,
xrtl IO X
Q

puis en remplacant X par un réel de limite +o00, on obtient d’un c6té
p

ZZ=1 ﬁ et de 'autre 1 si p+ 1 =n et 0 sinon.

Exercice 20 : [énoncé]

a) On a

1 1 " g
P AX —z).. (X —x) _;X—xi

avec

b) En évaluant en 0

Exercice 21 : [énoncé]

a) On a

P// P// n )\l
P OXNX —z1)... (X —x,) *Zx—xi

_ P'(zi)
avec \; = o)

b) Puisque deg XTP“ <0ona

Exercice 22 : [énoncé]
On a

P Zn: «a P”(xk)

p— k —
= 2 X o avec oy, Prla)

Sachant que

on obtient

Exercice 23 : [énoncé]
Considérons la fraction rationnelle

3

T
F(X)=1-
(X) e

K2

La satisfaction du systéeme équivaut aux équations
Flay)=...=F(an) =0

En réduisant F' au méme dénominateur

P n
F= 0 avec P unitaire, degP =net Q = H (X + a;)
i=1

Les équations F(aj) = ... = F(ay,) = 0 signifient alors
P=(X-0a1)...(X —ap)
La décomposition en éléments simples F' donne alors

(=D)" [Ty (o + i)

T =
' HZ:L/@# (ar — ai)
Exercice 24 : [énoncé]
a) En notant z1,...,xz, les racines réelles de P, on a
Pla) g~ 1
P(z) = r— o

En dérivant, on obtient

P(2)P"(z) - P'(2)> ¢~ 1
P(x)? 2 (x

ce qui permet de conclure.
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b) Notons z1 < ... < xp les racines réelles de P de multiplicités a1, ..., e, € N*.
Puisque P ne posséde pas de racines complexes, on a

o1+ -+ ap =degP

Par application du théoréme de Rolle, P’ posseéde une racine dans chacun des
intervalles |x1; @2, ..., ]zp—1;2p[ et de plus z1,...,x, sont racines de P’ de
multiplicités a1 — 1,...,ap — 1 (en acceptant de dire qu’une racine de
multiplicité 0, n’est pas racine). Puisque

p—1+(a;—1)+-+(ap—1)=degP —1=deg P’
le polynéme P’ ne posséde pas de racines complexes. Il en est de méme de

pP" PG .
En appliquant le résultat du a) a P%,=1) en 2 = 0, on obtient

((W)lag)® — ((k = Dlag—1) ((k + Dlarir) = 0

puis I'inégalité voulue que le produit axiiar_1 soit positif ou non.
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