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i a) 2y/n—+vn+1-— b) nntl—lnn c n+1ln+1-—
Calcul asymptotique ) 2/n = ) nfatbh >£n]n |

Comparaison de suites numériques

Exercice 7 [02287] [Correction]

Exercice 1 [ 02280 [Correction] Soit (u,) une suite décroissante de réels telle que
Classer par ordre de négligeabilité les suites dont les termes généraux suivent :

1 1 Inn Inn 1 2 n? un_"un+1’\’*
a) oy o, T, T e b) n,n* nlnn,/nlnn, - n

a) Montrer que (u,,) converge vers 0F.

Exercice 2 [02281] [Correction] b) Donner un équivalent simple de (uy,).

Trouver un équivalent simple aux suites (u,) suivantes et donner leur limite :

a) uy = b) w, = In(n®+1) ¢) uy = YPTER Exercice 8 [02286] [Correction]
(n + 3lnn)e=(+D) ntl VBIn2—n+1 Soient (uy,), (vn), (wn), (t,) des suites de réels strictement positifs telles que

Up ~ Uy €6 w, ~ 1T,

Exercice 3 [00236] [Correction] Montrer que
Trouver un équivalent simple aux suites (u,,) suivantes et donner leur limite : Up + Wy, ~ Uy + Ly
3_ 2 3_ ILam
_ n"=vn?+1 _ 2n°—Ilnn+1 _ nl+e
a) up = Mt b) u, = SR C) Un = Fuigw

Exercice 9 [02284] [Correction]
Pour n € N, on pose
Exercice 4 [02282] [Correction]

n
Trouver un équivalent simple aux suites (u,) suivantes : Uy = Ol 411+ 20 -l = Z kl

k=0
a)un:ﬁ—ﬁ_l b) u, = c) Uy =

Vn+1l—yn-1 VIn(n +1) —In(n) Montrer que u,, ~ n!.

Exercice 5 [00235] [Correction] Exercice 10 [o02285] [Correction]
Trouver un équivalent simple aux suites (u,,) suivantes : On pose .
5 =35
w1 _ . _ 1 n = —=
a) Uy = sin T b) u, =1n (sm 5) c) up, =1—cos - P N

a) Justifier que

Exercice 6 [o01472] [Correction]

Déterminer un équivalent simple de la suite dont le terme général est :
b) Déterminer la limite de (S).
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¢) On pose u,, = S, — 24/n. Montrer que (u,) converge.

d) Donner un équivalent simple de (Sy,).

Exercice 11 [oo0301 ] [Correction]
On étudie ici la suite (S,,) de terme général

k=1

a) Etablir que pour tout t > —1, In(1 +#) <t et en déduire

T =

¢
In(l4+4)>
n(l+1) =

b) Observer que
In(n+1) <S5, <lnn+1

et en déduire un équivalent simple de S,,.

¢) Montrer que la suite u, = S, — Inn est convergente. Sa limite est appelée

constante d’Euler et est usuellement notée ~.

Exercice 12 [o02459] [Correction]
Montrer que, au voisinage de +oo,

/"3 a1
U = —_— A ——
" nz 1+ 2 n?
Calcul de limites de suites numériques

Exercice 13 [o02283] [Correction]
Déterminer la limite des suites (u,,) suivantes :

o o . 1\™
a) un = ny/ln (1+ 7n21+1> b) wn = (1+sin )
n n+1

T (n+1)VR

Exercice 14 [o01473] [Correction]
Déterminer les limites suivantes :

a) lim, o nsin % c) lim,, oo n? ((n + 1)1/” — nl/")
2
b) limy, 00 (n sin & )n

n

Exercice 15 [o27s2] [Correction]
Soient des réels positifs a et b. Trouver la limite de

al/m 4 pt/n n
(=)

Exercice 16 [o01474] [Correction]
Soient a et b deux réels strictement positifs. Déterminer

g, (e’
n—-+oo 2

Exercice 17 [o1475] [Correction]

Déterminer "
lim (3 Vin2 - 2\/[71]3)

n—+oo
Calcul de développements asymptotiques de suites

Exercice 18 [o01459] [Correction]
Réaliser un développement asymptotique de la suite considérée a la précision
demandée :

a) u, = In(n+1) a la précision 1/n?

) un =+vn+1—+/n—14ala précision 1/n?
) Un = /1 + /1 — y/n & la précision 1/n
)

up, = (1+ 1) a la précision 1/n2.

=

[=PENe}

Exercice 19 [o00323] [Correction]
Développement asymptotique a trois termes de :

n

.k
Up = E sin —
n

k=1
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Exercice 20 [o1476] [Correction]
Former le développement asymptotique, en 400, & la précision 1/n? de

Exercice 25 [00311] [Correction]

a) Pour tout n € N, justifier que I’équation

k=0 r+e*=n
possede une unique solution z,, € R.
Exercice 21 [o27s88] [Correction] b) Déterminer la limite de (z,) puis un équivalent de z,,.
, . 1 N s e s _3 ; . . .
Donner un développement asymptotique de (m > k=0 k!)neN a la précision o(n™"). ¢) Former un développement asymptotique a trois termes de x,, quand n — +oc.

Etude asymptotique de suites de solutions d’une

équation

Exercice 22 [o02289] [Correction]
Soit n un entier naturel et FE, I’équation x +Inz = n d’inconnue = € R7.

a) Montrer que 1’équation E,, posséde une solution unique notée x,.
b) Montrer que la suite (z,,) diverge vers +o0.

¢) Donner un équivalent simple de la suite ().

Exercice 23 [o01477] [Correction]
Soit f:]0;4+o00] — R la fonction définie par

fl@)=nz+z

a) Mountrer que pour tout n € N, il existe un unique x,, tel que f(z,) = n.

b) Former le développement asymptotique de la suite (z,,)nen & la précision
(Inn)/n.

Exercice 24 [oo0310] [Correction]
Pour n € N, on considere I’équation

4+ +/[Blz=n

d’inconnue z € R.
a) Montrer que cette équation posséde une unique solution z,,.
b) Déterminer la limite de x,, puis un équivalent simple de (z,)nen.

¢) Donner un développement asymptotique & trois termes de (,)nen.

Exercice 26 [o1478] [Correction]

Montrer que I’équation tan z = /x posséde une unique solution x,, dans chaque
intervalle I,, = |—m/2;7/2[+ nw (avec n € N*).

Réaliser un développement asymptotique a quatre termes de z,,.

Exercice 27 [02599] [Correction]
Soient n € N* et 1’équation

(Ep):a"4+2—-1=0

a) Montrer qu’il existe une unique solution positive de (E,) notée xz,, et que
limy, 400z = 1.

b) On pose y, = 1 — x,,. Montrer que, pour n assez grand,

(on posera fn(y) =nln(l —y) —In(y)).
¢) Montrer que In(y,) ~ —Inn puis que

Inn (lnn)
Tp=1——+o0|—
n n

Exercice 28 [00316] [Correction)]

Montrer que 1’équation 2™ + 22 — 1 = 0 admet une unique racine réelle strictement
positive pour n > 1. On la note x,. Déterminer la limite ¢ de la suite (z,) puis un
équivalent de x,, — £.
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Exercice 29 [00317] [Correction] d) En déduire un équivalent de la suite (,)n>1.
Pour tout entier n > 2, on considére I"équation (E,): 2™ = z + 1 dont 'inconnue
est x > 0.
a) Montrer I’existence et I'unicité de z,, solution de (E,). Exercice 33 [02471] [Correction]
b) Montrer que (z,) tend vers 1. Soit f(x) = (cos )"/ et (C) le graphe de f.
¢) Montrer que (x,) admet un développement limité & tout ordre. Donner les a) Montrer I'existence d’une suite (z,,) vérifiant :
trois premiers termes de ce développement limité. b) (z,) est croissante positive.

ii) la tangente & (C) en (x,, f(x,)) passe par O.

Exercice 30 [0031s ] [Correction] ¢) Déterminer un développement asymptotique & 2 termes de (z,,).

Pour n > 2, on considére le polynéme

P,=X"-nX+1 Exercice 34 [o04139] [Correction]

On étudie I’équation tanz = x d’inconnue x réelle.

a) Montrer que P, admet exactement une racine réelle entre 0 et 1, notée x,,. , . N . .
) d " ’ " a) Soit n € N. Montrer que cette équation posséde une unique solution z,, dans

b) Déterminer la limite de x,, lorsque n — +oo. Vintervalle I, = |—7/2;7/2[ + nr.
¢) Donner un équivalent de (x,,) puis le deuxiéme terme du développement

: b) Déterminer un équivalent de la suite (z,,),ecn ainsi définie.
asymptotique x,.

¢) Réaliser un développement asymptotique & trois termes de x,,.

Exercice 31 {oos12] [Correction] Etude asymptotique de suites récurrentes

a) Soit n € N. Montrer que 1’équation z” + Inz = 0 posséde une unique solution

2, > 0. Exercice 35 [02302] [Correction]

) ) o On consideére la suite (u,) définie pour n > 1 par
b) Déterminer la limite de x,.

¢) On pose u, = 1 — x,. Justifier que nu, ~ —Inu, puis déterminer un \/ \/
(n—1)

équivalent de u,,. /241

a) Montrer que (u,) diverge vers +oc.
b

Exercice 32 [o03154] [Correction] ;

¢) Montrer que u, < n puis que u,, = o(n).
)
)

Pour n € N* on introduit le polynéme Exprimer w11 en fonction de .

Po(X) = X(X =1)... (X =n) d) Donner un équivalent simple de (uy,).

a) Montrer que le polyndéme P/ posseéde une unique racine dans Uintervalle e
10;1[; celle-ci sera noté x,.

Déterminer lim,,_, o Up — /7.

b) Etudier la monotonie de la suite (z,)n>1. . . ,o.
) . o N . . Comparalson de fonctions numeriques
¢) Former la décomposition en éléments simples de la fraction rationnelle

P/ Exercice 36 [o1s21] [Correction]

P, Déterminer un équivalent simple aux expressions suivantes quand r — 400 :
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a) Jim b) VaZ + 1+ Va2 —1 o) vai2+1-v22—1  Calcul de limites de fonctions numériques
x
Exercice 43 [o1822] [Correction]
Exercice 37 [00306] [Correction] Déterminer les limites suivantes :
Déterminer un équivalent simple aux expressions suivantes quand x — +o0o
a) lim ze “4a? b) lim zlnz—z C) lim Vzer —x2
In(z+1) T—=+00 Tx_Ing T—+00 Ticosx T—+00 "gr fe—w
a) —p— —1 c) zln(z+1)— (z+1)Inx
b) v/in(@ + 1) — /In(@ — 1)
Exercice 44 [oo704] [Correction]
Déterminer les limites suivantes :
Exercice 38 [o1823] [Correction]
J X L. B SN . . . . 2 .
Déterminer un équivalent simple aux expressions suivantes quand z — 0 a) lim, ¢ Ssine b) lim, o+ hlﬂn( ;fi;) ¢) lim, ,; 222
a) V1422 -1 — 22 b) tanz —sinz c) e +x—1
Exercice 45 [oo705] [Correction]
Exercice 39 [ 00313 ] [Correction] Déterminer les limites suivantes :
Déterminer un équivalent simple aux expressions suivantes quand z — 0 . .
a) limg 400 T b) limg_s o0 (L)T c)
I
a) In(1 + sinx) ¢) (In(1+ z))* - ne limg s o ln(IJrlx/:r2+1)
nxT
b) In(In(1 + z)) (In(1 — z))°
Bxcrioe 40 e (ot Ererice 48 v oo
Déterminer un équivalent de In(cosz) quand x — (7/2)~ ’
. . 1 _
a) limg0 o> — 25 b) limg_,0 L — m ¢) limg_o (1‘”0)*e
Exercice 41 [o1461] [Correction]
Déterminer un équivalent simple des fonctions proposées au voisinage de 0 :
Exercice 47 [o1463] [Correction]
) 2 T _ (i z _
a) #(2+cosz)—3sinz b) = (sinz) ¢) arctan(2z) Déterminer les limites suivantes :
2arctan(x)
a) b) c)
. o o 1/(2—x) . 1 rlnx lim z%—a”
Exercice 42 [o1s824] [Correction] lim, o (%) limg 1 oo (%) avezza;ratan T—arctana

Soit f: R — R une fonction décroissante telle que

f@)+ fa+1) ~ 2

+oo X

a) Etudier la limite de f en 4o0.

b) Donner un équivalent de f en +oo.

Exercice 48 [o033s81] [Correction]

Déterminer

lim In(z)In(1 —x)

r—1—
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Calcul de développements limités Exercice 54 [o1451] [Correction]
Déterminer les développements limités suivants :
Exercice 49 [o01447] [Correction] a) DL3(0) de h{e(j%f)
Déterminer les deve.loppements limités suivants : b) DLs(0) de art(:sg .
a) DL3(w/4) de sinx ¢) DLy(1) de &=L

b) DL4(1) de 2%

¢) DL5(0) de shmch(2x) —cha.
Exercice 55 [oo0751] [Correction]
Déterminer les développements limités suivants :

Exercice 50 [o00226] [Correction] a) DL3(0) de 2=sine
, . , e ez . 3 l—cosx
Déterminer les développements limités suivants : in(2)
b) DL5(0) de =722
a) DLg(O) de In (x;ill) ) 2( ) € sp@)—1
¢) DLg(0) de £%2=spz

b) DL3(0) de In(1 + sin )
¢) DL3(1) de cos(In(x))
Exercice 56 [o00231] [Correction]

Déterminer les développements limités suivants :
Exercice 51 [oo0745] [Correction]

Déterminer les développements limités suivants : a) DL3(0) de In (i2-s-+11>

a) DL3(0) de In(1 + €%) b) DL3(0) de v/3 + cosx

b) DL3(0) de In(2 + sin ) ¢) DLy(0) de (14 z)/®

¢) DL3(0) de v/3 + cosz d) DL3(0) de m1+z)
Exercice 52 [00202] [Correction] Exercice 57 [01449] [Correction]
Déterminer les développements limités suivants : Former le DLs(1) de arctan z

a) DL3(0) de evVit®

b) DL3(0) de In(1 4+ v/1+ z)

¢) DLs(0) de In(3e* 4+ &) Exercice 58 [00232] [Correction]

Former le développement limité & l'ordre 3 quand x — 0 de arctan(e?®).
Quelle a I'allure de cette fonction autour de ce point ?

Exercice 53 [o01448] [Correction]
Déterminer les développements limités suivants :

a) DLy(0) de (1 +x)Y/*
b) DL4(0) de In (s22)
¢) DL4(0) de In (%22)

Exercice 59 [o1452] [Correction]
Déterminer les développements limités suivants :

a) DL10 de f

\/7
b) DLigoo(0) de In ( 29:90 77’:)
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Exercice 60 [o01453] [Correction]
Exprimer le développement limité a 'ordre n en 0 de \/11771 a l'aide de nombres

factoriels.

Exercice 61 [o01454] [Correction]
Pour a = —1/2 et k € N, exprimer
ala—1)...(a—k+1)
k!

a ’aide de nombres factoriels.
En déduire une expression du DLg,11(0) de ﬁ puis du DLy,12(0) de

arcsin(z).

Exercice 62 [00233] [Correction]
Exprimer le développement limité général en 0 de arcsin x.

Exercice 63 [01455] [Correction]
Pour n € N, déterminer le développement limité a I’ordre 2n + 2 de x — %ln
On pourra commencer par calculer la dérivée de cette fonction.

14+x

Exercice 64 [o01456] [Correction]
Montrer que l'application f: R — R définie par f(z) = ze® admet une
application réciproque définie sur R et former le DL5(0) de f~1.

Exercice 65 [03025] [Correction]
En calculant de deux fagons le développement limité & ordre n de (e* — 1),
établir que pour tout 0 < ¢ <n

S

k=0

sif<n
sil=n

Exercice 66 [02519] [Correction]
Soient n € N, n > 2 et f 'application de R dans R définie par

f(x) = 2™ sin (;) siz#0et f(0)=0

a) Montrer que f est dérivable sur R.
b) f admet-elle un développement limité en 07 si oui & quel ordre maximal ?

l1—x°

Applications a I’étude locale de fonctions

Exercice 67 [o1464] [Correction]
Soit f:]=1;0[{U]0;+oo[ — R définie par

Montrer que f peut étre prolongée par continuité en 0 et que ce prolongement est
alors dérivable en 0.

Quelle est alors la position relative de la courbe de f par rapport a sa tangente en
ce point ?

Exercice 68 [o1465] [Correction]
Soient a un réel non nul et f la fonction définie au voisinage de 0 par

In(1 + ax)

fla) =

Déterminer les éventuelles valeurs de a pour lesquelles f présente un point
d’inflexion en 0.

Exercice 69 [o1466] [Correction]
Montrer que la fonction

frx—

et —1

peut étre prolongée en une fonction de classe C' sur R.

Exercice 70 [o1470] [Correction]

Soit f: R — R définie par
ﬂm{e”f siw#0

0 sinon

Montrer que f est de classe C* et que pour tout n € N, f(")(0) = 0.
C’est ici un exemple de fonction non nulle dont tous les DL,,(0) sont nuls.
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Exercice 71 [o1471] [Correction]
Soit f:]0;1[U]1;400[ — R I'application définie par

f<x>=/:2f;

a) Montrer que f est convexe sur |0;1[ et |1; +o0l.

b) Montrer que, pour tout > 1 on a :

2 2 2
Toxdt odt ot dt
< — <
s, tint = J, Int — J, tlnt

En déduire que lim, 14 f(2) = In2. De méme, établir : lim,_,;_ f(z) =In2.

¢) On prolonge f par continuité en 1, en posant f(1) =1n2.
Montrer que f ainsi prolongée est de classe C2 sur ]0; +ool.
Etablir la convexité de f sur ]0; 4+o0].

Calcul de développements asymptotiques de fonc-
tions

Exercice 72 [o01457] [Correction]
Former le développement asymptotique en 0 de 'expression considérée a la
précision demandée :

a) In(14+x)

N 7 os s 5/2
N la précision x

b) % & la précision (zInx)?

Exercice 73 [o1458] [Correction]
Former le développement asymptotique en +oo de ’expression considérée a la
précision demandée :

a) vx + 1 a la précision 1/x3/2,
b) zIn(x + 1) — (z + 1) Inz a la précision 1/x2.

c) (%)m a la précision 1/x2.

Exercice 74 [o03431] [Correction]

Former le développement asymptotique quand z — 400 de arctan x a la précision
1/a3.

Diffusion autorisée a titre entiérement gratuit uniquement - dD



[http://mp.cpgedupuydelome.fr] édité le 5 mai 2016

Corrections

Corrections
Exercice 1 : [énoncé]

a)

b)

n
Vnlnn < n < nlnn < i < n?
nn

Exercice 2 : [énoncé]

_ ne "

a) up = — =0
2lnn

b) u, ~ =22 — 0

¢) up ~n'/? — +oo.

Exercice 3 : [énoncé]
a) Up ~ —in — —00

b) u, ~ 2n — +00

!
C) Up ~ 3 — +00

Exercice 4 : [énoncé]

2)

2 2

1

un1lln<1+;>~\/§\/lﬁ

car In (1 + %) ~ % puisque % — 0.

:\/m—f'\/m:\/ﬁ+o(\/ﬁ)+\/ﬁ+o(\/ﬁ):\/ﬁ+o(\/af\‘%

Exercice 5 : [énoncé]

SRR | 1 1 1
a) Up = Sin =g ~ =g ~ o= car == = 0.
b) sint ~ L —0+#1doncu,~Int=—Inn.
n n n
) up =2sin? 3= ~ L

Exercice 6 : [énoncé]

a)
1

dn+/n

2n -V T— V=T~

In(n+1)—Inn In(1+1/n) 1/n 2

VatT—vi (Tl —1)  1/2037 T

In(n+41)
FI

¢) Vin+1ln+1—y/[njn=¢e"»

In(n+1) In(n+1) 1 /In(n+1) S In(n+1) s
et =14+ —-A [ ) 4o (L) 4o
n+1 2\ (n+1) 6\ (n+1)

et ) 5

In Inn 1 (lan 1 /lnn (Inn)?

=14 — 4 (—) +=(—) +o
n 2\ n 6\ n n3

donc

\/[n+1]n+1—ﬂn]n=—lnn+o(lzf> . _lon

n2

Exercice 7 : [énoncé]

a) (uy) est décroissante donc admet une limite £ € RU {—o0}.
Puisque uy, + Upiq ~ % — 0T, onaf+£¢=0doncl=0.

1 De plus, a partir d’un certain rang : 2u, > u, + upy1 > 0

b) Par monotonie
Un+1 + up S 2un é Up—1 + Up

1 1 1 1 .
avec Up41 + Up ~ = et Up_1 + up ~ =™~ donc 2u,, ~ = puis

1

Uy ~ —
2n
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Exercice 8 : [énoncé]

Supposons u, ~ v, et w, ~ t,. On a
Up, + W, _ 1 — (un - Un) + (wn - tn)
Up + tn Up + tn
donc
Up, + Wy, _1 < |un_U7l‘ + |’wn_tn| — ui_l + &—1 — 0
Up, + tp Un, tn Un, tn
Exercice 9 : [énoncé]
On a
n—2
un—n'+(n—1)!+2k'
k=0
Or . .
n! n
et 2 2 2
n—2 n— n— n—
k! k! (n—2)! 1 1
0< &=k=0" =< = <- =0
LT D= e
k=0 k=0 k=0
donc
n—2
un:n!—l—(n—l)!—f—Zk!:n!+0(n!) ~nl
k=0
Exercice 10 : [énoncé]
a)
2

(\/n+ —\f) \/7+\f

donc

<2 (V¥ T-vi) <

3\

T

2 (AT -2

puis S, — +o0.

1
C) Un+1—un:\/ﬁ—

2(Vn+1-

v/n) <0 donc (uy,) est décroissante.

Oru, =5,—2y/n>2yn+1-2-2y/n> -2 donc (u,) est aussi minorée.

Par suite (u,,) converge.
d)

Exercice 11 : [énoncé]

a) On étudie la fonction t — ¢ — In(1 + ¢) pour établir la premiere inégalité. On

en déduit ; .
In(l— ——) <
1+t 1+t
donc
1 t
In < -
<1+t> 14+t

puis I'inégalité voulue.

et

n—1
1/k
S, =1 <
+kZ:1 T+ 1k

On en déduit

Up+1 — Up = 1

donc (uy) est décroissante. De plus u,, > In(n + 1)

minorée et par suite convergente.

Exercice 12 : [énoncé]
On peut calculer 'intégrale

;Zln<ﬁ

(1+11€)> =In(n+1)
(T 5)) 1o

k=1

k=1

1+1In

Sp ~1Inn

1

Yn (14 <o
+1/n n

—Inn > 0 donc (uy) est

u, = arctan n3 — arctan n?
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On procéde de méme pour b*/™ et alors

2 (a b ) 2n n(ab) +o n

Or pour z > 0,

1 T
arctan r + arctan — = —
x 2

donc

o L n L1 0 1 .
U, = arctan — —arctan — = — +o| = | ~ =
n2 n3 n2 n2 'fl2 P al/ﬂ + bl/n n 1 1
(2 ) = exp (n In (1 + o In(ab) + o (n)))
Exercice 13 : [énoncé] donne N
al/n +b1/n 1
———— ) =exp|( =In(ab) +0(1)
a) ln(1—|— 2+1)fvng#ﬂfvnlzcaur 7 — 0. Par suite u,, ~ 1 — 1. 2 2
Finalement

b) u, = 637’1’1(1'~'Si“%)7 In (1 + sin %) ~ sin% ~ 1 donc nln (1 + sin = ) — 1 puis
Uy — €.
C) Uy = e\/n+11n nf\/ﬁln(nJrl),

vn+1llnn—/nlnn+1) =

/n 4 pl/n\"
(a - ) s Vab

2

(Vn+1—yn)lnn—/nn(1+ 1),

_ _ Inn _ Inn . lnn Exercice 16 : [énoncé
Or (\/n—l— \/ﬁ)lnn—m4_ﬁ—2\/ﬁ+o(\/ﬁ) NG et o [ ]
Virln (1+ 1) ~ % :o<1n—") donc
v 2f1nn \ﬂn]a+\/[n]b_a1/"+b1/”_el%a—f—e%_ +lna+lnb+ (1/n)
\/n—f—llnn—\/ﬁln(n—i—l)—z\f—&—o(f)—>0doncun—>1 5 = > = > = —,,— to(l/n
donc
E ice 14 : [¢é 6
xXercice [enonce] <\/n a + \/n ) (ln(1+lna+lnb+o(1/n)) _ ema;rlnb+o(1) - \/(%
a) nsin% ~ 2 =1 donc limn%oonsin% =1
2 2 T 1 2
b) (nsin L) =7 n(nsing) — e=F+0(1) donc lim,, o (nsin )" = L.
) ( ) - ( ") V6le Exercice 17 : [énoncé]
) n?((n+ 1)/ —nt/m) =" n ( mO 1) ~ e donc On a
limy, 00 72 ((n + 1)Y/™ — nt/1) = [ In2—21 1
oo 2 (( ) 3\ﬂn]22\ﬂn]33eiln22eiln31+M+o(>
n n
donc

Exercice 15 : [énoncé]

Sia =0 ou b=0 alors la suite converge évidemment vers 0. On suppose
désormais a,b > 0.

Puisque

(3\/[71]2 - 2\/[71]3)71 _ onn3y/[nj242y/[)3) _ Jn(8/9)+0(1) _, g

1/n 1

1 . p .
—enM% gvec ZIlnag — 0 Exercice 18 : [énoncé]
n

a

on peut écrire a) In(n+1)=Inn+

1 1
at/m =1+ = lna—l—o( )
n

3\>~

(
b) vn+1—+y/n—1

71
7= T 8n

(%)

+

()
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c) \/n+f—f=%—ﬁ+u%n+o(%).

Q) (1+3)" =e— g5+ 30 +o ().

n2

Exercice 19 : [énoncé]

Pour z € [0;1],
, I
sinx —x 6£L' < 120
On a donc
"k 1K
n — S T LA Aln
u Zn2 6n6+
k=1
avec

1 & K 1 1
M| < —Y < _——
| |_1202n10_120n4

donc M,, = o(1/n?).

Or
~k nmn+1) 1 1
n2  2n2 2 2n
k=1

et
"k 1K, 1
dos=g > K~
= k=1

donc

Exercice 20 : [énoncé]

On a - , et
- Kl=1+4— e
tn 'Z + +n(n—1) n(n —1)(n — 2) +Zn'
k=0 k=0
Or
n—4 n—4
k! (n—4)! 1 ( 1
0< — < n = _
- - — — — n 9] 2
pors ! pors n! n(n—1)(n —2)(n — 3) n—>+ n
Donc

Exercice 21 : [énoncé]

On a
n n—>5
1 1 1 1 1 k!
il =14 = il il
o 2k +n+n(n1)+n(n1)(n2)+0<n3>+ !
k=0 k=0
Or .
— k (n—5)! 1
k=0
donc

Exercice 22 : [énoncé]

)

b)
)

Le tableau de variation de f: z +— = 4+ Inx permet d’affirmer que cette
fonction réalise une bijection croissante de R* vers R. L’équation F, possede
alors pour solution unique x,, = f~1(n).

Le tableau de variation de f~! donne lim ., f~! = +oc0. Par suite z,, — +o0.
Zn, — +oo donne Inx,, = o(x,). La relation z,, + Inz, = n donne alors

Zpn +o(x,) = n et donc x,, ~ n.

Exercice 23 : [énoncé]

a)

b)

La fonction f: x + x + Inx réalise une bijection de ]0;4o0o[ sur R d’ou
Pexistence de (zy,).

Comme n — +00, o, = f~1(n) — +oo. Par suite Inx,, = o(z,,) et
n=x,+Inz, ~x,.

Donc z,, = n + o(n).

Soit ¥, = xp, —n. On a :

Yn=—Inz, = —In(n+o(n)) = —-Inn+In(1 +o(1)) = —Inn + o(1)

Donc
Tn, =n—1Inn+o(l)

Soit z, =y, +1Inn. On a :
Inn 1 Inn Inn
zn = —In(n—In(n)4+o(1))+Inn=-In{1l— —+4o(—=) | = —+o0 | —
n n n
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Donc

Inn (lnn>
T, =n—Ilnn+ —+o| —
n n

Exercice 24 : [énoncé]

a) La fonction f: Ry — R définie par f(z) = = + /[3]z réalise une bijection de
]R_;,_ vers R+.

b) Puisque x, = f~1(n) et f! 2 +00, on a @, — oo,
On en déduit \/[3]z,, = o(z,) puis

Ty ~N

¢) On peut écrire x,, = n + y, avec y, = o(n).
Puisque
yn+ /[0 +yn =0

Yn ~ f\/[?)}n

On peut écrire y,, = —\ﬂ?)}n + 2, avec z, = 0 (ﬂ?)]n)

on a

Puisque
—V[Bn+ 2 + /B0 _\gg]n—ko(\/f)]n)] =0
on obtient
U
" 3yBIn
Finalement

iin g 7+ (i)

Exercice 25 : [énoncé]

a) Soit f: R — R définie par f(z) =z + €”.

b) f(z,) =n<n+1= f(r,y1) donc z,, < z,41 car f~1 est croissante.
Si (xy,) est majorée par M alors f(z,) =n < f(M) ce qui est absurde.
La suite (x,) étant croissante et non majorée, elle diverge vers +oo.
x, = o(e*) donc €*™ ~ n — 400 # 1 puis x,, ~ Inn.

¢) Posons y,, = x,, — Inn = o(lnn).

On a y, +Inn + ne¥» =n donc

d’olt y, — 0 et
e’n =1+ Yn + O(yn)

On a alors y, + Inn + n(l + y, + o(y,)) =n d’ott ny, + o(ny,) = —Ilnn et

Inn
Yn ~ ———
n
Par suite
Inn <lnn)
r,=Inn— —+o|—
n n
On écrit yn:—%—i—zn et
Inn 1 /Inn\?> Inn)?2
e =1——+2z,+= | — ol —
n 2 n n
donc | |
1
— 2y o + (nn) 0<(nn) >:0
n n n
puis
1 2
()
2n2
Finalement

Inn  (Inn)? Inn\>
Ty =Inn— — — +o||—
n 2n? n

Exercice 26 : [énoncé]

Sur I, la fonction f: z — tanx — \/x est continue, croit strictement de —oo vers
+00.

Cela assure l'existence et I'unité de x,,.

On a

L nm<a, <+
—— nm X — nm
2 LD}
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donc z,, ~ nm. c)
Posons y, =z, —nm. On a tany, = /T, et y, € |-%; 5[ donc In Inn <. <1n 2111771
T 2n ) — Yn = n
Yp = arctan /r, — —
" "2 donne In(y,) ~ —Inn puis nln(1 — y,,) = lny, donne —ny,, ~ —Inn puis
Posons Yn ~ lnT" et finalement
s s 1 1
Zn = = — = — —arctan y/z,, = arctan —— = arctan ———— 1 1
n n

On a
1 1 1 1

1 1 1
- +o| —= . . ,
nr+ = +o(l) nw /1 L1, (l) Vit 4mns3 <n3/2> Exercice 28 : [énoncé]
2n n Posons f,,(z) = 2™ + 2 — 1. L’étude de la fonction f,, assure I’existence et 'unicité
et d’une solution z,, € Ry & I’équation étudiée. De plus, on observe que z,, € [0;1].
Puisque 0 = fri1(@nt1) < fn(znt1), on peut affirmer z, 41 > x,.

1
arctanx = & — —x° 4 o(x?) _ : 1) ;
3 La suite (x,) est croissante et majorée donc converge vers un réel /.

donc ) L1 L1 ) Puisque pour tout n € N, z,, € [0;1], & la limite £ € [0;1].
2 = _ = _Z +o<32> Sif < 1 alors
vnr o 4\ an3 3 Vm3n3 n3/ 0<an<{"—=0
Finalement . 2 N TS .
i 1 3+4m 1 1 et la relation ]! + 27 — 1 = 0 donne a la limite £* = 1 ce qui est absurde.
Tn =0T+ 5 = Jnr T3 am O\ am On conclut que £ = 1.
Posons u,, =1 — z,,
. ) ) On a
Exercice 27 : [énoncé] (1= up)™ = un(2 — up)
a) On introduit ¢, () = 2" +x — 1. ¢, (r) = na" 1 +1 > 0, ¢, est continue done B
strictement croissante et réalise une bijective et de [0; +oo[ vers [—1;+o0| nin(l—u,) = Iy +1In(2 - u,)
d’on lexistence et I'unicité de z,,. On a ¢, (1) =1 donc =, € ]0;1[. Si d’ou
Tpa1 < Tp alors zzﬂ < a2 puis —nu, ~ Inu, puis Inn +Inwu, ~In(—Inu,)
et —l<al +x, — 1 or
In(—1 =o(l
ce qui est absurde. On en déduit que (x,,) est croissante et étant majorée n(=Inun) = ol
cette suite converge. Posons ¢ sa limite, £ € ]0;1]. Si £ < 1 alors donc
xy 4+, —1 =0 donne a la limite £ — 1 = 0 ce qui est absurde. Il reste £ = 1. Inu, ~—Inn
b) f, est strictement décroissante sur |0;1[, fn(yn) =0, puis
Inn
Inn Inn 2lnn ~
fn<2n)~2>0etfn< - >~—lnn<0 Un n
N . . et enfin
donc a partir d’un certain rang 1 Inn
Ty —1~ ——
Inn Inn ! n

— <y, <2—.
2n n
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Exercice 29 : [énoncé]

a)
b)

1l suffit d’étudier f,: z — 2™ — (z + 1).
fn(1) <0 donc z,, > 1. De plus

fnr1(zn) = xZ—H —(xn+1) = (zn = )(zy+1) >0

donc 41 < . La suite (z,,) est décroissante et minorée par 1 donc elle
converge vers £ > 1.

Sif¢>1alors z) > " — 400 or x)) =z, +1 — £+ 1. Ce qui est impossible
et il reste £ = 1.

On a
1
2" =241 << nhhe=h(r+1) < g(x)zﬁ

avec

Inx
9(z) = In(z+1)

définie sur [1;4o0[. La fonction g est de classe C*°, ¢'(x) > 0 donc g réalise
une bijection de [1;+o0o[ vers [0; 1], de plus (puisque g'(z) # 0) g~! est aussi
de classe C* et donc g~! admet un DL,,(0) pour tout n € N et donc

2, = g~ 1(1/n) admet un développement limité & tout ordre.

Formons ses trois premiers termes

g Y (z) = a+ bx + cx® + o(x?)
a=g¢10)=1.g(g!(z)) = z donc

In(1 + bx + cx? + o(z?)) = 2 In(2 + bz + o(z?))

puis
b2 b
bx + (c - 2) 22 +o(2?) = In(2)x + 5332 + o(z?)
done 1+1n(2))In(2
b:1n26tc:—( +n(2))In(2)
2
Finalement
In2 (1+1In(2))n2 1
By =14 — 4T o (=
n 2n2 n?

Exercice 30 : [énoncé]

)

La fonction x — P, (x) est strictement décroissante sur [0;1] car
Py(a) = na" "~ 1)

est strictement négatif sauf pour z = 1.

La fonction continue P, réalise donc une bijection strictement décroissante de
[0;1] vers [Pn(1); Pr(0)] =[2 —n;1].

On en déduit Pexistence et 'unicité de la solution x,, & I’équation P,(x) = 0.

n+1

Puisque z,, € [0;1], on a 2! < 2 puis

Poii(zy) =2 — (n4+ a2, +1 < Po(z,) =0

Ainsi Ppi1(2n) < Poy1(2n41) et done 2,41 < @, car la fonction P, est
strictement décroissante.
La suite (x,) est décroissante et minorée, elle converge donc vers un réel
e [0;1].
Si ¢ > 0 alors

P, (z,) =) —nx, +1 = —00

ce qui est absurde. On conclut ¢ = 0.

xn _
n 1'21%0

1
nr, n

et donc =} = o(nx,).
Sachant x]' — nz, + 1 = 0, on obtient nz,, ~ 1 puis

1
Ty ~ —
n
Ecrivons ensuite
1 e,
Tn =—+ — avec e, — 0
non
Puisque 2] =nz, —1,0n a
1+¢e,)"
en—an = L) 5
n'ﬂ

Nous allons montrer

n—-+oo

ce qui permettra de déterminer un équivalent de ¢, puis de conclure.
Puisque &, — 0, pour n assez grand, on a |1 4+ &, | < 2 et alors

(1+en) < 2

e = nm _TT”
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On en déduit
1<(14e,)" < <1+) exp<n1n<1+>)
nn nm

2mn 2"
nln <1 + ) ~ T — 0
nr nn—

et par encadrement
(I+en)" =1

On peut conclure &, ~ n% et finalement

11 1
In = o+ o T e

Exercice 31 : [énoncé]

a) Soit fp:xz— 2" +1Inz. On a

T 0 1 +o00
fol@) | —c0 A 1 A/ +o0

d’oti Pexistence et 'unicité de z,, avec en plus la propriété =, €]0;1].
b) On a
frg1(zy) = 2" +1n(x,) = (1 — z,) In(z,) <0

donc x, 1 > 2. La suite (x,,) est croissante et majorée par 1 donc converge
vers £ € ]0;1].
Si ¢ < 1 alors

0=z, +Inz, - —Inf

car 0 <z < /" — 0.
Ceci est impossible. Il reste £ = 1.
¢) (1 —up)"=—In(1 —up) ~u, > 0#1
donc nln(1 — uy,) ~ lnwu, puis nu, ~ —Ilnwu, — +o0o0 # 1.
Inn+Inu, ~In(—Inwu,) donc Inn = —Inwu, + In(—Inwu,) + o(ln(—Inwu,)) or
In(—Inwu,) = o(lnwu,) donc Inn ~ —Inw, puis

Inu, Inn

~ —

n n

Up ~ —

Exercice 32 : [énoncé]

a) Par application du théoréme de Rolle & la fonction ¢ — P, (t) sur chacun des
intervalles [k; k 4 1] (avec 0 < k < n — 1), on obtient que le polynéme P,
admet au moins une racine dans chacun des intervalles ]k ; k + 1[. Puisque le
polynéme P est de degré n, il posséde au plus n racines et donc il ne posséde
pas d’autres racines que celles précédentes. En particulier, le polyndme P/,
posséde exactement une racine dans I'intervalle |0;1].

b) On a

Poi1(X)=P,(X)(X —(n+1))

En dérivant et en évaluant en x,, on obtient
P7,1,+1($n) = Pn(xn)

D’une part

(_1)n n(mn) = Tn H (k —xy)

k=1
est une quantité positive.
D’autre part, ’expression
n+1
(—=1)"Posi(@) =x(z—1) [[ (k—2)
k=2

est négative sur [0;1]. On en déduit ses variations sur [0;1] puis le signe de
sa dérivée sur ce méme intervalle. Puisque qu’elle est négative sur [0; 2,,41] et
positive sur [Z,41 ; 1], on obtient

xn+l S T

La suite (z,,)n>1 est donc décroissante.

¢) Puisque les racines de P, sont exactement les 0,1,...,n et puisque celles-ci
sont simples, on obtient
n
1
r -
" X -k
k=0
d) Sachant F),(zy,) = 0, on obtient
Tn k—x,
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Puisque 0 < x,, < g < 1, on obtient

11 1 1 1
Sisasy s
k:lk T kzlk—xo 1—x k:Qk—l
Ainsi )
Inn+0(1) < — <lIn(n—1) 4+ O(1)
Ln
et on peut conclure
1
™ an

Exercice 33 : [énoncé]

a) La fonction f est définie et C*° sur D = J;,oy, I1, avec
Iy, z]—g —|—2k7r;g + 2kn|
Pour x € D, la tangente en (z, f(x)) passe par O si, et seulement si,

af'(x) = f(x).

Apres transformation, ceci équivaut pour x > 0 a I’équation
ztanz + In(cos(z)) +z =0

Posons ¢(z) = ztanz + In(cos(x)) + x.
@ est définie et de classe C* sur D.
¢ (z) =z(l+tan’z) +1 >0 sur DNRY.
Quand = — (g + 2]<:7r)_, o(z) = +o00. Quand = — (—g + 2]<;7r)+,
p(x) = —oc.
©1, réalise donc une bijection de Iy vers R (pour k € N*).
La suite (z,)nen+ avec 2, = (¢y7,) 1(0) est solution.
b) Evidemment z,, ~ 2nw et donc x,, = 2nw + y,,.
Apres calculs, on obtient

(2n7 + yp)(cos Yy, + sinyy,) = — cos(yy,) In(cos yy,)

Exercice 34 : [énoncé]

a) Sur I, la fonction f,,: x — tanz — x est continue et croit strictement de —oo
vers +o00. Elle réalise donc une bijection de I,, vers R. L’équation f,(z) =0

b)

La fonction ¢ — tInt est bornée sur |0;1] car prolongeable par continuité en

0 et donc

. cos Yy, In(cos
n

Sachant |y,| < 7/2, on en déduit y,, — —m/4.

On conclut
Tp=2nTt——4o0|—
4 n

possede alors une unique solution dans I,,.

Puisque x,, est un élément de I,,, on dispose de I’encadrement
R nm<m, <o+
——4nr <z —+n7T
2 )

On en déduit
T, ~ NI

n—-+oo
Posons
Yn = Ty — NT
On a
T
tany, = x, avec y, € |——; =]
272
et donc -
= arctanz,, — —
Yn LA

On peut ainsi déja écrire le développement asymptotique a deux termes

Tp = n7r+z+o(1)

n—-+oo 2

Déterminons un équivalent de ce o(1) en étudiant
™ T
Zn = 57 Yp = 5 arctan x,,
Sachant

1
Vo > 0,arctan(x) + arctan (> =
x

on obtient

1 1
zp = arctan | — = arctan | ———— ~  —
Ty ) n—r+oo nm + 5 +o(1) ) n—toe nmw

Finalement
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Exercice 35 : [énoncé]

a) Up > /N — +oo.

b) Upy1 =/ (n+ 1)+ uy.

¢) Montrons par récurrence sur n > 1 que u, < n.
Pour n =1: ok
Supposons la propriété établie au rang n > 1.

un+1:\/(n—l—l)—&-unER\/(n—&—l)—i—ngn—i—l

Récurrence établie.

0<un=+/n+up1<n+(n-1=0(Vn)
donc u, = O (y/n) = o(n).

d) u, =y/n+o(n)~+n
e)

Up—1
Up — n=-—

or Up_1 ~vvn—1~/netu, ++/n=+n+o(yn)++n~2yn donc

1

Exercice 36 : [énoncé]

a) Quand z — 400,

Vad +2 x3/? 5/6

VBlz2+3 223

b) Quand z — +o0,

Va2 + 14+ V22 —1=z+o0(z) + 2 +o(z) =2z + o(z) ~ 2

¢) Quand x — +o0,

e Sy Sl e it S !

~ —

VP 1+Va2—1  zto(z)+xto(r)

Exercice 37 : [énoncé]

a) Quand z — 400,

In(z 4+ 1)

In(1+1/x) 1
Inx Inx zlnzx

b) Quand x — +oo,

In (;74_—})
Vin(z +1) = v/In(z — 1) = Vin(z +1) + /In(z - 1)

or 2 2 2
In vl =In(l4+——) ~ ~ —
z—1 z—1 r—1 =z
et
\/1n(x+1)+\/ln(x—1):2\/1nx—|—0(\/lnx>~2\/lnx
donc

1
zvInz

Vin(z 4+ 1) — y/In(z — 1) ~

¢) Quand x — o0,

1
zln(z+1)—(z+1)lnz=zln <1+> —Inz=14+0(1)—Inz~—Inzx
x

Exercice 38 : [énoncé]

a) Quand z — 0,

222 222
1422 —/1_22= 2
v v Vita2+vV1-22 2

b) Quand z — 0,

x
tanz — sinz = tan (1 — cosx) = 2 tan z sin” iy

¢) Quand z — 0,
ef -1~z

donc
e+r—1l=z+z+o0(x)=2x+o0(x)~ 2z
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Exercice 39 : [énoncé] Exercice 41 : [énoncé]
Par développements limités :
a) Quand z — 0, a) z(2+4 cosz) — 3sinz ~ gsa®
In(1 +sinz) ~ sinx b) &% — (sinz)® = ¢7(1 — (322)7) ~ 1y
car sinz — 0, or c) arctan(2r) — 2arctan(z) ~ —2x3
sinx ~ x
donc E ice 42 1 16 )
In(1 + sinz) ~ o xercice 42 : [énoncé]
b) Quand z — 0, a) f est décroissante donc posséde une limite ¢ en +oo.
In(l+az)~x—0#1 Quand z — +oo, f(x) = Let f(x+1) = £ donc
donc
m(in(1 + z)) ~ In(z) f@)+ flet1) =2
¢) Quand z — 0, or 1
f@)+flz+1)~——=0
In(1+42z)? —In(1 —2)* = (In(1 + 2) + In(1 — z)) (In(1 4+ z) — In(1 — z)) *
donc ¢ = 0.
or b) Quand x — 400, on a
In(14z) +1In(1 —2) = In(1 — 2?) ~ —2?
. F+ 1)+ £@) S2/(2) < f@)+ f =)
In(l1+2z) —In(l —z) =z +o(x) — (—z + o(x)) = 2z + o(x) donc
donc 2f(z) ~ =
(1n(1 +2)) = (In(1 = 2))? ~ ~20° ’
n x n x x puis
1
f(@) ~ 2%
Exercice 40 : [énoncé]
Quand x — 57, posons x = § — h avec h — 0t
Exercice 43 : [énoncé]
™ .
cos T = oS (5 - h) =sinh
a) Quand z — +oo,
Or ze " +a® a? L
sinh~h—0#1 r—Inx z 7 o0
donc b) Quand x — o0,
Insinh ~ Inh :Ulnx—mwxlnlenx_)_’_oo

. X + cosx x
puis
Incosx ~ In (ﬁ - x) ¢) Quand x — 400,
2 xe® — x2 /2
oo V=0
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Exercice 44 : [énoncé]

a) Quand z — 0T,
x+sinz  z+x+o(x) 2
= ~— =0
rzlnzx rlnx Inx

b) Quand z — 0T,
Inz+2? =Inz+o(lnx)

et puisque
z4+22~z—=0+#1
on a
In(z +2?) ~Inx
donc

Inz + 22 Inz
In(z +2%2) Inz

¢) Quand x — 1, on peut écrire x = 1+ h avec h — 0,

Inz _ In(1+h) ~ 1 — 1
z2—1 2h+h?2 2h T 2 2

Exercice 45 : [énoncé]

a) Quand z — +oo,

Inzx
T 2 2 2
1 _ e(lnzzc) Inlnz _ e(lnaxc) +o(lnx) +o0
nr

b) Quand z — +o0,

Inx

(Inz)2 ((lnz)2>
x = Inz _nz ——tol| ——
( ) —e = Inz—=%Inlnz —e 1
Inz

¢) Quand z — +o0,

In(z++va2+1) In(2r+o(x)) In2+Inz

~1—1
Inx Inx Inx

Exercice 46 : [énoncé]

1 1

. 1
a) hmxﬁo sin2z  z2 3

: 1 1 1

b) limg o z  In(l+z) — 2
: 1+2)t/7—e

) timy o W20 7e _

Exercice 47 : [énoncé]

. aryze \YC® 41305006

zlnx
b) hmw_H_oo (ln(1+z)) =e

Inz
¢) z* —a®* ~a*(l —Ilna)(x —a)sia#1et

arctan(z) — arctan(a) ~ (arctan(a))’(z — a) = (z—a)

1+a2 *
Sia#1,
% — a®
li =a*(14a?)(1-1
zlg}z arctan x — arctana @ ( ta )( na)
Sia=1,
a __ T
lim 1’ @ =2

z—a arctan x — arctan a

Exercice 48 : [énoncé]
Posons x =1 — h.
Quand x — 17, 0ona h — 0" et

In(z)In(1—2z)=In(l —h)Inh~ —hlnh =0

Exercice 49 : [énoncé]

) sin(@) =+ F(z - §) - P -’ - Bl -5y i
b) BF = (@1~ 3@ -1+ -1’ ~ Fla— D' +o((z - 1)
) shach(2a) —cha = —1 42— §a® + Ha® — Jiat 4+ o 4 0(a”)

Exercice 50 : [énoncé]

a) In (itﬁ) =In(1+2?) —In(1+2) = -2+ 327 — f2% 4+ o(z?)
b) In(1 +sinz) =z — 2% + }2° + o(z?).
¢) cos(lnz) =1—1(z—1)2+ 1(z—1)* +o((z — 1)).
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Exercice 51 : [énoncé]

a) In(1+e”) =In2+ 1o+ t2% + o(z?)
b) In(2+sinz) =In2+ o — f2? — ;2% + o(2?)
¢) V3+cosz =2~ ta? +o(z?)

Exercice 52 : [énoncé]

a) eVt e+ Su 4+ Za® + o(a?).

b) In(1+v1+2z) =2+ tz— Sa?+ Za’ + o(a®
¢) In(3e® +e7*) =2In2+ x + 3% — L2 4 o(a?)

Exercice 53 : [énoncé]

a) (1+2)V/% =e— Sa+ Hex? 4 o(2?)

b) In (222) = —1z2 — Lg? 4 o(z?)

)1n(bhl):%x2 5t 4 o(z?)

Exercice 54 : [énoncé]

a) BUE) g g 252 1g3 4 o(2?)

e’ —1
b) e 1 202 4 o(a)
o) Elo14iz-1)—L@-1)2+0((z—1)?)

Exercice 55 : [énoncé]

a) f=ees = 3%+ gp@” +o(?)

b) st = 1~ 3¢ — 1327 +o(a?)

c) 7“3127_51}“ =22+ g5a° + o(2?)

Exercice 56 : [énoncé]

a) ln( >:fz+§z27%:c3+o(x3)
b) V3 +cosz =2— ta? + o(z?)

¢) (1+a)t/* =e— o+ Lea? + o(2?)
d) lne(fo)_ _x""%xQ 317° +0(2%)

Exercice 57 : [énoncé]
On primitive de DL5(1) de ﬁ :

arctanz = T+ 1(z — 1) — (2 - 1)2 + L(z — 1)3 + o((z — 1)?).

Exercice 58 : [énoncé]
On procede par intégration du développement limité de la fonction dérivée :

d e” 1 1+z+iz*+o0(®) 1 1, 9
B t & = — = = = - — —
m(arc an(e”)) Ttz 27 1+m+x2+o(x2) 2 1" +o(z%)

En intégrant

1
arctan(e”) = % + 2%~ T3t + o(z?)

La tangente au point d’abscisse 0 a pour équation y = /4 + x/2. Puisque le
terme qui suit dans le développement limité change de signe, la courbe traverse
cette tangente : il s’agit d’un point d’inflexion.

Exercice 59 : [énoncé]

a) \/IT =1—3t"+ 2454 0o(t°) dont [ \/1‘17 =t — 154 119 4+ o(t1)
uis
2

f \/7 =l lit“_fO \/7 =~z +2% + 352° — g32° — 520 +o(2'°)
999 Lk 1000
b) In (3% ) = (e — o +o(&12) =

1000 —=
ln(em) T ln(l _z 1001(3)! 4 0(2131000)) —r— 10%)0!1,1000 + O(leOOO).

Exercice 60 : [énoncé]
1 = (—1/2
—=) ( k/ )(—x)k +o(z")
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(12) = 2
k k!
1.3...(2k—1 2k)!
Au final,
1 _ n (Qk)'
T & @R F+o@")

Exercice 61 : [énoncé]

On a
ala—1)..(a—k+1) (=1)F53... 2L (—1)k(2k)!
k! - k! - 22k ()2
Donc
k 2n+1
\/7 Z 22k k;' +o(z*" )
puis

z (2k)!

Si — 2k+1 2n+2
arcsmx = kZ:O mx + O(J? )

Exercice 62 : [énoncé]

On a
(arcsin x) 1
V1—a?
et
1 n
— = Z (—1)* ez + o(x®)
Vi—a? =
avee k13 ... 2k—1
_1)k13 ... 2k= 2%)!
Ck—< )"35 2 _ (1) ()
k! 22k (K1)2
donc
. = (Zk)' 2k+1 2n+1
arcsinx = kZ:O mx +o(z )

Exercice 63 : [énoncé]
( In 1+””) =1oet —1 — =1+a?+a*+ -+ 2 +o(z? ).

L 1 2n+1 242
Donc 3In 12 =z + 2% 4+ La +-~~+2n+1:c” + o(x="2).

Exercice 64 : [énoncé]
f est de classe C*° sur R et

Flz) = (1+22%)e™ >0

de plus limy o f = 400,lim_ f = —o0.

Donc f réalise une bijection de R vers R et f~! est de classe C* sur R.
En particulier f~! admet une DL5(0), de plus comme f est impaire, f~! l'est

aussi et le DL5(0) de f~! est de la forme :
f~Hx) = azx + bz + ca® + o(z®)
En réalisant un DL5(0) de f~1(f(x)) on obtient :
Y f(x) = ax + (a + b)z®
Or f~Y(f(z)) = x, donc :
5
=1lb=—-letc=—
a=1, ete=g

Exercice 65 : [énoncé]
D’une part e* — 1 = z + o(z) donne

(e® —1)" = 2" +o(z")

D’autre part
or
donc, en réordonnant les sommes

(e —1)" ZZ( ) S

£=0 k=0

L’unicité des développements limités entraine la relation proposée.

1
+ (5(1 +3b+c)z’ + o(x

’)
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Exercice 66 : [énoncé]

a) f est évidemment dérivable en tout a € R* et aussi dérivable en 0 avec
1'(0) = 0.

b) f admet pour développement limité a lordre n — 1 : f(z) = o(x
Si f admet un DL, (0) celui-ci serait de la forme

f(z) = az™ 4+ o(z"™)

nfl)‘

ce qui entraine que sin(1/z) admet une limite finie en 0 ce qui est
notoirement faux.

Exercice 67 : [énoncé]

Ona 111
f(z) = T T 3T ZJUZ +o(a?)
Par suite f peut étre prolongée par continuité en 0 en posant f(0) = —%.
De plus ce prolongement est dérivable en 0 et f(0) = 3.
L’équation de la tangente en 0 est y = —% + %x et la courbe est localement en

dessous de celle-ci.

Exercice 68 : [énoncé]
On a

1 1 1 . .
fl@)=azx —a(l+ §a)x2 +a(l+ 2 + §a2)x3 +o(z?)
Pour que f présente un point d’inflexion en 0, il faut que a(1 + %a) =0ie. :
a=—2.
Inversement si a = —2,

flz) = -2z — %xg +o(z?)

et par suite f présente un point d’inflexion en 0.

Exercice 69 : [énoncé]
f est définie sur R* et se prolonge par continuité en 0 en posant f(0) = 1.
f est de classe C! sur R* et

z z 1,.2 2
, e’ —1—xe —5x° 4 o(x?) 1
= = H —_——
) (e —1)2 22 4+ o(22) 20 2

donc f est dérivable en 0 avec f/(0) = —1/2 et finalement f est de classe C! sur R.

Exercice 70 : [énoncé]
f est évidemment de classe C*° sur R*.
Montrons par récurrence que f est de classe C" et que f(™ est de la forme :

F (@) = Po(1/z)e

pour z # 0 avec P, € R[X].

Pour n =0 : ok.

Supposons la propriété établie au rang n > 0.
f(™) est continue, dérivable sur R* et pour z # 0,

1 1 2 1 1
f(n+1)<.’17) _ _72P7/z () e—l/gc2 + 73Pn () e—l/gc2 — Pn+1 () e—l/x2
X X X X X

avec P11 € R[X].
Récurrence établie.

Pour tout n € N, f(")(z) :/ , P.(yy)e ¥ — 0 quand z — 07 et de méme quand
y=1/z

z—0".

Par le théoréme du prolongement C' dans une version généralisée, on obtient que

f est de classe C*® et f(™)(0) = 0 pour tout n € N.

Par suite f(®) est dérivable en 0 et f(**1(0) = 0.

Exercice 71 : [énoncé]

a) Soit G une primitive de la fonction ¢ — 1/In¢ sur ]0; 1] (resp. sur |1;+oc0[).
Pour tout x € ]0;1[ (resp. ]1;+00]), on a f(z) = G(2?) — G(x). On en déduit
que f est de classe C* sur ]0; 1] (resp. sur |1;+o0[) et

2 1 x—1

“Inz?2 Inz Inz

f'(x)

On a alors
zlne —z+1

7 _
i) = z(Inx)?
Soit g(x) = xlnx —x 4+ 1 sur RY.
g est de classe C* et ¢'(x) = In(z). Puisque g(1) = 0, la fonction g est
positive puis f” > 0 sur |0; 1] (resp. |1;+o0]).
b) Pour z > 1,
T 1 x2
t ], —— <<
Vel Ty S T S T

Diffusion autorisée a titre entiérement gratuit uniquement - dD



24

Corrections

[http://mp.cpgedupuydelome.fr] édité le 5 mai 2016

D’ou ) ) )

Toxdt dt T rdt
</ =< o) (3
. t.Int . Int . t.Int
2
Comme [ 92 =1n2, on obtient
o Exercice 74 : [énoncé]
On a pour z >0

rIn2 < f(x) < 2?In2

s
arctanr = — — arctan —
2 x

1 1
B\ :

puis lim, 14 f(x) =In2.
donc
. 0
arctanz = — —
2

Pour z < 1,
1 2
V€ [2%5a], —— < — < S
tint

+

8|~
W =

Int — tlnt

D’ou
2 2 2
T x2dt zdt T oxdt
< — <
- Int » Int . t.Int

t.
< zln?2 puis lim, 1 f(z) =In2.

On obtient 22In2 < f(x)
c) f est continue sur |0;+oo[, de classe C! sur J0;1] et |1;+oo[ et

h
A4h) = —" 51
FO+h) =557 i

Par le théoréme de prolongement C!, on a f de classe C! et f/(1) =1
De méme, en exploitant

L+ h)In(l14+h)—h h?/2 1
f”(H—h)Z(+ Jn(L+h) k| 2,1
(1+h)(In(1+h))?2 (14 h)h% o 2

on obtient que f est de classe C% et f”(1) = 1/2.
Comme f” est positive sur ]0; 400, on peut conclure que f est convexe sur

RY.

Exercice 72 : [énoncé]

a) 1n(\1/J5rz) =z- %m:’)/zJr %m5/2+o(x5/2)

b) 2* =1+zInz + %x21n2x+0(x21n2x)

Exercice 73 : [énoncé]

1
+0(3m)-
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