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Intégration Sur un segment Fonctions continues par morceaux

Exercice 8 [02642] [Correction]

Soit f: [a;b] — R une fonction en escalier.

Montrer qu'’il existe une subdivision o du segment [a;b] adaptée a f telle que
Exercice 1 [o01818] [Correction] toute autre subdivision adaptée a f soit plus fine que o.

Montrer que z — /x est uniformément continue sur R.

Continuité uniforme

Exercice 9 [00246] [Correction]
La fonction ¢ — sin% sit>0et0sit=0 est-elle continue par morceaux sur

Exercice 2 [01819] [Correction] 0;1]?

Montrer que z + Inx n’est pas uniformément continue sur R .

Calcul d’intégrales
Exercice 3 [01820] [Correction]
Montrer que z — x Inx est uniformément continue sur ]0;1]. Exercice 10 [o01964] [Correction]
Calculer les intégrales suivantes :

2 1 1/2
Exercice 4 [o02s821] [Correction] a) J % b) Jo 1itt2 c) fo/ \/%
Soit f: Ry — R uniformément continue. Montrer qu’il existe des réels positifs a et
b tels que
Vo >0,|f(x)| <ax+b Exercice 11 [oo02s84] [Correction]

Calculer les intégrales suivantes :

a) [T cos?tdt b) [ntdt dt

L ¢
c _t
Exercice 5 [03034] [Correction] ) Jo Vitt2

Soit f:[0;1] — R uniformément continue. Montrer que f est bornée.

Exercice 12 [o01963] [Correction]

Pour m,n € N, calculer
Exercice 6 [03035] [Correction]

Soit f: Ry — R continue et tendant vers 0 a l'infini. 2
Montrer que f est uniformément continue. I = o cos(mt) cos(nt) dt

Exercice 13 [o01547] [Correction]

Exercice 7 [03153] [Correction] Démontrer que, ponr tout Q € R [X]

Soit f: R% — R une fonction uniformément continue vérifiant

1 ™
Yz >0, f(nx) vl 0 /_1 Q(t)dt = _i/o Q(e)e? 49
Montrer que f converge vers 0 en +oo.

Diffusion autorisée a titre entiérement gratuit uniquement - dD



[http://mp.cpgedupuydelome.fr] édité le 5 mai 2016

Enoncés

Exercice 14 [o02508] [Correction]
Soit A un réel tel que |A| # 1

a) Etudier la fonction
sinx

B V1 —=2\cosx + N2

/ " @) da

(@)

b) Calculer

Exercice 15 [o02s85] [Correction]
Calculer

w/4
I= / In(1 + tanz) dz
0

Calcul de primitives

Exercice 16 [o01960] [Correction]
Déterminer les primitives suivantes :

a) [te!” dt b) [Intqy ¢) [t

Exercice 17 [00279] [Correction]
Déterminer les primitives suivantes :

a) [costsintdt b) [tantdt c) [costdt

Exercice 18 [00280] [Correction]
Déterminer les primitives suivantes :

a) [ dt b) fﬁdt o) [fmdt

Exercice 19 [o1962 ] [Correction]
Déterminer les primitives suivantes :

a) [ -4t b) [e'costdt c) [tsinte’ dt

1t41

Exercice 20 [o1961] [Correction] )
Soit A € C\ R, a = Re()) et b =Im(\). Etablir

dt . t—a ‘e
/m—lnhﬁ /\—l—zarctan(b)—i—(l'

Intégration par parties

Exercice 21 [o01979] [Correction)]
Déterminer les primitives suivantes :

a) [tintdt b) [tarctantdt c) [tsin®tdt

Exercice 22 [o0263] [Correction]
Déterminer les primitives suivantes :

a) [(2—t+1)e'dt b) [(t—1)sintdt ¢) [(t+1)chtdt

Exercice 23 [o19s80] [Correction]
Calculer les intégrales suivantes :

a) fol In(1+¢%)dt b) [{t"Intdt(avec c) fleﬂ sin(Int) dt

n € N)

Exercice 24 [oo2s7] [Correction]
Calculer les intégrales suivantes :

a) fol arctant dt b) f01/2 arcsin t dt c) fol tarctantdt

Exercice 25 [o002s83] [Correction]
Calculer

1
/ In(1+¢%)dt
0
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Exercice 26 [ 03089 ] [Correction]
Soient (a,b) € R?, p € R% et f € C?([a;b],R) telles que

Vz € [a;b],|f'(x)] > p et f/ monotone

Montrer :
1

b
/ 2t () gy <« 1
a

um

Changement de variable

Exercice 27 [o1982] [Correction]

Déterminer les primitives suivantes en procédant par un changement de variable

adéquat :

n 2t
f \[Jr\ﬁ f t-&t(iﬁizﬁ c) f et+d1t

Exercice 28 [o00290] [Correction]
Déterminer

Exercice 29 [o01983] [Correction]

Calculer les intégrales suivantes via un changement de variable adéquat :

C) 1 dae

e dt
a) [; THt(Inf)? fl tm 0 et+1

Exercice 30 [oo0260] [Correction]

Calculer les intégrales suivantes via un changement de variable adéquat :

a) [ VI—2dt b) [} 2V1—2dt ¢) [}ttt

Exercice 31 [o1984] [Correction]

a) Observer

w/4 /4
/ In(cost)dt = / In cos (E - t) dt
0 0 4

b) En déduire
/4
/ In(1+ tant) dt
0

Exercice 32 [o1985] [Correction]

a) Montrer que

/2 . w/2 .
cost sint
——dt = —dt =
/0 cost +sint /0 cost +sint

b) En déduire

/0 V1I—t2+t
Exercice 33 [o01986 ] [Correction)]
Soit f: [a;b] — R continue telle que

Ve € [ab), fla+b—a) = f(x)

/abxf( :a+b/f

Exercice 34 [oo1ss] [Correction]

Montrer que

a) Soit f € C([0;1],R). Etablir

/()Trtf (sint)d / f(sint)d

b) En déduire la valeur de

I _/7r x sin?" () da
" Jo sin®(z) + cos?n(x)

Exercice 35 [03337] [Correction]
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a) Etudier les variations de la fonction z — 322 — 225 a) g(x) = f;‘f f(t)dt b) g(z) = fom xf(t)de c)

g
b) Soit f: [0;1] — R continue. Montrer Jo ft+a)dt

3/2 1
/ f(32% — 223) dx = 2/ f(32% — 223) da
0

—1/2 Exercice 40 [o19s88] [Correction]

Soit ¢: R — R la fonction définie par :

sht
Exercice 36 [03193] [Correction] o(t) = - pour t#0et p0)=1

Pour a et b des réels tels que ab > 0, on considere
Soit f: R — R définie par :

I(ab)/blxzdx 20
’ o (I4+22)V1+at f(x):/ o(t) dt
a) Calculer I(—b,—a), I(1/a,1/b) et I (1/a,a) en fonction I(a,b).

b) Pour a,b > 1, calculer I(a,b) via changement de variables v = 2 4+ 1/ puis
v=1/t.

¢) Montrer que la relation ainsi obtenue est valable pour tout a, b tels que
ab > 0.

a) Montrer que f est bien définie et étudier la parité de f.
b) Justifier que f est dérivable et calculer f'(z).

¢) Dresser le tableau de variation de f.

Exercice 41 [o19s89] [Correction]

Soit f: [0;1] — R continue. On définit F': [0;1] — R par
Exercice 37 [oo02s2] [Correction]
Calculer les intégrales suivantes via un changement de variable ad hoc :

a) ™ sint dt

Flz) = /0 min(z, ) £(£) dt

0 3+cos?t
b) ff \/Ed_i% a) Montrer que F est de classe C? et calculer F”'(x).
o) 12 In(L+t)—Int 4 b) En déduire

: Pla) = /0 /“1 F(t) dt du

Exercice 38 [02436] [Correction]

lcul

Calculer V3 ot Exercice 42 [o01990] [Correction]

/ arcsin (1 t2> dt Soit g: R — R une fonction continue.

0 + On pose, pour tout = € R,
’ . xT
Intégrales fonctions des bornes fz) = / sin(z — £)g(t) dt
0

Exercice 39 [019s7] [Correction] a) Montrer que f est dérivable et que
Soit f: R — R une fonction continue.
Justifier que les fonctions g: R — R suivantes sont de classe C' et exprimer leur F(z) = /w cos(t — z)g(t) dt
dérivée : 0
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b) Montrer que f est solution de 1’équation différentielle y” + y = g(x).

¢) Achever la résolution de cette équation différentielle.

Exercice 43 [o1991] [Correction]
Soient f: R — R de classe C! et F': R* — R définie par

Yz #0, F(z) = % "

a) Montrer que F peut étre prolongée par continuité en 0. On effectue ce

prolongement.

b) Montrer que F est dérivable sur R* et exprimer F’(z) & 'aide d’une intégrale

¢) Montrer que F est dérivable en 0 et observer F'(0) = 0.

Exercice 44 [oooss | [Correction]
Soit f continue de R dans R telle que

2y+x
V(z,y) € R, f(z) — f(y) = / f(tydt

T4y

Montrer que f est de classe C' et déterminer f.

Exercice 45 [oo0276] [Correction]

Pour z € ]0;1[, on pose
“
@(x)—/m nt

a) Montrer que ¢ est bien définie et que cette fonction se prolonge par

continuité en 0 et en 1.
b) En déduire la valeur de
1
-1
/ i dx
o Inz

Exercice 46 [ 02444 ] [Correction]
Soit

a) Calculer les limites de f en 0T et +o0, la limite en +o0o de f(z)/z et montrer
que f(z) tend vers In2 quand x tend vers 1.

b) Montrer que f est de classe C* sur R mais qu’elle ne I'est pas sur R,
c) Etudier les variations de f et tracer sa courbe représentative.
Exercice 47 [o37ss] [Correction]

2met
f:a:»—)/ —dt
z U

est définie et dérivable sur R*.

a) Montrer que la fonction

b) Déterminer la limite de f en 0.

Exercice 48 [oo0275] [Correction]

Soit )
T cht
fireR / CT dt
a) Etudier la parité de f. On étudie désormais f sur ]0; +ool.

b
¢

d

Prolonger f par continuité en 0.
Montrer que f est de classe C' sur R, .

NN NN

Branches infinies, allure.

Exercice 49 [oo0277] [Correction]
Soient f € CY(R,R) et g: R* — R définie par

a) Prolonger g par continuité en 0.

b) Montrer que la fonction ainsi obtenue est de classe C! sur R.

Exercice 50 [ 03789 ] [Correction)]
Etude et graphe de la fonction

2z dt
:E'—)/ _—
e VI+E At

On préciser le comportement de la fonction quand = — 0 et quand z — +oc0.
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Exercice 51 [o02617] [Correction]
Pour tout x € [1;+00], on pose

z t
F(a:):/1 7ﬁt3_1dt

a) Montrer que la fonction F' est bien définie, continue sur [1;+4o00] et de classe
C*> sur |1;4o0].
Exprimer sa dérivée F'(x)

=3

Etudier la dérivabilité de F en 1. Préciser la tangente au graphe de F en 1.
Etudier la limite de F en +oo.

o

jol
_ L=

Justifier que F réalise une bijection de [1; 4o00[ sur un intervalle & préciser.

Justifier que F~! est dérivable sur ]0; +oo[ et solution de I’équation

différentielle
yy' =Vy? -1

f) Etudier la dérivabilité de F~' en 0.

@

Sommes de Riemann

Exercice 52 [o01998] [Correction]
Déterminer les limites des suites définies par le terme général suivant :

a) ZZ:1 TLQL—HCQ b) ZZ:1 n2—’&€-k2

1
¢) Yiot e

Exercice 53 [01999] [Correction]
En faisant apparaitre une somme de Riemann, déterminer un équivalent simple de

S, = zn:\/é
k=1

Exercice 54 [oo0744 ] [Correction]
Déterminer la limite de la suite de terme général

CO¥

Exercice 55 [02785] [Correction)]

Etudier les limites de ([Tj_, (1 + %))1/71

et de ([T (1+ )"

Exercice 56 [o027s6] [Correction)]
Calculer les limites de

isin <k) sin (k) et isin2 !
k=1 " n? k vk +n

=1

lorsque n — 4o00.

Exercice 57 [o2787] [Correction]

SineN*etzeR,soit fr(z) =1, sm; 2)

Soit x,, le plus petit réel strictement positif en lequel f,, atteint un maximum
local. Calculer lim f, ().

Exercice 58 [03198] [Correction]
Déterminer un équivalent quand n — +oo de

- 1
=2 (n + 2k)3

k=1

Exercice 59 [ 03768 ] [Correction)]
Etudier la suite suivante

r()+r(2)+--+rn)

n2

Up =

avec r(k) le reste de la division euclidienne de n par k.
Indice : étudier la suite suivante

_ M)+ (n—r@) 4+ (n—r(n)

n =

n2

Exercice 60 [o03428] [Correction]
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a) Déterminer
b) Pour « > 1, déterminer

¢) En déduire

Exercice 61 [o02664] [Correction]

a) Soit n € N*. Montrer que

n—1
km
X —1=(X?-1 X2 -2Xcos— +1
(-l cos - +1)

b) Soit un réel a # £1; déduire de a) la valeur de

/ In(a® — 2acost + 1) dt
0

Formules de Taylor

Exercice 62 [o2s816] [Correction]
Enoncer et établir la formule de Taylor avec reste intégrale.

Exercice 63 [o0291 ] [Correction]
Etablir que pour tout x € [0;7/2],
L s

1 3 < gj < 1 3 +
r— T s x r— =T —Z
6 - 6 120

Exercice 64 [03217] [Correction)]
[Egalité de Taylor-Lagrange] Soient f: I — R et a € I. Montrer que si f est de
classe C" 1 alors

n f(k)(a) x f(n-i—l)(c)

VwEI,EICGI,f(x):kZ:O i x—a) —l—m(m_a)nﬂ

Exercice 65 [o02001] [Correction]
Montrer que pour tout n € N et tout z € R

n+1

C | e
e — i g st
= k! (n+1)!
En déduire
n ok
A2 g
=0

Exercice 66 [02002] [Correction]
En appliquant l'inégalité de Taylor-Lagrange a la fonction « +— In(1 + z) entre 0
et 1, montrer que :

1 1 1
l1--4+-—-+--+——— — In2
2+3 4+ + n

n n—-+oo

Exercice 67 [00295] [Correction]
En exploitant une formule de Taylor adéquate établir

n 1 k
lim (k‘ )1
n—-+4oo = —+

=1In2

Exercice 68 [02000] [Correction]
Soit g: [0;1] — R une fonction continue.
Déterminer les fonctions f: [0;1] — R, deux fois dérivables, telles que

fO)=f1)=0et f"=g
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Exercice 69 [02003] [Correction]
Soient f: R — R de classe C? et a € R.

Déterminer
L fath)—2f(a) + f(a—h)
im
h—0 h?

Exercice 70 [o00293] [Correction]
Soit f: R — R de classe C2. On suppose

f@), f"(z) — 0

r—r+00

Montrer que
fll@) — 0

r—+00

Exercice 71 [o0297] [Correction]
Soient f:[0;1] — R une application de classe C? et

Su =Y fk/n®) = nf(0)
k=1

Déterminer la limite de la suite (Sy,).

Exercice 72 [o00296] [Correction]
Soit f: R — R de classe C? telle que f”(0) # 0.

a) Montrer que, pour chaque x € R*, il existe § € ]0; 1| vérifiant la relation

f(x) = f(0) + xf'(0x)

b) Montrer qu’au voisinage de 0 ce 6 est unique.

¢) Déterminer la limite de 8 quand x — 0.

Exercice 73 [o2s817] [Correction]

a) Montrer, pour tout = € |0;7/2[, existence de 6, € ]0; 1] tel que

23
sine =x — 5 cos(x0)

b) Etudier la limite de 6, quand z tend vers 0 par valeur supérieure.

Exercice 74 [o0255] [Correction]
Soient n € N* et ¢: R — R une fonction de classe C" telle que

a) Montrer que
Vo <p<n?(z) = ofz"7)

z—0

b) On introduit ¢): R — R définie par

Montrer que
0 <p<n,g®(z) = of@" )

r—r
En déduire que v est de classe C"~! sur R.
c¢) Soient f: R — R de classe C" et g: R — R définie par

f(x)—f(0) six 75 0
9@) = 1'(0) sinon

Montrer que g est de classe C" 1.
d) Soient f,g: R — R de classe C™ telles que

f(0)=0,g9(z) =0 < z=0cet g'(0) #0
Montrer que f/g est de classe C"~ 1.
Propriétés de l’intégrale

Exercice 75 [o01965] [Correction]
Soient f: [a;b] — R une fonction continue par morceaux et ¢ € |a;bl.
Montrer que

bia/abf(t)dtﬁmax <C_1a/acf(t)dt,bic/cbf(t)dt>
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Exercice 76 [o01967] [Correction]
Soit f: [a;b] = R continue. Montrer

LU@&

Exercice 77 [o1767] [Correction]
f étant continue sur [a;b] et & valeurs dans R, trouver une condition nécessaire et

suffisante pour que
b b
/fumxz/uwmm

Exercice 78 [o03051] [Correction]
Soient (a,b) € R* avec a < b et f € C%([a;],C).
A quelle condition portant sur f a-t-on

K4wa

Exercice 79 [o1968] [Correction]
Soit f:[0;1] — R continue telle que

! 1
Af@&za

Montrer que f admet un point fixe.

b
= / | £(¢)| dt si, et seulement si, f > 0ou f <0

Exercice 80 [o01969] [Correction]
Soit f: [a;b] — R une fonction continue.
Montrer :

b
%GMM@%;/fM&Zﬂ@

Exercice 81 [o1970] [Correction]
[Formule de la moyenne] Soient f,g: [a;b] — R continues avec g > 0.
Montrer qu'il existe ¢ € [a;b] tel que

b b
/ﬂWMM#@/MMt

Exercice 82 [03092] [Correction)]
[Seconde formule de la moyenne] Soient f, g: [a;b] — R deux fonctions continues
avec f décroissante et positive.

a) Pour n € N*, on pose

n—1 ant1 .
Sn = Zf(ak)/ g(t) dt avec ay, Za—l—kﬂ

k=0 ak n
Montrer que

b
S =2 /a f(t)g(t)dt

b) On introduit G la primitive de g s’annulant en a.
Montrer que

f(a) r[nibr]lG < S, < fla) T[HaéfG

c) En déduire qu’il existe ¢ € [a;b] vérifiant

b c
L/ﬂwmwzﬂw/gwa

d) Soient f,g: [a;b] — R continues avec f monotone.
Montrer qu'’il existe ¢ € [a;b] tel que

b c b
/f@ﬂwﬂ=ﬂw/g®&+ﬂw/g®&

Exercice 83 [o3188] [Correction]
Soit f une fonction réelle de classe C! positive et décroissante sur I = [a;b].
Soit g une fonction continue sur I. On définit G: I — R par la relation

G(z) = / g(t)dt
a) Montrer qu’il existe m, M € R tel que
G ([asb]) = [m; M]
b) Montrer que

b b
/f@mw&:ﬂwmmf/fﬁm@w
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¢) En déduire qu'’il existe ¢ € [a;b] tel que

b c
/ F(Hg(t)dt = (a) / o(t) dt

Exercice 84 [o1971] [Correction]
Soit f: [0; 7] — R continue.

a) Montrer que si
/ f(t)sintdt =0
0

alors il existe a € |0; 7| tel que f s’annule en a.

b) Montrer que si
/ f(t)sintdt:/ f(t)costdt =0
0 0

alors f s’annule 2 fois sur ]0; 7[.
(indice : on pourra regarder [ f(t)sin(t — a) dt).

Exercice 85 [o01972] [Correction]
Soient (a,b) € R? tel que a < b, f: [a;b] — R continue et n € N telle que

b
vk €{0,1,...,n} ,/ t*f(t)dt = 0

Montrer que la fonction f s’annule au moins n + 1 fois sur [a;b].

Exercice 86 [o01974] [Correction]
Soit f: [a;b] — R continue par morceaux. Montrer que la fonction

b
T / f(t)sin(xt) dt

est lipschitzienne.

Exercice 87 [02966] [Correction]
Soient f: [0;1] — R continue telle que

/Olf(t)dt:O

m le minimum de f et M son maximum.
Prouver

/1 fA(t)dt < —mM
0

Exercice 88 [02967] [Correction]
Soient f et g deux fonctions croissantes et continues sur [0;1]. Comparer

/Olf(t)g(t) dt et (/Olf(t) dt) x (/Olg(t) dt)

Limites d’intégrales

Exercice 89 [o01978] [Correction)]
Déterminer les limites suivantes sans pour autant calculer les intégrales
correspondantes :
. 2 dq¢ . 2
a) b) limg 100 fm i limg 4 o0 fx

T sint
. xT . 2 t dt
lim, o+ f_x sint< dt c)

Exercice 90 [oo02s6] [Correction]
Déterminer les limites suivantes sans pour autant calculer les intégrales

correspondantes :
: 2z ot dt
a) hmm—>0+ fx t

2x g1/t

b) limg sy 27 <2 dt

) limg 400 fw% M dt

Exercice 91 [o1976] [Correction]
Soit f: [0;1] — R continue. Montrer que

/1t”f(t)dt 0
0

n—roo

Exercice 92 [o1977] [Correction]
Soit f: Ry — R continue. Déterminer
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Utilisation de primitives Suites dont le terme général est défini par une in-

tégrale
Exercice 93 [o033s80] [Correction]
Soit f:[0;1] — R continue vérifiant

/lf(t)dtO
0

Montrer qu’il existe = € |0; 1] vérifiant

Exercice 97 [01994] [Correction]
Pour p et ¢ entiers naturels, on pose :

Iy = /b (t—a)P(b— )4 dt

" a) Former une relation de récurrence liant I, ; et Ip4q,4-1.
/ tf(t)dt =0 b) Donner une expression de I, ; & I'aide de factoriels.
0

Exercice 98 [01997] [Correction]

Exercice 94 [01966 ] [Correction] [Intégrales de Wallis] Pour n € N, on pose
Soit f: R — R continue et T > 0. On suppose que
/2
o+T I, = / sin” t dt
/ f(t)dt =cC*e 0

a) Montre el, = [Mcos"tdt et I, >0
Montrer que f est périodique. ) Montrer qu Jo s n

b) Montrer que pour tout n € N, on a

n+1
. . In+2 - 7171

Exercice 95 [o01973] [Correction] n+2

Soit f: [0;1] — R continue. Montrer que f posséde une unique primitive F telle

que ¢) Donner une expression de I,, & aide de factoriels en distinguant les cas

1 n=2petn=2p+1.
/ F(t)dt =0 d) Etablir que pour tout n € N,
0

(n + 1)In+lln = g et In+2 < InJrl < In

Inégalité de Cauchy-Schwarz

e) Déterminer un équivalent de I,,.
Exercice 96 [oo0057 ] [Correction]
[Inégalité de Poincaré] Soit f € C1([0;1],R) avec f(0) = 0.
a) Montrer que Exercice 99 [o01992] [Correction]
On pose, pour n € N

1 t2dt<1 l’tzdt ¢! n
| rara<s [ra e [,
0

n!

b) Si f(1) =0, améliorer I'inégalité obtenue en a). a) Montrer que la suite (I,,) tend vers 0.
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b) Montrer que
1
L= ———+1,
CE A

¢) En déduire que

. 1
°=Jm > g

k=0

Exercice 100 [ 01993 ] [Correction]
Pour n € N, on pose

In:/ (Inz)" dx
1

a) Calculer Iy et I.
b) Etablir une relation liant I,, et I,, 1.
¢) En déduire que

VneN,0< I, < —

n+1
d) Déterminer la limite puis un équivalent simple de (I,,).
e) Soit (uy) une suite réelle définie par

up=aetVn € NJu,11 =e— (n+ 1)u,

On suppose que a # Iy, montrer, en étudiant D,, = |u,, — I,,|, que
|ty | = +00.

Exercice 101 [01995] [Correction]
Soient n € N et x € 10; .

a) Justifier existence de

I = /7T cos(nt) — cos(nz) gt
0 cost — cosT

b) Exprimer I,,. On pourra commencer par calculer Ip,11 + I,,_1.

Exercice 102 [ o01996 ] [Correction]

Pour n € N, on pose
bode
U, =
" o 1+azm

Calculer ug, u1, us.

)
b) Montrer que (u,) est une suite strictement croissante.
) Montrer que u,, — 1.

)

Etablir

1 1

"d In2 1

VnEN*,/ * gC:n——f/ln(l—l—x")dx
o 1+an n n Jo

e) Montrer que
1

lim In(l1+2")dz =0

et en déduire que

Exercice 103 [ 00288 ] [Correction]
Pour p, g € N, calculer

1
gﬂzllﬁa—@%u

Exercice 104 [ 00289 ] [Correction]
Pour n € N, posons

/2
I, = / (sint)™ dt
0

a) Pour n > 2, former une relation de récurrence liant I,, et I,,_o.

b) En déduire I'expression de I,, selon la parité du naturel n.

Exercice 105 [ 02981 ] [Correction]
Déterminer un équivalent lorsque n — +oo de

1 t n
I, = — ] dt
" /0 <1+t2>

Exercice 106 | 00322 ] [Correction]

Soit )
h:/ A ¥
o T =+ 1
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a) Montrer que I, — 0 en décroissant.

b) Simplifier I,, + I,,+1 et en déduire une expression de I,, a l'aide d’un symbole

sommadtoire.

¢) Déterminer

d) Exploiter

pour déterminer

Exercice 107 [o1s60] [Correction]

a) Calculer

bt
o 1412
b) Etablir, pour tout n € N

1 n 1 n42n+2
—1)"t
-1 kt%dtzE /(7dt
[ X i) e

c¢) Justifier

1t2n+2 1 1
og/ 2dt§/ 224t =
o 1+1¢ 0 2n+3

d) En déduire

~ (=1)* 7r
1; %+ 1 noce 4
Calcul de primitives de fonctions rationnelles

Exercice 108 [01232] [Correction]
Déterminer les primitives des expressions proposées en indiquant ’ensemble de
validité :

a) i €) 773 ) =5
1 1 . 1
b) z(z2—1) f) z(z2+41) J) d+r24+1
+1 1
c) e g) ﬁl+1 k) (a2 4z+1)2
1 1
d) 2 —2x+2 h) 13.L—1 1) xd+1
Exercice 109 [o1233] [Correction]
Calculer les intégrales suivantes :
1 q 1 1 arct
a) Jo zierT b) fo wirde <) Jo Tt 4z

Exercice 110 [o1234] [Correction]
Soit n € N*. On désire déterminer la primitive sur R s’annulant en 0 de la fonction

1

fn:me

a) Justifier Pexistence et I'unicité de la fonction cherchée. Celle-ci est désormais
notée F,,.

b) Calculer F(z).
¢) En procédant au changement de variable x = tan §, déterminer F(x).

d) En s’aidant d’une intégration par parties, former une relation de récurrence
entre F,11(x) et F,(x).

e) Calculer F5(z).

Calcul de primitives ou d’intégrales se ramenant a
une fonction rationnelle

Exercice 111 [o01235] [Correction]
Déterminer les primitives des expressions proposées en indiquant ’ensemble de
validité :

a)ﬁ c) ver —1
b) #rre 9 T
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gxlertlzice 112 [o1236] [Correction] a) 11};}?1 c) Sh;}%
alculer h 1
/1 dz b) 1—‘:chz2 x d) ch3 x
0 e? 4 1
Exercice 119 |o1242] [Correction]
Exercice 113 [o1237] [Correction] Calculer )
Déterminer les primitives des expressions proposées en indiquant ’ensemble de dz
validité : o chz
a) lfS;s:I;z C) cosl4a:
b) —sing d) Exercice 120 [o1243] [Correction]
1+sin? z cos x p . o eps . , T y
Déterminer les primitives des fonctions proposées en indiquant ’ensemble de
validité :
Exercice 114 [o1238] [Correction]
, . e . a) z b) M z—1
Déterminer une primitive sur R de la fonction 1+vz+1 1+/z c) z—2
1
T —
3+ cosx . .
Exercice 121 |[o1244 ] [Correction]
Déterminer les primitives des fonctions proposées en indiquant ’ensemble de
Exercice 115 [o03774] [Correction] validité :
Calculer pour tout = € R 'intégrale
a) x+1 d) 1
/z dt Vo PR
-z _ 2 2_
0 3+ cos?t b) ey Ve et 6 e) Y21
) x+1
Va?l
Exercice 116 [o1239] [Correction]
Calculer :
P P o Exercice 122 [o01245] [Correction]
™ d T d 0 7 .
a) [ s b) fo Tremrooss c) fo Treo®s Sur |—1/2; +o00[, déterminer
/ dx
Exercice 117 [o01240] [Correction] 2z +1)Vat+a+1
Pour « € |0; 7], calculer
/ /2 sin a d
" dz . .
s 1+cosacosz Exercice 12'3 01246 [(?orrectlon]
Calculer les intégrales suivantes :
Exercice 118 [o01241] [Correction]
Déterminer les primitives des fonctions proposées en indiquant I’ensemble de
validité :
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3 dz 2 dz 1 dz
a) J; Vi(z13) b) o Vatl(z+4) c) |, VItatvi-z
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Exercice 1 : [énoncé]
Pour y > 2 >0,

Vy— Vo) =y+r—-2/ry<y—=x
donc

Vi—Vr<\y—=z
VI = V| <]y — 2

Par symétrie
Vz,y > 0,

Soit & > 0. Considérons n = &2 > 0.
Pour tout z,y > 0,

ly—z|<n = |Vy—Vr|<Vly—z| <=«

La fonction racine carrée est donc uniformément continue.

Exercice 2 : [énoncé]
Par I’absurde supposons que x + Inz soit uniformément continue sur R .
Pour € =1, il existe n > 0 tel que

Ve,y > 0,ly—2| <n = |lny—Inz| <e

Pour y =z + 7,

lny —lnz| =1n (m—l—n) — 400

x z—0t

Absurde.

Exercice 3 : [énoncé]
Soit f:[0;1] — R définie par

fla) = {xlnx six #0

0 sinon

f est continue sur le segment [0; 1], donc uniformément continue sur [0;1] et donc
a fortiori sur ]0;1].

Exercice 4 : [énoncé]
Pour € = 1 > 0 'uniforme continuité assure I'existence d’'un « > 0 tel que

Vo,y R [z —yl <a = [f(z) - fly)l <1

Posons n = |z/a]. On a |f(a) — f(0)| < 1, |f(2a) — f(a)| < 1,...,

[f(na) — f((n—1Da)| <1et|f(z) — f(na)] <1 donc en sommant

|f(z)— f(0)] <n+1puis |f(z)| < |z/a) +14+|f(0)] <ax+baveca=1/a et
b=1+17(0)

Exercice 5 : [énoncé]
Pour € = 1, il existe a > 0 tel que

Yo,y € 051y —a[ <a = [f(y) - f&)| <1

Par suite, pour tout z € [1 —a;1[, on a |f(z) — f(1 — «)| <1 puis

F@)] <1+ £ - ).

De plus, la fonction f est continue donc bornée sur le segment [0;1 — ] par un
certain M.

On a alors f bornée sur [0; 1] par max {M,1+ |f(1 — a)|}.

Exercice 6 : [énoncé]
Soit € > 0. Il existe A € R, tel que

Ve > A |f(z)| <e/2

et alors
Va,y € [A;+ool, [f(y) — f(z)] < e (%)

De plus, f est continue sur [0; A] donc uniformément continue et il existe o > 0
tel que
Vo,y € (05 AL |y — 2| <o = |f(y) - f(2)] < e(*)

Soit z,y € Ry avec |y — 2| < a. On peut supposer x < y.

Siz,y€[0;A4],ona |f(y) — f(x)| < e en vertu de (**)

Siz,y € [A;400[, on a a nouveau |f(y) — f(z)| < € cette fois-ci en vertu de (*).
Size[0;A] et y € [A;+00], on a nécessairement |z — A| < a. (*) et (**) donnent
alors

[f(@) = f)l < [f(2) = F(A)] +[f(A) = fly)] < 2¢

Quitte a adapter le € de départ, on obtient ce que 'on veut.

Autre méthode : on introduit g = f o tan définie sur [0;7/2[ que I'on prolonge par
continuité en 7 /2. Ce prolongement est continue sur un segment donc
uniformément continue. Puisque f = g o arctan avec arctan lipschitzienne, on
obtient f uniformément continue!
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Exercice 7 : [énoncé]
Soit € > 0. Puisque f est uniformément continue, il existe o > 0 vérifiant

Vo,y>0,ly—z|<a = |f(y) - f(z)| <e

Considérons alors la suite (f(na)). Puisque celle-ci converge vers 0, il existe
N € N vérifiant
Yn > N, |f(na)| <e

Posons A = Na. Pour x > A, il existe n > N vérifiant
[na —z| <«

et donc

[f(@)] < [f(z) = flna)| + [f(na)] < 2¢

On peut alors conclure que f converge vers 0 en +o0.

Exercice 8 : [énoncé]

Soit A ’ensemble des n € N tel qu’il existe une subdivision o = (ag, . . ., ay)
adaptée a f.

A est une partie non vide de N, elle posseéde donc un plus petit élément p.
Il existe une subdivision o = (ao,...,a,) adaptée a f.

Montrons que toute subdivision ¢’ = (bg, b1, ..., b, ) adaptée a f est plus fine que o.

Par Pabsurde : supposons i € {1,2,...,p — 1} tel que a; ¢ {bo,b1,...,bn}.

On peut alors affirmer qu’il existe j € {1,2,...,n} tel que a; € ]bj_1;b;[.
Comme o et ¢’ sont adaptées & f on peut affirmer que f est constante sur
lai—1;ail,]ai;aip1] et [bj_1;b;[ puis que f est constante sur Ja;—1; a1}

Par suite la subdivision ¢’ = (ag, . - ., ap) est adaptée a f or cela
contredit la définition de p.

<y Qi—1,5Ai41, - -

Exercice 9 : [énoncé]
Cette fonction n’a pas de limite en 0, elle n’est donc pas continue par morceaux.

Exercice 10 : [énoncé]
Dans chaque cas la détermination d’une primitive est (assez) immédiate

a)
/th_ !
L2t 2

b)
/1 o [arctan t], = il
o 1+12 0 4
¢)
1/2 dt
/0 TE [arcsin t]é/2 = %

Exercice 11 : [énoncé]

a) En linéarisant

27 27 . 27
1 2t t 2t
/ COSQtdtZ/ ﬂdt: 7+sm =7
0 0 2 2 4 |,

b) On connait une primitive du logarithme ou 'on intégre par parties
2
/ Intdt = [tlnt —t]; =22 -1
1

¢) On reconnait une forme u'/\/u

/01\/1:_7t2dt= [\/Htﬂ::\/i—l

Exercice 12 : [énoncé]
Sim =n =0 alors

2
Iyn = / dt =27
0

2 2m 1 1
Iy, = / cos2(nt) dt = / —+ —cos(2nt)dt =
’ 0 o 2 2

Sim =n # 0 alors

Si m # n, en exploitant
1
cos(mt) cos(nt) = B (cos(m + n)t + cos(m — n)t)

on obtient

1 sin(m + n)t]o"

[sin(m — n)t]

)

27 2m
1
Iym = 7/ cos(m+n)tdt+7/ cos(m —n)tdt = [
2 /o 2 Jo

2(m+n) 2(m —n)
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Exercice 13 : [énoncé]

Par linéarité de l'intégrale, il suffit de vérifier la relation pour Q = X" avec n € N.

D’une part

1 1
I I Y e e
/1Q(t)dt_[n+1t ]1_ n+1

et d’autre part
™ ei(n+1)7r -1

" 0\ 0 19 _ 1 i(nt1)e|
/0 @(e7)edo = [i(nJrl)e L)_ i(n+1)

Si n est impair alors
1 ™ ) )
/ Qt)dt=0= —i/ Q(e")e? db
-1 0
Si n est pair alors

-2
i(n+1)

1 T
/ Q(t)dt = 2 e / Q(e%)e? dg =
-1 0

n+1

et la relation voulue est encore vérifiée.
Une alternative plus courte, mais moins élémentaire consister a exploiter que la
forme différentielle

w(w,y) = Q(2) dz = Q(a + iy) (dw + i dy)

est exacte et que donc son intégrale curviligne le long d’un pourtour fermée est
nulle.

Exercice 14 : [énoncé]

a) On peut écrire
1—2\cosz + A? = (A — cosx)? +sin’ x

et par conséquent 1 — 2\ cosx + A2 > 0 pour tout z € R car |\| # 1.

La fonction f) est donc définie sur R. Elle est de classe C*°, 2m-périodique et

impaire. Nous limitons son étude & l'intervalle [0 ;7).

Le cas A = 0 est immédiat puisque fo(z) = sinz. On suppose dans la suite
A#0.

On a

cosx(1 — 2\ cosx + A?) — Asin?z

(1 —2X\coszx + )\2)3/2

M) =

fi(z) est du signe de
A cos(z) — M1 4 cos? z) + cosz = (Acosx — 1)(\ — cos )

Cette expression s’annule en changeant de signe pour cosz = A ou

cosx =1/
Pour || < 1,
T 0 arccos A T
fi@) + 0 -
NGRS 1 N0
Pour [A] > 1,

x |0 arccos 1/ i
f(z) + 0 -
NGO N ANS VO N VI

b) Pour A =0, on a

/Oﬂ folz) dz :/OW sin(z) dz — 2

Pour A # 0, on peut directement calculer I'intégrale en reconnaissant une
former «’/1/u. On obtient

/O Alz)de = % [\/1 —zxcosa;w\z};r _ w

Pour [A] < 1,
/ (@) de =2
0

Pour |\ > 1,
4 2
H(x)de = —
|, =g

Exercice 15 : [énoncé]
La fonction x +— In(1 + tanz) est définie et continue sur [0;7/4] donc I existe.
In(1+ tanz) = In(cos z + sinz) — In(cos z) et cosz + sinz = v/2cos (I — ).

Ainsi /4 /1
1 2 ™ s
=12 —|—/ In cos (z—x> dx—/ In(cos ) dx
8 0 4 0
or
w/4 - w/4
/ In cos (x — 7> de = / In cos(t) dt
0 4 t=1-xJo
donc 109
;T
8
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Exercice 16 : [énoncé]

a) On reconnait une forme u'e*

1
/tet2 dt = §et2 + Cte

b) On reconnait une forme u'u
Int
/ DVt = Z(lnt)? + Cte

¢) On reconnait une forme u’'/u

dit

te
Tz =Iln|lnt|+C

Exercice 17 : [énoncé]
a) C’est une forme u'u donc
. 1 s 2 te
costsintdt = 5 sin t+C
b) C’est une forme u’/u donc

/tantdt = —In|cost| + C™

c¢) On se rameéne & une forme v/u? via cos?t = 1 — sin? ¢

1
/COSStdt:/cost—/costsith:sint—gsingt—i-C’te

Exercice 18 : [énoncé]
Dans chaque cas on reconnait une forme u’f(u)

)f%dtz%ln|1+t3|+0te sur |—oo; —1[ ou ]—1;+o0.
) | Amdt=vV1+#+C sur R
fl+t4 dt = % arctant? + C'¢ sur R.

Exercice 19 : [énoncé]

a) En isolant partie réelle et imaginaire
dt 1 dt t+1
/, :f/ ,:—z‘/iJert
iw+1 i) t—1 241
dt i
/ Fron arctant — %ln(t2 + 1)+ C*

/et costdt = Re </ eIt dt>

/e(1+i)t qf = L i Lot
1+

puis

b) On observe

et

donc o
/e costdt = 5 —(cost +sint) + C*

/tsin te! dt = Im (/ te(1+0t dt)

et par intégration par parties

/te““)tdt:LigL Jatrror 4 e

¢) On observe

donc .
/tsintet dt = %(tsinH— (1 —t)cost) + C*

Exercice 20 : [énoncé]
On peut écrire

1 t—a+ib t—a w b
t—XA  (t—a)2+b2 (t—a)2+b2  (t—a)2+b2
or t 1
—a _ 2 2 te _ te
et

b t—
/ m dt = arctan + Cte

puis la formule proposée.
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(t—1)sintdt =sint + (1 —t) cost + C*®.
(t+1)chtdt = (t+1)sht—cht+ C*.

Exercice 21 : [énoncé] b)

J
c) [

a) Par intégration par parties

1 1 1 1
/tlntdt = §t2 Int — / §tdt = §t2 Int — ZtQ +C'e Exercice 23 : [énoncé]
Par intégration par parties
b) Par intégration par parties a)
1 ) i1l 1 2t2
1 1 2 dt /ln1+t dt = |tIn(1+¢ —/ ——dt
tarctantdt = —t>arctant — - | —— 0 ( ) [t1n( )]0 o 1+t
2 2) 1412 o
En écrivant )
puis en écrivant 2t —9_ 2
2 oL 142 142
t2+1 1412 on obtient
on obtient 1 1
tarctantdt = 3 ((t* + 1) arctant — t) + C** / In(1 4 t)dt =In2 — 2[t — arctant], = In2 — 2 + %
0
o 2, 2
c) En écrivant sin®¢ =1 — cos™¢ b) Par intégration par parties
.3 _ . . s 2 e 1 € 1 e n+1 1
/tsm tdt /tsmtdt /tsmtcos tdt / M Intdt — p e P / gy — e +
1 n+1 . n+1J/ (n+1)2
D’une part
/tsintdt —int — teost 4 Ot ¢) Par deux intégrations par parties
ez . . e " e’ - e”
D’autre part, par intégration par parties / sin(Int) d¢ = [¢tsin(Int)]] —/ cos(Int) dt = — [t cos(Int)]] —/ sin(Int) dt
1 1 1
1 1
/tsintcothdt: —gtcos‘n’t—i— g/cosstdt donc i
e 1 o eT+1
avec sin(Int) dt = -3 [tcos(Int)]; = 5
1 1
/cos3 dt = /costdt - /costsithdt =sint — 3 sin® ¢
Finalement Exercice 24 : [énoncé]
2 1 1 Par intégration par parties
/tsimgtdt:fsint—tcost—i—ftcos?’t—&—fsin3t—|—Cte & pat b
3 3 9 a)
1 ) 1
Exercice 22 : [énonc /o arctantdt = [tarctant], — /0 TIe dt
Par intégration par parties T 1 a1 7™ In2
2 —t 2 —t t =7 =5 W@+, =7 ——
a) [(P—t+1)etdt=—(t>+t+2)e 4+ Ct. 4 2 0 4 2
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b)

/1t tantdt = » [ arctan ]! 1/1 £
arctan = — [t?arctant| — = —_—
o 2 072 ), 1+
T 1 it + t]l T 1
= — — — [t —arctant], = — — =
g8 2 O 42
Exercice 25 : [énoncé]
Par intégration par parties
1 1 o2
2t 0
11t2dt=t11t21—/ dt=In2+ = —2
/(Jn(+) [n(+)]0 01—|—t2 n+2

Exercice 26
Ecrivons

: [énoncé)

b
/ eQiTrf(t) dt = f/(t) 247 f(t) dt
a o f'(1)

Par intégration par parties

PP minrey 1 [TOT 1) e
/th) dt‘[zz‘wf'a)L*m/aff(t)zez a

Quitte & considérer

—f, supposons f” >0

b rn

bt 2im £ (t)
A e YT e T T

o J'(1)?

et donc

1 1 1

’ f/(t) eQiﬂ'f(t) i 1
/a o Y S [If’(b)l T F@ T @) )

Selon le signe (constant) de f’, le terme en f’(b) ou le terme en f’(a) se simplifie

et on obtient

f (t) 217rf t)
AN

,mr

Exercice 27 : [énoncé]

a)

de 2udu 2du
" = = = 2arctan u + C'* = 2arctan \/1? + Cte
/\/iwﬁu-ﬁ/ww /1+u2

b)

Intdt ue® du udu 1
= - — ZIn(l+u2)+C% = ZIn(1 + In )+
/t+t(lnt)2 u:lnt/eu+e“u2 /1+u2 2 n(l+u?)+ n(l+ ™)+

/thdt_/udu_/l 1
et +1lu=et) u+1 u+1

Exercice 28 : [énoncé]
Par le changement de variable u =

/t\/tzi / 2l = arctan(\/12 — 1) + C*¢

[énoncé]

c)

du=u—In(1+u)+C"*=¢e" —In(l +e") + '

2 —1

Exercice 29 :

a)

/e dt - /1 du 7
1 t+t(lnt)2 u=Int 0 1+7,L2 o 4

— [2Vu+1], =

¢ dt L du
Tt b T uen 2(v2 -1
/1 tmu:lnt/(; \/m ( )

/1 dt / du / 1 Ly
_ = —_— = _— u =
o e+ 1lu=etJ; ulu+1) 1 u u+1

Exercice 30 :

¢)

nu—In(u+ 1)]] = In2—In(e+1)+

[énoncé]
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I

1 /2
/ V1-t2dt = / cos? udu =
0

t=sinu 0

1
/ 21 —2dt =

0 t=sinu

w/2 1 /2 -
/ sin? ucos? udu = — / sin? 2udu = —
0 4 Jo 16

ZInt V2 NG
/—dt = / 2Inu?du=4[ulnu —ul}? =2v2In2 - 4v2 +4
1 VE o u=vila

Exercice 31 : [énoncé]

a) Par le changement de variable u = 7/4 —t

w/4 0 - w/4 -
/ lncostdt/ —Incos (f—u) du:/ In cos <f—t) dt
0 /4 4 0 4

b) On a
w/4 w/4
/ In(1 + tant) dt = / In(cost + sint) — Incostdt
0 0
or -
cost +sint = \/icos (Z — t)
donc

w/4 w/4 In2
/ ln(1+tant)dt:/ 1n\f2+lncos<%ft)flncostdtzwé1
0 0

Exercice 32 : [énoncé]

a) Par le changement de variable z = 7 —t on a

/”/2 cost dt—/ﬂ/Q sint dt
o cost+sint  J, cost+sint

Or

w/2 ¢ /2 int w/2
/ L.dw/ g :/ dt
0 cost +sint 0 cost +sint 0

/”/2 cost dt_/”/2 sint N
o cost+sint  J, cost+sint 4

b) Via le changement de variable t = sinz (avec z € [0;7/2])

donc

COST

= s P
0o V1I—tZ+1t o cosz+sinx 4

Exercice 33 : [énoncé]
Par le changement de variable t =a+b— 2

/abacf(a:)d:c/ab(aert)f(t)dt

donc

2/ab:nf(x)d:c (a+b)/abf(x)dx

Exercice 34 : [énoncé]
a) Par le changement de variable © = m — ¢, on obtient

I= /Oﬁtf(sint)dt _ /OW (7 — u) f(sin w) du

et donc

2]:/Wtf(sint)dwr/w(w—u)f(sinzL)du=7r/wf(SiHU)du
0 0 0

puis l'identité proposée.

b) En observant cos?” z = (1 — sin? z)", on peut appliquer la relation précédente

T [T sin?"(x)
=" d
) /0 sin®"(x) + cos2"(x) v
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En coupant l'intégrale en /2 Par le changement de variable u = 3t,
w/2 . 2n( ) T " Qn( ) 1 1 w/2 1 1
T sin®"(x sin®"(x U
I, =— dx—|—/ dz / 322 — 223 dx:f/ (—i—sinu)cosdu
2 [/0 sin?"(z) + cos2"(z) /2 Sin?"(z) + cos?"(z) 0 I ) 3 ) n)2 ! 2 2 3
En procédant au changement de variable y = m — z dans la seconde intégrale et 32 sm/2
1 /7 1 U
2 3 _ : z
B /2 sin?" (z) /_12f(3x — 2 )dJC—g/_3 2f<2+2smu) cosSdu
Iy=m i 21 2n dz / m/
o sin™(@) + cos™(z) En découpant cette derniere intégrale en trois et en procédant aux
Enfin, en procédant au changement de variable y = 7/2 — x, on observe changements de variables affines v = —7 —u, v = u et v = ™ — u, on obtient
/2 cos?(x) 3/2 12 1 1 v+ v v—T
I, = dz / 32% — 223)da = = / ( + = sinv) (cos + cos — + cos ) dv
71-/0 sin?"(z) + cos2"(x) —1/2 g ) 3 ) _n)2 f 2 2 3 3 3
et on en déduit Enfin, en développant
/2 sin®" () /2 cos?"(x) w2 3/2 /2
2fn=7T/ —5 ; d$+/ o dz| = — / 32—23(1:3/ LR 24
l o  sin(z) + cos?"(z) o  sin“*(x) 4 cos?"(x) 2 1 [ z”) dz 3 —71'/2f 5 T g Smv Jcos g du
Finalement 2 puis la relation demandée.
I, =—
" 4

Exercice 36 : [énoncé]
Exercice 35 : [énoncé]

a) Par parité de la fonction intégrée, on a

a) L’étude des variations de ¢: x — 322 — 223 est facile et I'on obtient
I(—b,—a) = I(a,b)

x ~1/2 0 1 3/2
p(z) |1 N0 AT N0 Par le changement de variable u = 1/¢, on obtient
b 1-% —dt
b) On remarque X . I(1/a,1/b) = / e g I(a,)
80(2+Slnt)—2+2sln3t a (1+t%) 1+ti4
car il est connu que sin3a = 3sina — 4sin® a. En particulier
On a alors I(1/a,a) = I(a,1/a)
1 n/6 1 1 alors que par échange des bornes
/ (322 — 223) dx = / f (2 + 3 sin3t> costdt &
0 z=3z+sint J_r/6 I(l/a, a) _ —I(CL, 1/&)
et
3/2 ) 5 /2 1 1. On en déduit
/1/2 f(3x® —22°) dx x:%?—sint/ﬂ—/z f (2 + 5 sin 3t> costdt I(1/a,a) =0
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b) En procédant aux changements de variable proposés

b+1/b b/(b%+1)
I(a,b) =/ /
a+l/a UV Uz a/(a2+1) V 1- 2t2
et donc
b/ (b%41)

a/(a?+1)

I(a,b) = % [arcsin \@t}

c¢) Le changement de variable v = 2 4+ 1/x n’est pas bijectif quand x parcourt
]0; +o0[ mais dans les calculs précédents, il était possible de l'exploiter sans
exprimer x en fonction de v. L’hypothese a,b > 1 n’a donc pas été utilisée
dans I’étude qui précede et donc le résultat proposé se généralise
immédiatement.

Exercice 37 : [énoncé]

a) Via x = cost

T sint s
JE——
o 3+cos?t

_/l¢v_1{mmﬁq_
a3 +a? 3 V3] 33

b) Via z =/t
2 V2
dt 2dz vz
_ = n(1+2 =In(1+2v2)—1In3
| = g =M+ 20)® =+ 2v%)
c) Vinz =1/t
2 1/2 2
In(1+t)—Int / B 7 3 1
/1 t—zdt——/1 1n(x+1)dx—/3/2lnxdx—2ln2—21n3—2

Exercice 38 : [énoncé]
On réalise le changement de variable ¢t = tan 5 pour lequel sinz =
On obtient

\/g ot 271'/3 1 x
/0 arcsin (th> dt = /0 5 arcsin(sin z) (1 + tan? 5) dz

On simplifie

2t
14+¢2 "

arcsin(sinz) = x pour x € [0;7/2]

et
arcsin(sinz) = m — x pour x € [7/2;27/3]

/2 T
/ T (1 + tan? 7) dx
0 2

par intégration par parties sachant

Enfin on calcule

d
1 (Qtan 2) = 1—|—tangg

ce qui donne

/2 /2 /2
/ T (1 + tan? f) dr = [2xtan E] - / 2tan © dz

puis
/2 /2
/ SL’(l-i—tanQE)d:E:?T—‘r|:41n‘COS£H =7n—2In2
0 2 2110
et de méme 2/
4 T 2
(m —x) <1+tan27)dx: — +2In2—n
/77/2 2 V3

Au final, on obtient

/ﬁ , ( 2 ) G T

arcsin = —
0 1+¢ V3
Exercice 39 : [énoncé]

On introduit F' primitive de f sur R.

a) g(x) = F(2?) — F(2z) est C! par opérations et ¢'(z ) =2zf(x 2) —2f(2x).
b) g(:c) = 2(F(z) — F(0)) est C' par opérations et ¢'(z) = [, f(t)dt +z f(z).
c) g fzx f(u)du = F(2z) — F(x) est C! par opérations et

<> =550 - 1(0)

Exercice 40 : [énoncé]

a) ¢ est continue sur R donc f(x) existe.

—2x 2x
ht h
Vz € R*, —x € R* etf(—m):/ —St dt :t_/ Y qu = — f(a)
e u=—t J, u

Ainsi f est impaire.
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b) ¢ est continue donc possede une primitive F. Comme f(z) = F(2z) — F(x) f

est dérivable et
sh2x —shx

T

flz) =

pour z € R* et f/(0) = 1.

¢) Pour tout > 0, on a sh2x > shx donc f/(x) > 0. Ainsi f est croissante sur
R,.
Puisque

2z
h
fla) > / 2T dt =shzln2
= t
on a f(x) — 400 quand z — +o0.
On compléte le tableau de variation par parité.
Exercice 41 : [énoncé]
a) En découpant l'intégrale en deux
T 1
F(x) :/ tf(t)dter/ f)de
0 x
On en déduit que F est dérivable et
1 1
Fe)=af@)+ [ f@)dt-af@) = [ fo)a
x x

Finalement F est de classe C2 et F"'(z) = —f(z)
b) F’(1) =0 donc

P =- [ swa- [ i

Puisque F(0) =0, on a
T T 1
F(a:):/o F’(u)du:/o / f(t)dtdu

Exercice 42 : [énoncé]

a) En développant
flz) = /01‘ (sinzcost — coszsint)g(t) dt = sinx /01' costg(t) dt—cosx /01' sintg(t) dt
f est donc dérivable et
f(x) =cosz /Ow costg(t)dt + sinz /091 sintg(t) dt = /Ow cos(t — x)g(t) dt

b) f’ est dérivable et
f(x) = fsinx/ costg(t) dt+cosx/ sintg(t) dt+g(z) = 7/ sin(z — t)g(t) dt+g
0 0 0

donc f"(z) + f(x) = g(x).
¢) C’est une équation différentielle linéaire d’ordre 2 & coefficients constants.
Solution homogene y(z) = Acosx + psinz.
Solution particuliere y(z) = f(x).
Solution générale

y(g;) = \coszx + psinx + / sin(x - t)g(t) dt
0

Exercice 43 : [énoncé]

a) Soit f une primitive de f.

Fla) = flz) = f(=2) _ f(z) - f(0) n f(0) — f(=)

2z 2x 2z z—0

On prolonge F' par continuité en 0 en posant F'(0) = f(0).

b) F est dérivable par opérations et
1 xT

F’(x) — M - f(t) dt

2z 222 |

Par intégration par parties

" swa=usor. - [ wwa

et on peut donc simplifier

1 €T

Fl(z) = —
(m) 2:1:2

tf'(t)dt

—T
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¢) Sachant

/I tf'(0)dt =0

—x

1 T

—

on peut écrire

En posant

[F'(8) = £(0)]

sup
te[—x;x]

on a alors ) . )
|F'(z)| < — tM, dt = —M,
222 [_, 2

Or f/ est continue en 0, donc M, — 0 puis
xr—r

F'(z) — 0

z—0

En vertu du théoréme du prolongement C', on peut affirmer que F est
dérivable en 0 et F'(0) = 0.

Exercice 44 : [énoncé]
Puisque continue, la fonction f admet une primitive F sur R et

V(w,y) €R?, f(z) - fly) = F(2y +2) - F2x +y)
Pour y € R fixé, on obtient
fix= fly)+F2y+z)— F(2z+y)

Puisque la fonction F est de classe C', on obtient que f est de classe C! et

fll@) = fQy+x) - 2f(22 +y)
En dérivant cette relation en la variable y, on obtient

0=2f"2y+x)—2f'(2z +y)
et donc

F'2y+x) = f'(2x +y)

Puisque pour tout (s,t) € R?, il existe (z,y) € R? vérifiant

204y =s
r+2y=t

on peut affirmer que la fonction f’ est constante.
On en déduit que la fonction f est affine.

Par le calcul, on vérifie que, parmi les fonctions affines, seule la fonction nulle

vérifie la relation proposée.

Exercice 45 : [énoncé]

a) Soit x €]0;1[, [;2%) C]0;1[ et ¢ — 1 est définie et continue sur ]0;1[ donc

2
p(x) = [T Gt existe.

Pour t € [2%; 1],

1 1 1
<<
Inz ~ Int ~ lna?
donc
2 —x (2) 2 —x
T
In 22 =¥ Inz

Quand z — 0T, p(z) — 0.

On a aussi 2
©otdt
@(fﬂ):/x tlnt
donc )
w2 dt Toxdt
/z tint S('D(QC)_/I tint
or

x
/ A ) = m2
. tlnt *

Quand z — 17, ¢(x) = In2.
Finalement ¢ peut étre prolongée par continuité en 0 et en 1.

Soit F une primitive de 17 sur ]0;1[.
On a ¢(z) = F(2?) — F(x) ce qui permet de dériver ¢ et d’obtenir

rz—1

¢'(x) =

Inz

L 14 P - . .
L’intégrale |, ”fn—j dx est définie car on vérifie aisément que la fonction

intégrée peut étre prolongée par continuité en 0 et en 1 et on a

1, )
/ L dz = [p(x)]; = In2
0

Inx
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Exercice 46 : [énoncé]

a) La fonction f est définie sur ]0;1[U]1;4o00[ car pour chaque z dans ce
domaine, la fonction ¢ — 1/Int est définie et continue sur le segment
d’extrémités x et 22 car 1 n’y appartient pas. Pour 2 € ]0;1[, on a pour tout
t € [2?;7],2Inz < Int < Inx puis par encadrement d’intégrales

2 2
T ng(x)gx T

2Inz Inx

t d — 0.
et donc f(x) o

L’encadrement est identique pour z > 1 ce qui permet d’affirmer
flx) — H4ooet f(z)/z — +oo.
T—+00 r— 400

On peut aussi écrire
ot
= —dt
/(@) /ch tint

et par encadrement du ¢ du numérateur par x et 22, on obtient f(x) encadré
par zl(z) et 221(x) avec

2

< dt
I(z) :/ = ln[In¢))*" =12

d’ou f(x) - In 2.

b) On introduit H primitive de ¢ — 1/Int et on démontre que f est de classe C*
sur ]0;1[U]1;+oo] avec f'(z) = %=L, Cette dérivée étant de classe C>, on
conclut que f est C* sur J0;1[U]1;4o0[. On prolonge f par continuité en 1

en posant f(1) =1n2 et puisque f'(z) — 1, la fonction f est de classe C*
z—

sur ]0; +oo[ avec f'(1) = 1. Par développement en série entiére h — w
est C*° au voisinage de 0 donc x — % est C*° au voisinage de 1 et par

passage a l'inverse x — f’(x) est C* au voisinage de 1. Finalement f est C*
sur |0;4o00]. Le calcul de f”(x) permet de justifier que f” n’a pas de limite
finie en 0 et donc f ne peut étre prolongée en une fonction de classe C* au
voisinage de 0.

¢) f est croissante, convexe, branche parabolique verticale en +o00, tangente
horizontale en l'origine.

Exercice 47 : [énoncé]

a) La fonction ¢ — e’/t est définie et continue sur |0;+oc[, elle y admet donc
une primitive F'.
Pour z > 0, on a [z;2x] C ]0;+o00[, donc 'intégrale définissant f(x) existe et

f(z) = F(22) - F(2)
Puisque la fonction F' est dérivable, la fonction f ’est aussi et

e?(e” — 1)
x

f'(z) =2F'(2x) — F'(z) =

L’étude pour = < 0 est similaire en considérant ¢ — e!/t définie et continue
sur |—o0; 0] D [2x; z].

b) Pour z > 0,
Vt € [x;2z],e" < et <e?®
donc
e®In2 < f(z) < e**In2
puis
— In2
f(JC) z—0t .
L’étude est analogue en 0~
Exercice 48 : [énoncé]
a) Par le changement de variable w = —t, on obtient que f est paire.
b) Pour tout x > 0, on a
h ht h 2
vt € [x;2r]7—ctm < CT <t tx

En intégrant, on obtient
chz.In2 < f(z) < ch2z.ln2

et on en déduit
f(x) — In2
z—0

¢) La fonction ¢ — cht/t est continue sur ]0; 4+o00[ donc y admet une primitive G

et puisque f(z) = G(2z) — G(x), on obtient que f est de classe C! sur

105 +00[ et
ch2z —chzx

x

f@) =
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De plus
!/
fiz) —0
donc, par le théoréme du prolongement C',f est de classe C' sur R,.

d) Puisque f(z) > cha.In2, f présente une branche parabolique verticale.

Exercice 49 : [énoncé]

a) On a

Pour € > 0, il existe a > 0 vérifiant

7| <a = [f(z) - f(0)| <e

Par suite, si |z| < a, pour tout ¢ compris entre 0 et z, | f(¢) — f(0)| < € puis
par intégration, |g(x) — f(0)| < e. Ainsi g(x) — £(0). On pose g(0) = f(0).
z—

b) Par opération, g est de classe C* sur R*.

i@ = [ swar+ 12

T

Procédons a une intégration par parties,

| st =os@ - [ e

On a alors

@)=L / i ar

2

De fagon semblable a ce qui précede, on obtient

g'(x) — 5 1(0)

x—0 5

Ainsi la fonction continue g est de classe C! sur R et

Exercice 50 : [énoncé]

Posons )
* dt
F(z) = _—
z V1+t2 -+t
On a

Fa) /QI dt /z dt
) = - —

o VI+t2+tt Jo VI+t2+td
ce qui assure que F' est définie et de classe C*° sur R.

Le changement de variable t = —u assure que F' est impaire.
Par dérivation de primitive

2 1

F'(z) = V1+ (22)2 + (22)* VIt a2 tat

En réduisant au méme dénominateur et en multipliant par la quantité conjuguée,
F'(x) est du signe de

41+ 2% +2*) — (14 (22)? + (22)*) = 3(1 — 4a*)

F est donc croissante que [0;1/+/2] puis décroissante sur [1/v/2; 4+00]

En 0, le graphe de la fonction passe par 'origine avec une tangente d’équation
y=ux.

Quand xz — 400,

2 dt x

= —0
e Vida?4+azt V1422 +at

0< F(z) <

et donc F' tend vers 0 en +o0.

Exercice 51 : [énoncé]

a)
t t

VE—1 JE-D@+t+1)

est définie et continue sur |1;z] et

fit—

donc F'(x) existe.
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)

04 N

= 04

F est primitive de la fonction continue f sur ]1;+4oo[ donc F est C! et

Fl(x) = f(x).

Comme f est C*°, F est finalement C* et sur |1 ;+o00]

X

Fl(z) = ———
(@)= —=—

F est continue en 1 et F’(x) - +00. Tangente verticale en 1.
T—

V3 —1 < #3/2 done

T de
F(x) > — =2yr—2 — —+o©

donc F(x) = +o0.

F est continue et strictement croissante sur [1;+oo[ donc F réalise une
bijective de [1;+oo[ sur [0;+o0].

F réalise une bijection de classe C* de |1;+oo[ sur |0; 4oo[ avec F'(z) # 0
donc F~1 est C* sur |0; +o0].

1 (F 1P -1
-1
R Y e

donc F~1

F~1 est continue en 0 et F'~

est solution de I’équation différentielle considérée.

1(0) = 1. En vertu de la relation

on obtient
(F~1)(x) —0

x—0

F~1 est donc dérivable en 0 et (F~1)(0) = 0.

Exercice 52 : [énoncé]

a)

n n

ZL:lzé . /1dt:”
n?+ k% =14 (k/n)? notoe Jo 1+12 4

k=1 k=1

n

" k 1 k ! 1
e D e Sl BT EEE T
—=n + k "k:11+(k/n) n—otoo Jo 14+ 2

1
;\/n2+2kn Z\/l—i—Qk/n "—>+°°/ \/1-1-236

Exercice 53 : [énoncé]

On peut écrire
et

avec f: t +— /t définie et continue sur [0;1].
Par somme de Riemann

L) - ]

donc 5
SnNg 3/2

= [VI+2], =

V3—1

Diffusion autorisée a titre entiérement gratuit uniquement - dD



[http://mp.cpgedupuydelome.fr] édité le 5 mai 2016 Corrections 30
Exercice 54 : [énoncé] donc
On a - [k - k| M
oy s i § ;sm <) sin (M);sm (n 3 EHO
2n)\ " 1 1 = =
1n<(n”n!> )nZ(ln(n+k)lnn)nz Or
k=1 k=1 n k k !
Zsm <> — = / tsintdt
La fonction x — In(1 + ) étant continue sur [0; 1], on obtient 1 njn 0
donc

3=

n—-+oo

1
2n)!\» 4
% —
(n”n! e

((22)

On en déduit

Exercice 55 : [énoncé]

k=1 k=1

donc

Pourke{]‘7')n}7 %S

puis

Exercice 56 : [énoncé]

Pour z >0, x — %x?’ <sinz < z donc [sinx — x| < Ma3 avec M = 1/6.

On a alors 5
k M
M5 <

1
) — /ln(1+z)dx:2ln2—l
0

1/n
= )1 k !
In || 1+ﬁ :EE In 1+E —>/ln(1+t)dt:21n2—1
0

k=1

2 k .
E sin [ —)sin|{ — | —sin 1—cosl
n n

Pour z > 0, z — %:173 <sinz < x donne aussi |sin29:fx2’ < M'z* avec M’ =1/3.

Ainsi
.2 /
PRSI o S DS
k=1 k+n D ktn k:l(
Or
SISt
—k+n nk:11+k/n 0
donc

Exercice 57 : [énoncé]

Low
k+n)2 ~ n
d

* =1In2
1+

On a
n N
n + 1)x sin 5
fli(z) = E coskr = cos(i) —2
2 sin §
k=1
donc
™
€T =
"n+1
Par suite A A
n : s n : s
f(x)_ Slnm_ 1 ZSHITH
n n - -
k n+1 _k_
k=1 + k=1 n+1

Or la fonction ¢ +— sin(7t)/t peut étre prolongée en une fonction continue sur

[0;1] donc par somme de Riemann

Lsin(n
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Exercice 58 : [énoncé]

On peut écrire

avec
n
1

1
Sn = E; (1 + 2k/n)3

Par les sommes de Riemann, on a

S _>/1 a 17t 2
"notoo o (L4262 | 4(1+202], 9

2
U gn2

On en déduit

Exercice 59 : [énoncé]
La division euclidienne de n par k s’écrit

n = [n/k]k + r(k)

et donc
n—r(k) =k[n/kK]

puis

ce qui fait penser & une somme de Riemann associée & la fonction f: ¢ — ¢ [1/t]
définie et continue par morceaux sur ]0; 1]. Bien qu’elle soit prolongeable par
continuité en 0, ce prolongement n’est pas continue par morceaux sur [0;1] (il
n’existe pas de subdivision finie du segment [0; 1] qui soit adaptée) et ’on ne peut
donc pas employer directement le théoréme du cours relatif aux sommes de
Riemann : cela va nous obliger a un petit découpage. . .

Soit NV € N*. On peut écrire

et [+

- [n/N]
D’une part
[n/N] [n/N]
1 k 1 [n/N] 1
— - =< = 1< < —
n;n{k}_nQ_ n ~— N

et d’autre part, par les sommes de Riemann

- [1n/N] Z % [%] n > te0 /;Nt[l/t] a

k=[n/N]+1

Par le changement de variable v = 1/t

/I;Nt[l/t]dt:/lN[ﬂdu:ﬁ:/:ﬂll;du

k=1
puis
1 N N+1
1 1 1 1
t[1/1d ( +> =) =
et I'on remarque que
1381 2
22 N 12

£l
\ |

En choisissant N assez grand pour que 1/N < ¢ et 1 Zk N2 k% <e, ona

n— [n/N] 1 o kny =2 [n/N] 72
n n — [n/N] Z [ )" 12

2 <et
— €
12| —

Un = 12 n 12

n
k=[n/N+1]
Puis pour n assez grand

+oo
copnl($5 4L b

k=N+2

2

'Unfﬁ

ce qui donne
2

12
1—n2/12

2

<et24en
9 9 E—
12

Un —

Finalement v,, — 72/12 puis u, —

Exercice 60 : [énoncé]

a) Par somme de Riemann

1< 1 Loat
:,Z - [ —— =In2
n 1+ & o L+t

Diffusion autorisée a titre entiérement gratuit uniquement - dD



[http://mp.cpgedupuydelome.fr] édité le 5 mai 2016

Corrections

b) Par somme de Riemann

1
de
—>0></ — =0
o (L+1¢)~

¢) Sachant pour x > 0
3

X .
x—Egsmxgx

on obtient
i(l) 2"1<12”1
sin| -] — - — —
. 3
p=n-+1 p p:n+1p 6p:n+1p
et donc

Exercice 61 : [énoncé]

a) Les deux polynémes de I’égalité sont unitaires, de degré 2n et ont pour
racines les racines 2n-ieme de l'unité car les racines du polynoéme
X2 —2X cos(km/n) + 1 sont les e*km/2n,

b) Par les sommes de Riemann,

n—1
T km
/0 ln(a2—2acost+l)dt:nkrfmn E In(a? —2ac05——|—1)
Or .
S k ]
z E ln(0L2—2acos—7T—|—1):zlna2
n n n a*—1

k=1

Si |a| < 1 alors Z1ln4=%5 — 0 et donc

/ In(a® — 2acost + 1)dt =0
0

Si|a| > 1 alors Z1In1=%— — 271In|a| et donc

/ In(a® — 2acost + 1) dt = 27 In |a
0

Exercice 62 : [énoncé]
C’est du cours!

Exercice 63 : [énoncé]
Par la formule de Taylor avec reste intégral :

1 T —t 4
sing =z — —a° +/ (Cantlls cos(t) dt
0

3! 4!
or x ( )4 5
x—t x
0< Hdt < —
/0 o eosds 355
donc
1 < <z 1x + L z°
- = sinx - = —
= g% 6" T 120"

Exercice 64 : [énoncé]

Soit z €

Casx =a

N’importe quel ¢ convient.
Casz>a

Par la formule de Taylor-Laplace

Zf

( z _ +\n
k) B )k_|_/ (x n!t) f(n'H)(t) dat

Posons

m = {mr]Lf (1) of M = I[na)]( fntD)

On a
)n+1

x —a)tl Tx=t)" ., r—a
m((n+)1)! é/a ( n!) ' +1)(t)dt<M((n+1)!

En appliquant le théoréme des valeurs intermédiaires & f(*+1) il existe ¢ € I tel
que

(.ﬁ _ a)n—l—l

m(x_t)n n-+1 _ n+1
/a 7f(+)(t)dt—f(+)(c) o E D)

n!

Casz <a
Semblable
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Exercice 65 : [énoncé] f0)=0, f®(0) = (=1)*1(k — 1)! pour k > 0 et [f("*D(z)| < nl =M sur Ry.
En appliquant la formule de Taylor reste intégrale a la fonction x — e® entre 0 et Par I'inégalité de Taylor Lagrange :
x on obtient :

n k x n n
x (x—1) f%®(0) Mzt
kzzo k! /0 n! ‘f(x) kzzo K|St
donce .
no g © n Pour z = 1, on obtient :
’ k=0 Ho 1o o L (—1)k1 1
- In2— —0
Six > 0 alors 1;1 k n+1
o o "L (—1)k 1 1 1 (-1~
. =l 4 -4 In2
— )" Z n 00
< / (z — ) o® dt — k 2 3 4 n —+
0 !
Coattler "t el
(n+1)! (n+1)! Exercice 67 : [énoncé]
Si z < 0 alors Considérons la fonction f: ¢ — In(1 4 ¢).
f est de classe C*, f(0) =0,
z _ £\ 0 _ n 0 . n
uetdt — uetdtg udt 1)1k — 1)
n! n! n! (k) (4) — (=)™ )!
0 T T Vk > 1,f (t) = &
- (n+1D!' = (n+1)! donc

R 0) = (=1)FL(k — 1)
On aurait aussi pu appliquer directement 'inégalité de Taylor-Lagrange a la FRO) = (D7 k=Dt

restriction de f sur [~ |z| ; |=[]. Sur [0;1], [f™*+D ()| < n! donc I'inégalité de Taylor Lagrange donne
g
Quand n — +o0,
n+1

|$| e‘T| n (k) '
— =0 fFU(0) n! 1
(n+1)! HORNUEDY B | = (1) ntl
k=1
donc
n k .
fim 30— e U
n—oo J—
k=0 " 12-2%1)1_ 11—>0
o + n—+
Exercice 66 : [énoncé] d’on n A
La fonction f: z + In(1 4 z) est définie et de classe C* sur R avec Z (=1) —~1n?2
kE+1
k=0
(—=1)F1(k —1)!

Diffusion autorisée a titre entiérement gratuit uniquement - dD



[http://mp.cpgedupuydelome.fr] édité le 5 mai 2016 Corrections 34

Exercice 68 : [énoncé] Exercice 70 : [énoncé]
Si f est solution alors f est de classe C? et par la formule de Taylor Par Taylor avec reste intégral
reste-intégrale :

x+1
@ @ fle4+1) = f(z) + f'(z) + (x4+1—1t)f"(t)dt
Va:e[0;1],f(cv)=f(0>+acf’(0)+/0 (ar—rf)f”(t>dt=:cf’(0)+/0 (x —t)g(t) dt ( ) / !

donc
Or f(1) =0 done £'(0) = J; (+ ~ 1)g(t) dt puis @IS 1@+ @+ D+ max (77(0)] = 0
1 x
f(x) :x/ (t—1)g(t) dt+/ (x —t)g(t)dt
0 0 Exercice 71 : [énoncé]
Inversement, considérons f définie par : Par 'inégalité de Taylor Lagrange avec M = max[g,1] | f"| :
1 x 2
fx:ac/ t—lgtdt+/ x—1t)g(t)dt LA ko Mk
(z) (= 1)g(®) = t9(®) )10 - =70 <5 (5
On a f(0) = f(1) = 0. De plus Par suite
1 x x " k , M ~ 2 M
— = < < =
f(x) :w/ (t—l)g(t)dt—i—x/ g(t)dt—/ tg(t)dt Sn ];nzf ) <53 ;’f <5, 0
0 0 0 = =
donc f est dérivable et o
onc f est dérivable e n
k., .. n+1l,
1 ) >0 =50
F@)= [ (6= DgOd+ [ gt)dt+ago) - aglo) -
0 0 donc

f est donc deux fois dérivable et N t+oo

f(x) = g(x)

Exercice 72 : [énoncé]

Exercice 69 : [énoncé]

En vertu du théoréme de Taylor-Young : a) L’existence de 6 est assurée par le théoréme des accroissements finis.

1 b) Si deux réels 6 et 6’ sont solutions distinctes alors, par le théoréme de Rolle,

fla+h) = f(a) + hf'(a) + =h%f"(a) + o(h?) f"" s’annule entre Ox et 8’xz. Or f”(0) # 0, donc il existe un voisinage de 0 sur
2 lequel f” ne s’annule pas et sur ce voisinage on a 'unicité de 6.

donc Fat ) —27(@) + Fla— ) = BF"(a) + o(h?) ¢) Par la formule de Taylor-Young appliquée a f' :
a — a a — = a o
f'(0x) = f'(0) + 20" (0) + o(x)

puis

Lo flath) —2f(@) + fla—h)

Tim 3 = f"(a) En substituant dans la relation initiale, on obtient
-

f(@) = f(0) +xf'(0) + 2?0 f"(0) + o(z?)

Diffusion autorisée a titre entiérement gratuit uniquement - dD



[http://mp.cpgedupuydelome.fr] édité le 5 mai 2016

Corrections

Or la formule de Taylor-Young appliquée a f donne

7(2) = FO) +27'(0) + 32(0) + ofs?)

On en déduit 1
2?0 f"(0) + o(2?) = §x2f”(0) +o(z?)

Sachant f”(0) # 0, on en déduit § — 1/2 quand = — 0.
Exercice 73 : [énoncé]
Par 1’égalité de Taylor-Lagrange (hors-programme) :
1
Vo €]0;7/2[,3¢ €]0;2[,sinz =2 — éx?’ cos(§)

Le réel 0, = &£/x convient alors
A défaut de connaitre I'égalité de Taylor-Lagrange, par 1’égalité de Taylor avec

reste-intégrale
Tz —1t)?
sine =x — ( ) costdt

Or pour ¢t € [0;z], on a
cosx <cost<1

avec inégalité stricte pour ¢ € |0;z[ donc

z? </%<x_t)2 tdt < &
— COS T COS —_—
6 . 2 6

Ainsi
3

x —t2
/ (= 51 ) costdt:)\% avec cosx < A <1 =cos0
0 .

Par le théoreme des valeurs intermédiaires, on peut écrire
A = cos(z8,) avec 8, €]0;1]
Quand z — 0, 6, — 0 donc
cos(zl,) =1— %a:%i + o(x?)
puis

1 1
sine =x — 6333 + Ex‘r’&i + o(x®)

or

1 1
sine =x — 61'3 + m:f +o(z%)

donc 62 — 1/10 puis

)

Exercice 74 : [énoncé]

a) Par la formule de Taylor Young :

xn n n

o) = @(0) + 29 (0) + -+ + " (0) + o(a")
@(x) = o(x™) entraine alors ¢(0) = ¢'(0) = ... = (™ (0) = 0.
En appliquant la formule de Taylor Young & ¢®), on obtient la conclusion.

b) z(z) = ¢(z) = o(a™) donc ¥ (x) = o(z™1).

o' (x) + ¥(x) = ¢'(2) = o(2" ") donc ¢’ (z) = o(a™?)
" (x) + 29" (x) = ¢" () = o(x™?) donc " (z) = o(z"73)...
Par le théoréme du prolongement C, la fonction v est de classe C" 1.

¢) On introduit
2 n
o(a) = 1(0) = (10) 427 O+ T /0 o+ 2 /000))
On a p(x) = o(x™) donc 9 est de classe C"~! puis

xTL

- f<”><0>)

o) = o(a) + (71O 4+

est de classe C" L.

avec x — f(x)/x et x — g(x)/x qui se prolongent en 0 en des fonctions de
classe C"~ 1.
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Exercice 75 : [énoncé]

Supposons
1 ¢ 1
[tz 1
c—a J, b—c /.
On a alors
b c b c c c
b—c b—a
[o=fas[o<[rei= =]
a a c a c—aj, c—aj,
Le cas

cia/acf< bic/cbf

est semblable et on peut conclure.

Exercice 76 : [énoncé]

(=) ok

(=) Si f;’f > 0 alors f:f = f: |f| donne f: |f(t)| — f(t)dt = 0. Or la fonction
|f| — f est continue et positive donc elle est nulle.

Le cas f; f < 0 est semblable.

Exercice 77 : [énoncé]

Montrons que 1’égalité proposée a lieu si, et seulement si, la fonction f est de
signe constant

Si f est positive alors |f| = f et donc 1’égalité a lieu.

Si f est négative alors |f| = —f et & nouveau 1’égalité a lieu.

Inversement, supposons
b b
/1¢/|ﬂ
a a

ffa[u

b
/iumn—ﬂmdx:o

Si f: f > 0 alors on obtient

et donc

La fonction |f| — f est continue, positive et d’intégrale nulle, c’est donc la fonction
nulle. Par suite f = |f] et donc f est positive.

Si [ b f <0, I'étude en analogue en observant
a

b
[ 5@+ s@)de =0

Exercice 78 : [énoncé]
b b
I f] = s
On peut écrire [ f = rei? avec r = ‘f: f‘ et § € R.
—i6

Supposons

Considérons alors g: t — f(t)e
b b b b
Ona [ 'g= ‘fa f‘ € R donc [ g= [ Re(g).
Or |g| = |f] et 'hypothese de départ donne f: lg| = f: Re(g) puis
b
Ja 19l = Re(g) = 0.
Puisque la fonction réelle |g| — Re(g) est continue, positive et d’intégrale nulle,
c’est la fonction nulle.
Par suite Re(g) = |g| et donc la fonction g est réelle positive.

Finalement, la fonction f est de la forme ¢ — g(t)e? avec g fonction réelle positive.
La réciproque est immédiate.

Exercice 79 : [énoncé]
La fonction ¢: ¢t — f(t) — t est définie, continue sur [0;1] et

/Olcp(t)dt:/olf(t)dt—ézo

donc ¢ s’annule.

Exercice 80 : [énoncé]
Posons

b
u=bia/ f(t)de

La fonction ¢: t — f(t) — p est définie, continue sur [a;b] et

b b
[ ewat= [ syt uo-a) =0
a a
donc ¢ s’annule.
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Exercice 81 : [énoncé]

Si f g(t)dt = 0 alors g = 0 (car on sait g continue et positive) et le probléeme est
1mmedlatement résolu.

Sinon, puisque f est continue sur le segment [a;b], elle admet un minimum et
maximum en des points c et d.

Posons m = f(c) et M = f(d).

Par positivité de la fonction g, on a

mg(t) < f(t)g(t) < Mg(t)
donc
f f)g(t
Jlgtydt  ~

11 suffit alors d’appliquer le théoréme des valeurs intermédiaires entre ¢ et d pour
conclure.

Exercice 82 : [énoncé]

a) En exploitant la relation de Chasles, on peut écrire

Sn—/abﬂt)

Soit &€ > 0. Puisque f est continue sur le segment [a;b], elle y est
uniformément continue et donc il existe a > 0 tel que

)dt = Z /fk _ ) gt

Vs, t € lasn],|s—t|<a = |f(s)— f(t)| <e

Pour n assez grand, on a |(b — a)/n| < a et alors pour tout t € [ay ; ag4+1] on
a |ag —t| < adonc |f(ag) — f(t)] < e. On en déduit

Sn—/abf(t) ) dt <Z/

Par suite
b
S5 [ Fs)at

Q41
(t)|dt <eM(b—a)avec M = ?ug‘!ﬂ

b) En exprimant U'intégrale a 'aide de la primitive G

n—1
S =Y flar) (Glax+1) — Glax))
=0

En séparant la somme en deux, puis en procédant a un décalage d’indice sur
la premiere

n n—1
Sn =Y flax-1)Glax) =Y flar)G(ar)
k=1 k=0
puis en recombinant les deux sommes
n—1
Sn = flan—1)Glan) + > (flar—1) — f(ar)) Glar) — f(ao)G(ao)
k=1

Or G(ap) = G(a) = 0 et puisque la fonction f est décroissante et positive

n—1
Sp < flan-1)M + > (flax—1) — f(ax)) M avec M = %?G
k=1 ’

Enfin par télescopage
Sp < flag)M = f(a)M

De fagon symétrique, on a aussi

Sp > f(a)m avec m = r[nibr]lG

¢) En passant a la limite ce qui préceéde, on obtient

m</f

Si f(a) = 0, le probléme est immédiatement résolu, sinon, ce qui précede
affirme que

t)ydt < fla)M

est valeur intermédiaire a deux valeurs prises par G et le théoreme des
valeurs intermédiaires permet de conclure.

d) Quitte a considérer —f, ce qui ne change rien au probléme posé, on peut
supposer que la fonction f est croissante. En appliquant le résultat précédent
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a la fonction ¢t — f(b) —
existe ¢ € [a;b] tel que

f(t) décroissante et positive, on peut affirmer qu’il

et il suffit de réorganiser les membres de cette identité pour former celle
voulue.

Exercice 83 : [énoncé]

a) La fonction G est continue donc I'image d’un segment est un segment.
b) 1l suffit de procéder & une intégration par parties.

¢) Puisque la fonction —f” est positive, on a

m(f(a) - /f

mf(a) + [G(b) - /f

(t)dt < M (f(a) — (b))
et donc

t)dt < M f(a) + [G(b) — M] f(b)

/f £)dt < Mf(a)

Ainsi, que f(a) soit nul ou non, il existe ¢ € [a;b] tel que

b
./fwﬂﬂ&=fWW®)

Exercice 84 : [énoncé]

) Jo f(t)sintdt =0 et ¢ — f(t)sint est continue donc il existe a € ]0; 7] tel
que f(a)sina =0 ie. f(a) =0.
b) Par I'absurde si f ne s’annule qu’une seule fois alors le tableau de signe de f
est de 'une des quatre formes suivantes

0 a ™ a
f&)1o + 0 + O f@®)|0 — 0 — 0

t |0 a woutO a s
FO0 + 0 — 0 FJO0 — 0 + 0

Les deux premiers cas sont a exclure car

F(t)sintdt
0

est I'intégrale nulle d’une fonction non nulle de signe constant.
Les deux autres cas sont a exclure car

/7T f(#®)sin(t —a)dt = cosa/7T f(t)sintdt — sina/ﬂf(t) costdt
0 0 0

est I'intégrale nulle d’une fonction non nulle de signe constant.
Absurde.

Exercice 85 : [énoncé]
Notons que ’hypotheése initiale donne par linéarité que pour toute fonction

polynomiale P de degré <n
b
/ P () dt = 0

Par ’absurde supposons que la fonction f ne s’annule pas plus de n fois et notons
z1 < ...<z, (avec p < n) les points ou f s’annule tout en changeant de signe.
On peut dresser le tableau de signe de la fonction continue f et affirmer que la
fonction

z— (z—x1)...(x —xzp) f(x)
est de signe constant. Or cette fonction est continue et d’intégrale nulle, ¢’est donc
la fonction nulle. Il en découle que la fonction f est nulle sur [a;b] \ {z1,...,2p}

puis nulle sur [a;b] par argument de continuité.

Exercice 86 [énoncé]
Posons g(z f f(t)sin(zt)d

b
gw—mwz/fwwmm—mwmw
Puisque la fonction sinus est lipschitzienne

[sin(at) — sin(yt)] < o — y| 1
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donc
b
19(2) — g@)| < |z — 3] / £ ()] dt

Ainsi g est lipschitzienne.

Exercice 87 : [énoncé]
La fonction ¢t — (M — f(t))(f(t) — m) est positive donc

/0 (M — F(0)(f(t) — m)dt > 0

En développant et par linéarité, on obtient —mM — fol f2(t)dt > 0 sachant

[ f(t)dt =o.
On en dedult I’inégalité demandée.

Exercice 88 : [énoncé]
Nous allons établir I'inégalité

</01f(t)dt> X </Olg(t) dt) < /01 F(t)g(t) at

On peut commencer par observer que si cette inégalité est vraie pour f et g, elle
I’est encore pour f+ Aet g —|— ,u avec A, u € R. On peut donc, sans perte de
généralités supposer fol f) fo t)dt = 0 et il s’agit alors d’établir

[y F(t)g(t)dt > 0.

il ex1ste alors a €10;1] tel que f(x) <0 pour x € [0;a] et f(z) > 0 pour z € [a;1].
11 existe aussi b € [0; 1] tel que g(z) < 0 pour x € [0;b] et g(x) > 0 pour z € [b;1].

Quitte a échanger f et g, on peut supposer a < b.

1 a b 1
/0 F(Hg(t)di = / F(Hg()dt + / gty dt + / F(Hg(t) dt

Jo F(®)g(t)dt >0 car f(t) g(t) <0 sur [0;al.

f((lb {(t g(t)ydt > f(b f g(t)dt car f(t) < f(b) et donc f(t)g(t) > f(b)g(t) puisque

g(t) <0.

fl)f g(t)ydt > f(b fb t)dt car f(t) > f(b) et donc f(t)g(t) > f(b)g(t) puisque
> 0.

On en déduit

/f dt>f()/al g(t)dt >0

et on peut conclure.
Notons que la comparaison

(/Olf(t) dt) X (/Olg(t)dt> < /Olf(t)g(t) dat

ne peut étre améliorée car c’est une égalité quand f et g sont des fonctions

constantes.

Exercice 89 :

[énoncé]

a) Quand z — 0T,

’/ sintht‘g/ \sint2|dt§/ Ldt=2z—0

done [

donc

puis

, Sin t2dt — 0.
b) Quand x — +o0,

¢) Par intégration par parties

/23” sint
xT

Or quand & — +o0,

donc

|

2
cost

t

] —0et

/QI dt /2$ dt
< -
. In2x = J  Int

T ¢
< il
In 2z _/m Int

2z 2x
t t
df — [cos } 7/ cos dt
t ], )

2x 2z 2x
/ —COStdt / LA R
L2 L2 t],

2r
t
/ LA PRI
Tt
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Exercice 90

2)

: [énoncé|

Quand z — 0™, par croissance de la fonction exponentielle
2r o 2r t 2z 2z
e e e
/ —dt < / —dt < / —dt

2x et
e®In?2 g/ ?dt§e2mln2

2z et
/ —dt > 1n2
z t

Quand x — 400, par décroissance de la fonction ¢ +— e
2z 1/2z 2z 1/t 2z 1/x
e e e
/ at < / “Tar< / at
.t . 0 Lt

2z |1/t
el/ﬂnz/ ertgel/QImZ

donc

puis par encadrement

1/t

donc

puis par encadrement

2 el/t
/ —dt —>1In2
= t

Quand x — 400, pour x assez grand, la fonction ¢ — cos(1/t) est croissante
sur [z;2z] donc

2x 2x 2x
/ cos(tl/x) dtg/ cos(tl/t) dtg/ cos(1t/2x) d

2z
cos l IHZS/ Mdtﬁcos i In2
x - t 2z

et par encadrement
2x
1/t
/ LS(t/ ) dt = m2

puis

Exercice 91 : [énoncé]
f est continue sur un segment, elle y est donc bornée par un certain M et alors

1 1 1
n n n o M
/Olﬁf(t)dt’é/0 It ||f(t)|dt§M/0 t dt_n+1—>()

Exercice 92 :
On a

[énoncé]

/)f ) dt — \ /|f 0)/dt

Par la continuité de f en 0, Pour tout & > 0, il existe o > 0 vérifiant

VeeRy,z<a = |f(z)— f(0)] <e

L [0 ro] <

et donc

On peut donc conclure que

On peut aussi tres efficacement obtenir le résultat en introduisant une primitive

de f et en exploitant

— F(0
©) — F'(0)

x—0

= f(0)

Exercice 93 :
Introduisons

[énoncé]

F:x»—)/If(t)dtet G:xH/wtf(t)dt
0 0

Par intégration par parties

G(x):xF(ac)—/OzF(t)dt:

Cas F n’est pas de signe constant
Il existe alors a,b € ]0; 1] tel que

Aﬂﬂ@—F@Mt

F(a) =minF <0 et F(b) =maxF >0
(0;1] [0;1]
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Par intégration d’une fonction continue, non nulle et de signe constant sur un
intervalle non singulier, on a

G(a) <0et G(b) >0

et le théoreme des valeurs intermédiaires assure que G s’annule.

Cas F est de signe constant

Quitte a considérer — f, supposons F' positive.

Si F est nulle, il en est de méme de f et la propriété est immédiate, sinon, on
peut introduire b € ]0; 1] tel que

F(b) =max F >0
[0;1]

On a alors

1
G(b) >0et G(1) = f/ F(t)dt<0
0

car F(1) est nul.
A nouveau, le théoréme des valeurs intermédiaires permet de conclure.

Exercice 94 : [énoncé]

On introduit F' une primitive de la fonction continue f.

La fonction x — F(x +T) — F(x) est constante, elle est donc de dérivée nulle et
par suite f(z+T) — f(z) = 0.

Exercice 95 : [énoncé]
Unicité : soient F' et G deux primitives solutions. Il existe C' € R tel que

F=G+C. ) .
[ r=0-[c
0 0

t) dt. La fonction

donne alors C' =0 puis F= G
Existence : Posons F(z) = [ f

F:xw— Flx /.7-"

résout le probleme.

Exercice 96 : [énoncé]

a) Puisque f(0) =0, on a

@= [ 1

Par 'inégalité de Cauchy-Schwarz

sl ([ a )/(/ 7 dt)l/z
2 Saj/omf’(t)thSx/olf'(t)zdt
/Olf@)?dxg/ (/ P2t o = /f

b) En reprenant ce qui précede

1/2 1/2 1/2 1 1/2
F@)2de < / . ( f’(t)?dt) dr =~ [ pwzar
0 0 0 8

0

et donc

puis

Sachant f(1) = 0, on a aussi de fagon symétrique

1 1 1
f(z)?dz < = fl(t)*dt
8 /12

1/2

et en sommant ces deux majorations, on obtient
1 1t
[ terar<g [ rera
0 8 Jo

Exercice 97 : [énoncé]
a) Par intégration par parties, on obtient
q
I,,=——I _
P:q p+1 p+1,g—1

b) On en déduit

al¢g—1)...1
Ip,q )

I
p+1)p+2)...(p+q "’
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or
(b — q)pta+l

I =
p+4q,0 pt+g+1

donc O
Ipq = L(b —a

p+q+1
(p+q+1)! )

Exercice 98 : [énoncé]
a) En appliquant le changement de variable u = 7/2 — ¢ on obtient

/2
I, = / cos” udu
0

t — sin™ ¢ est continue, positive sans étre la fonction nulle et 0 < 7/2 donc
I, >0

b) Par intégration par parties
/2 - /2
Inio = / sintsin" ™ tdt = [— costsin™ ! t]o +(n+1) / cos? tsin™ ¢ dt
0 0
donc
/2
Inio=(n+ 1)/ (1 —sin?¢t)sin™tdt = (n+ 1)1, — (n + 1) 42
0

puis
n+2)40=(n+1)I,

I _2p—1 _2p—12p-3 11 o @2p) T
T gp TRTET Top 2p—2 270 T 2%(p)22
sachant Iy = /2.
I _2p 2p—2 21_22p(p!)2
T opt12p—1 37T (2p+ 1)

sachant I = 1.
d) Posons u, = (n+ 1)I,411,. On

Un+1 = (TL + 2)In+2-[n+1 = (’fL + 1)InIn+1 = Up

et ugp = I1Iy = /2 donc pour tout n € N
(n+ 1)L, =m/2
Pour tout ¢t € [0;7/2],

sin®t2¢ <sin"t'¢ < sin™t

donc
In+2 S In+1 S In
e) On a
n+1
— I, < I, <1,
n+2 " = =
donc 1,11/, — 1. Ainsi I, 41 ~ I,,.
Par suite
m 2
5= (n+ 1)I411, ~nl;
et donc

I, ~

S

sachant I,, > 0.

Exercice 99 : [énoncé]
a) On a
1
OgIng/ Sde=2 50
o n! n!

donc par encadrement I, — 0.

b) Par intégration par parties

1 1 1
1— n 1— n+1 1— n+1
[n:/ (memdx:[—(x)e“} +/ %emdxzi
o n! (n+1)! o Jo (n+1)! (n+1)
¢) Pour k > 1,
1
H:Ik—lffk
donc
n 1 n
Zﬁzl—&-szfl—ﬁc:l-i-fo—fn
k=0 k=1
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avec ) b) On a:
1o :/ efdr=e—1 s(n + 1)t + cos(n — 1)t — (cos(n + 1)z + cos(n — 1)x)
0 Tnir + I dt
Ainsi cost —cosx
"1 2 cos(nt) cost — 2 cos(nx) cos
—=e—1I, — e = de
k! n—s+o0 cost — cosx
h=0 cos(nt) cost — cos(nt) cos x
- / at
cost — cosx
Exercice 100 : [énoncé] N 2cosx/ cos(nt) — cos(nx) dt
0 cost — cosx
a) Io =e—1. 6
I = [{Inzdz = [zlnz —z]] = 1. eniin ™
b) Par intégration par parties Lp1 + In1 = 2/0 cos(nt) dt +2cosz.I,, = 2cos .1,
e e I,,) est une suite récurrente linéaire double d’équation caractéristique
_ n+1 _ n+17¢€ n _ ( n 0 !
Iy = /1 (Inz)"*'de = [z(Inx) L —(n+1) /1 (lnz)"de=e—(n+1)I, "2 — 92coszr + 1 = 0 de racines el® et e~ i,
Donc il existe A, u € R tel que
c¢) Par intégration d’une fonction Continue, positive et non nulle, on a I,, > 0.
Puisque I,+1 > 0, on a aussi I,, < n+1 Vn € N, I, = Acos(nz) + psin(nz)
d) Pa? encadrement I,, — 0. . Io=0et I, =7 donc A = 0 et yu —
Puisque I,41 =e— (n+1)I, = 0on a (n+ 1)I, — e puis
n n+ 1 n S x
e) On a
D,t1=(Mn+1)D, Exercice 102 : [énoncé]
donc D,, = n!Dy.
Si a # Iy alors D,, — 400 puis |u,| > D, — I, — +o0. a) up =1/2, uy =In2 et up = 7/4.
b) On a
B
Exercice 101 : [énoncé] Unt1 = Un = o (IT+am)(1+antl) r
, . or la fonction
a) f:tw % est définie et continue sur [0;7] \ {z}. z"(1 — )
T —
Sachant Cp—q . ptq (14 27)(1 4 an+1)
cosp —cosq = —2sin Sy est continue, positive sans étre la fonction nulle et 0 < 1 donc uy,4+1 — uy, > 0.
on obtient ¢) Ona

n(t—x) sin n(t+r)

f(t) = 2 f+r

SlIl 2 L sin 3

nsm(nm)

~
t—x S xr

On peut donc prolonger f par continuité en x ce qui assure I'existence de I,,.

1 1
™d 1
|un—1|:/ - xﬁ/x"dmziﬁo
0 l—i-x” 0 n—|—1

donc u,, — 1.
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d) Par intégration par parties

1 n—1 1
1 1 In2
I, :/ rZ dz = [xln(l—l—x”)] —7/ In(1+2")dz = nz -
0 n nJo

1+4+zn 0 non
e) On a
1 1 1
og/ ln(l—i—x")dxg/ 2"de=—— =0
0 0 n+1
car il est connu que In(1+¢) <+¢ pour ¢t > —1.
On a alors )
/ln(1+x”)dx%0
0
donc

Exercice 103 : [énoncé]
Par intégration par parties, on obtient pour ¢ # 0

q
I,,= ——I _
D,q p+1 p+1l,q—1

Puisque I, o = n%_l, on obtient

7 q'p!
P (p+g+ 1)

Exercice 104 : [énoncé]

a) Pour n > 2, par intégration par parties (avec u/ = sint et v = sin” ' ¢)
I,=mn-I,—o—(n-1)I,

donc 1
I, = & I,
n

b) In=7/2 et I; =1 puis

(2p)! 277 (p!)?

= ———7 ¢t - > 7
2= Japnz2 & T gy 1)

1
/ In(1+z")dz
0

Exercice 105 : [énoncé]
On a

1 n
2
ony = / U R
o \1+4+1¢2

ott 'on remarque que la fonction ¢ +— 2¢/(1 + ¢?) croit de [0;1] sur [0;1].

Introduisons
1 n /2
2 2t
J = _— _— dt = 1 n d
" /0 1+ t2 ( 1+ t2 > t=tanz/2 /0 (Sln l') *

On sait

(via ndpJpt1 =7/2 et J, ~ Jny1, cf. intégrales de Wallis)
Montrons 2"1,, ~ J, en étudiant la différence

1 2 n
1-t 2t
Ip —2"1, = —— | dt
" " /0 1+t2 <1+t2>
1 2 n 1 2 n
1-t¢ 2t 2 1-t 2t
0< ——— ) d&t< dt
*/0 1+t2<1+t2> */O 1+t21+t2(1+t2)
et le changement de variable ¢ = tanz/2 donne

1 2 n /2
1—-t 2t 1
OS/ —— = dtg/ cosz(sinz)" da =
0 1+t 1+t2 0 n_|_]_

On peut alors affirmer
1
rt, o L)
n

2™, ~

puis

et finalement

O

I, ~

ﬁ

214/2n

Exercice 106 : [énoncé]
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2)

1
1
Oglng/xndx: —0
0 n+1
donc I,, — 0.
De plus, pour tout x € [0;1],
" :L.nJrl
z+1 7 z+1
donc I, < I 41.
b)
I,+1 -
n n+1 — n+ 1

donc i
I, = E — + (=1)"]
k=1 k o

¢) Iy =In2et (—1)"I, — 0 donc

n _1)-k
Z( k) +1n2 -0

k=1
puis la conclusion.

d) Comme ci-dessus, J,, — 0. De plus

1
Jn + Jn+2 = m
donc
n—1 (_l)nflfk
Jon = el T (=1)"Jo
k=0
puis
n—1
( 1)k+1 T
+—-—=0
— 2k +1 4
d’ou
— 2k +1 4

Exercice 107 : [énoncé]

1
a) [y 7= = [arctant], = T.

b) Par sommation géométrique

1 n42n+2 1 n42n+42
14+ (-1)" —1)"t
/ tzkdt / Ldtzz+‘/ #dt
0 o 1+t2 4 Jy 1+¢2

c) 01 ﬁ% dt > 0 par intégration d’une fonction positive sur [0;1].
De plus
t2n+2 1 1
/ TTpdts / At =
o 1+t 0 2n+3
car H% <1.
d) Ona
Q(k )1: / (—1)*e2k dt = / ek At
k=0 + k=0"0 0 =
donc
i (—1)* T L 42n+2 T
—2k+1 4+( ) o 1412 4
car

1 t2n+2
/ dt =0
o 1+22

Exercice 108 : [énoncé]

z® 1 6 te
a) [5e=d T 66f1+u2 = garctanz® + C*° sur R.

b) I%:j‘_f—"ﬁﬁ‘i_%jd :—ln|$|+%ln’12—1‘+0te sur
J=00; —1[,]=1;0[,]0; 1] ou J1; +oo.

o) [ de = *g—w 2))123 z = 3In(z? — x4+ 1) + V3arctan 2”\”/_51—1—0” sur
R.

d) [ e de = IW = arctan(z — 1) + C* sur R.

) | mrsrms de f(izﬁaj = 1In(z? + 2z + 2) — arctan(z + 1) + C* su
R.

f) [ r(xdzﬁ_l) [ g de = Infz| - 1In(z? + 1) + C* sur |—00;0[ ou
105 +o0l.
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o) [wmdr=3 )07 -2 de=
%ln|m+1|—%ln(xg—m—i—l)—}—%arctan 2’\”/_51 + C* sur |—oo0; —1[ ou
]—1; 400l
h) [Z92 = dilnjz—1|— tIn(2? + 2+ 1) + %arctan (2”“51) + C" sur |—o0; 1]
ou |1;+o0l.
i) fiﬁ}dx—fl—l—f——%x%ﬂ— Qildx—x—k Lin m’—arctanx—FC”
sur |—oo; —1[, |—1;1[ ou ]1;4o0].

: 1 _ 1 _z+1 1 xz—1 :
J) f rd4r241 de = f 2 12+x+1 2 12—1—0—1 da puis

J m de = ;In i2+iﬁ + 2\[ arctan 29\%1 + 2f arctan 23\6[1 + C sur R.
1 _ —1/3 —1/3 2/3
k) @2 ¥z+1)2 — (x—))? + (z—j2)2 + P donc
1 dp = 2z+1 2241

/ o1 W =32 tary T f arctan =72 + C' sur R.

1 1 V2x42 V2x42
1) Imdx_ifﬂ f:c+1+ x2+4++/2z+1

fﬁdx: wan ;f%jﬁ—i—sz arctan(v/2x—1)+ 2\[ arctan(v/2z+1)+C**

sur R.

dx donc

Exercice 109 : [énoncé]
2 201"
X — ™
fo e = [\/gar‘*an /3 } = 3/3

1
ln2+ 3

(z+1)? V3

1
b) fol g de = [% In £=24l 4 % arctan 2”;_1}0 = 75

1 arctanz arctanzx
) (m+1)2 dz = | —%7% "‘fo z+1) 2+1)

+1 1 donc

—

m = §T+1 27241

fmrl)d(% =1z +1| - +n(z? +1) + { arctanz + C'

puis fy #4282 dy = —~Z + I In2 - 124 =132,
Exercice 110 : [énoncé]

a) fn est définie et continue sur R donc posseéde une unique primitive

s’annulant : .
x) :/ fa(t)dt
0

b) Immédiatement
vodt
Fi(x) = / —— =arctanx
o 1+122

¢) Par le changement de variable

x dt arctan d9 arctan T
FQ(x):/ 7:/ 72:/ cos? 6 df
o (1+12)? 0 1+ tan® 6 0
puis
1 . 1
Fy(z) = 2 5in 2arctanz + 3 arctan x
et donc 1 1
Fy(z) = 51_’?7 +3 arctan x

d) Astucieusement
T1412 -2 v 2
F”“(”f):/o Wdt:ﬂ(”)‘/o Ay &
puis par intégration par parties :

1 t

Foii(z) = Fu(z) + [%WK - % /Ox (14(‘17;)”

et donc

F S
n1 () 2n (1 4 z2)» + 2n

e) En particulier

xT

1
11122

3
+ —arctanx

F =
5(®) T+22 ' 8

3
8

Exercice 111 : [énoncé]

/ dx _/1_ e®
e +1 et +1
b) Sur R,

/ dx _ / du
e2e 4 e u=er | u2(u+ 1)

=—Injul+In|u+1|

a) Sur R,

dr =z —In(e* + 1) + C*.

1
- +C"*=—z+1In(e” +1) —e * 4+ C'.
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¢) Sur [0;+o0],

22
/\/e$—1dx = /7dt:2\/ew— — 2arctan ve® — 1 + C*.

t=vee—1J t?2+1
d) Sur R,

/ dz _ / du
V1+e2 y—vigerm ) u?—1

1. v1 2z —1
:flnL—i—CtE:ln(\/l—&—eh—1)—x+C’t6.
2 1+e2r 41

Exercice 112 : [énoncé]

Par le changement de variable u = v/e* + 1
/1 dz _/Ve“ 2du {m“_l]veﬂ—ln (Ver1-1)(V2+1)
o vVer+1 Sz o u?-1 ut1] 5 (Ve+1+1)(vV2-1)

Exercice 113 : [énoncé]

a) Sur R,

Exercice 114 : [énoncé]
Sur I, = |—m + 2k ;7 + 2kn[ avec k € Z,

/ dz / dt 1 " tanz/2 Lot
_ = —— = —= arctan
3+ cosx t=tanx/2 t2+2 \/i \/i

est définie et continue sur R, cherchons F' primitive de

La fonction = +—
celle-ci sur R.
Pour tout k € Z, F est primitive sur Iy, donc il existe C € R tel que sur I,

1
3+cosx

1 tan z/2
F(x) = — arctan +C
( ) \/i \/i k
Par limite a droite et a gauche en w + 2k,
Fr+2km) = —— + Cp = ——— + Crpa

2v/2 2V2

Par suite

VkeZ,Ck:%—i-Co

On peut résumer :

/ CcoS & d / du 1 / 1 1 d 1 )
— - dr = = — U = n
14+cos?2z w=sinz ) 2—u? 22 u+v2 wu—+V2 2/2

b) Sur R,
/ sin.x2 de = /_ du _ 1 n cosT — /2 Lot
1 +sin“x u=cos 2 — u? 2\/5 COS$+\/§
c) Sur Iy =5 +km; 5+ (k+ 1),k € Z,
d 1 )
/ f = /1 + w?du=tanz + = tan®z + C*°
COS* r u=tanx 3

d) Sur Iy = |5 +km; 5+ (k+ )k € Z

1 tanx/2 kr .
5 arctan +Z + Cy sizel
sinz 4 280y £ R,Vz € R, F(z) = %?1 V2 V2 0 . k
+0* 2+ Co six =7+ 2k
sinz — /2 2v2

Ceci détermine la fonction F' & une constante pres.
Inversement, étant assuré de ’existence de F', on peut affirmer que de telles

fonctions sont bien primitives de z — %
+cos x

Exercice 115 : [énoncé]
L’intégrale est bien définie et détermine la primitive s’annulant en 0 de la fonction

continue
1

rhr— —
3+ cos?zx

dz cos(x) dz dt 1 1 1 Notpns F cette primitive.
/ oFr / (1 —sin?(2))2 t:;m/m = Z/ 1—¢ + 1—0)2 + T+t + Wlf ldtiler, I'intégrale on est tenté de procéder au changement de variable

donc

dzx 1. 1+sinx 1 sinzx
- 1 - Cte
/COS?’x 41 “sinz | 2cos?z

4 = tant mais celui-ci n’est possible que pour = € |—7/2;7/2[ et alors

tanx
F(z) = / du = ! arctan (\/ﬁ tan x)
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Par continuité -

et F(-n/2) = =7

T
F(n/2)=——=
/2= =

Puisque la fonction intégrée est m-périodique, on a
F(zx+7)— F(z) =C"*

avec -
C'* =F(r/2) — F(—7/2) = ——
(/) - F(=n/2) = ;"
On peut alors calculer F(z) en commencant par déterminer k € Z tel que
x+krel-n/2;m/2

puis en exploitant
km

=F(z+km) —
avec

1
F(z +knm) = 3 arctan <\g§ tan x)

Exercice 116 : [énoncé]

1 24t s

2
a) w/ dzx L = .
0 3+t 3vV3

0 24-cosx = tan

s

b) /4 da f
0 1+smzcosxt tanx 0 t2+t+1 T 33

c¢) Par la relation de Chasles

I dz /2 dzx i dx
I= 1+coslr T oo2s Trooza T
o l+cos?z o lHcosz Jrpl+cos®w

Via des changements de variable affines adéquates :

/2
124/ _dr
0 1 + cos“x

Sur |-7/2;7/2],
/ dx / dt 1 cta tanz Lc
— = ——— = ——arctan —
1 + cos?z t=tanz | 1242 /2 V2
Soit F' une primitive de m sur [0;7/2].

371'/2 d:)?
/7T 1+cos2x+

Il existe C € R tel que F(x) =

% arctan t%x + C sur [0;7/2[ et par

2
continuité -
F(n/2) = —+C
(m/2) W
Finalement fﬂ/z 1&% = [F(gc)]g/2 = 37 puis [ = V2.
Exercice 117 : [énoncé]

Par le changement de variable ¢t = tan x/2

sin av 2dt

/2 sin v 1 i
[T
0 1+ cosacosx 0 1+cosa%;§2 1+1¢2

_/1 2sin « a
Jo (14 cosa)+ (1 — cosa)t?

donc
9 1
/ sin ar 2sin o 1—cosa 1—cosa
dx = arctan /| ————t
o l+cosacosz 1—cosaV 1+ cosa 1+ cosa 0
2sin a + 1 —cosa
= —arctany/ ——
V1—=rcos?a 1+ cosa

et finalement

/2 . .. 9

sin « sin“ a/2
/ ——— dx = 2arctan 27/ =«
o l+4+cosacosz cos? /2

27 d.’L'
3r/2 [Exeosice 118 : [énoncé]
th _ du t
a) Sur R, [ ra-d u::hmfu(liiu)—lnchx—ln(chx+1)+06.
_ du _ 1 shx te
b) Sur R, [ 1+Ch2 dx e i 5 arctan 7 + C'te.
had _ d _ 14 |thas1] 1 ¢
C) Sur R’ f slfwf—clfw u:?h:cf _(u—l)(z-i—l)2 - Zln thi—l 2 1+thw +C
hede _ [ e®4e=® 7. (1 1 _ ¢
ou encore f Sl’?:ﬂic}f(l}' - f € 2;‘" dx - f 5 J’_ %T dx -2 + 492T + C 6.
d) Sur R, f S —f% Nt Ik (Hdttz)Z = arctanshx—i—% Sﬁ‘f + Cte
shx
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Exercice 119 : [énoncé]
Par changement de variable

dx /e 2dt 9 arct T
— = ——— = 2arctane — —
0 Chl' t=e® 1 t2 + 1 2

Exercice 120 : [énoncé]

a) Sur [—1; o0,

S S du= [ 2ul - ) du=3VaF T —a g O
b) Sur[O;—i—oo[,fL_%dxi Juiztdu=2[—u+2— 2, du=

—x +4y/x —4In(1 4+ f)—i—Tt".

) Sur |—o00;1] ou |2; 400,

frdx—f@—?y;fl = d5te + dgk - |+ O

*IH\/‘JC 1]— |m2+Ce

donc [ /it der = /(z —1)(z —2) — P

Exercice 121 : [énoncé]

ur "”1 =
a) S ] f f f \/§sint

—V2 —x2—|—arcsmﬁ+0te.
b) Sur ]1; 3],
xdm
‘[ v (z—1)(3—x) w—2+smt
) x—a?+6=—(z-3)(x+2), z=1+ Isint. Sur [-2;3],
JVa—a?+6ds= 25cos tdt = 2‘E’fcoth—i—ldt:
2”54 L/ —22+6+ 285 arcsin —2’”5 L Cte

d) SUTR,f\/%d;U =stfsht—l—ldt:\/1+x2+ln(az+\/x2+1)+0te.

[V2sint +1dt =

J 2+ sintdt = 2arcsin(z — 2) —

e) SwR, [ it fhtfsﬁ?iiﬁt =[3+gedt=
iln(z+vVa2+1) - 4(“/; + Ce.
f) Sur [1;4o00[ (et de méme sur |—oo; —1])
=t “";*1 dz = [ Schhztt dt = [ —1112 du = V22 — 1 — arctan V22 — 1 + C?®.
xr=cht u=sht

—V2cost+t+ Cte =

Vi(z—1)(3 —z)+Cte.

Exercice 122 : [énoncé]
On écrit le trindme sous forme canonique

Pretl=(ats 2+§
B 2 4

ce qui invite au changement de variable

1 V3 V3

qui donne
/ dx B / shtdt 1 du
(21;+1)\/x2+x—|—17 \fsht f ch?t —1u=cht /3 ) u2-1
et enfin
/ dz 1 1n2\/x2+x+ _\/g—i—Cte
e+ DvVe2+z+1 23 2Va2+ax+1+V3

Exercice 123 : [énoncé]

V3 24t 2

f1 f(:c+3) :\ff 213 — 3 {arctan \tf} = 6\[

_ V3 24t _ 2 L 1V3
b) fo W(z% i \/7] t+3—ﬁ[arctan%}l

— s

=5

/2 sincos 6
sin 6+cos 0 dé.

o dx 2udu — T
o I VitrtVize, mfo utv2—u? u=\/§sin92\/§f0
1 da _ 4t(1—t%)dt B
f—l \/1+x+\/1 —x 2ff0 —t242t+1)(1+t2)2 —
1
2\/§f0 1+t2 +2(1+t2)2 + T dt
Au final fil =22 -2In(v2+1).

v/ 1+w+\/ 1—xz
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