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Sl]_ites numériques Exercice 7 [02253] [Correction]

Soient (uy) et (vy,) deux suites telles que

Convergence de suites 0<u, <1,0< v, <1 etupvn — 1

. . ue dire de ces suites ?
Exercice 1 [02247] [Correction] Q

Soient (uy,) et (v,) deux suites réelles convergeant vers £ et ¢ avec £ < £'.

Montrer qu’a partir d’un certain rang : u, < v,. . .
Exercice 8 [03497] [Correction]

Soit (u,) une suite de réels non nuls vérifiant

Exercice 2 [02248] [Correction] Ung1

Montrer que (u,) € Z~ converge si, et seulement si, (u,) est stationnaire. Uy, =0

Déterminer la limite de (uy,).

Exercice 3 [02249] [Correction]

Soient (a,b) € R?, (uy,) et (v,) deux suites telles que
Exercice 9 [03184] [Correction]

{ neNu, <aetv, <b Soient K un réel strictement supérieur a 1 et (g,,) une suite de réels positifs

Up 4 vy — a+ b convergeant vers 0. Soit (u,) une suite de réels de [0; 1] vérifiant

Uy + En

Montrer que u,, — a et v,, — b. VneN,0 < upqq < %

La suite (u,) converge-t-elle vers 0?7
Exercice 4 [02250] [Correction]
Soit (uy) et (v,) deux suites réelles telles que (u, + vy,) et (un — vy,) convergent. . .
Montrer que (u,) et (v,) convergent. Calcul de limites
Exercice 10 [o02254] [Correction]
Exercice 5 [02251] [Correction] Déterminer la limite, si celle-ci existe, des suites (u,) suivantes :
Soient (u,) et (v,) deux suites convergentes. Etudier

_ 3" =(=2)" _ n—vn2+41

a) Un = Fagi—5ym ) u, = YA

lim  max(uy,, vy,) 3n+(=2) ) ntvn2—1
norteo b) up =vn2+n+1—-+vn2-—n+1 d) up =20k

Exercice 6 [02252] [Correction]

Soient (u,) et (v,) deux suites réelles telles que Exercice 11 02255 ] [Correction]

Déterminer les limites des suites dont les termes généraux sont les suivants :
2 2
U, + Unvp +v;, = 0
. 1
a) u, = (1+ %)n ) U, = (sinl) /m

Démontrer que les suites (uy,) et (vy,) convergent vers 0. n

n—1

(5)

b) u, = /[n]n? d) u, =
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Exercice 12 [o02256 ] [Correction]
Déterminer par comparaison, la limite des suites (u,,) suivantes :

a)un:% d)un:L

b) u, = n”—,:
C) Up = ZJ—FE%B” e) Up = \ﬂ’l’b]2 + (_l)n

Exercice 13 [o02257] [Correction]
Déterminer les limites des sommes suivantes :

a) Sy = k 1\/E e) Sn=ZZ:1nzL+k
VSR ) 8= Sier 7
c) Sp= Ek 1 n2+k2 VTR

d) S = k n+1 k12 8) Sn =40 (1) k!

Exercice 14 [o2258] [Correction]
Comparer

" 1\" 1\"
lim  lim (1 — ) , lim  lim <1 - > et lim (1 — )
m—+o00 n——+o0o n n—-+o0o0 m—-+oo n n—-+o0o n

Exercice 15 [02259] [Correction]
Soit (u,) une suite de réels strictement positifs. On suppose +/[n]u, — £.

a) Montrer que si £ < 1 alors u,, — 0.
b) Montrer que si £ > 1 alors u, — +o0.

¢) Montrer que dans le cas £ = 1 on ne peut rien conclure.

Exercice 16 [02260] [Correction]
Soit (un)nen une suite de réels strictement positifs. On suppose

Un+1
Intl —s Y
Up, n——+oo
a) Montrer que si £ < 1 alors u, — 0.
n—-+o0o

b) Montrer que si ¢ > 1 alors u,, — +oo.
n

—+o0

¢) Observer que dans le cas £ =1 on ne peut rien conclure.

Exercice 17 [o02261] [Correction]
Pour tout n € N, on pose

a) Etablir que pour tout p > 1,

n
k=1 k=1
p+1 dz
[ <
P X

/ Pode

S —

p—1 %
En déduire la limite de (S,).

b) Etablir que S5, = S,,. En déduire la limite de (S7,).

SRR

Exercice 18 [02263] [Correction]

Déterminer la limite de . .
n
w=3(})

Exercice 19 [o02264] [Correction]
Soit p € N\ {0,1}. Pour n € N* on pose

n+p -1 n
unz(n> etSnzz:uk
k=1
a) Montrer que
VneN, (n+p+2)upte = (n+ 2)upiq

b) Montrer par récurrence

1

¢) On pose Vn € N* v, = (n + p)u,. Montrer que (v,) converge vers 0.

d) En déduire lim S,, en fonction de p.
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Exercice 20 [03039] [Correction]
Soit z € C avec |z| < 1. Existence et calcul de

n

lim (1 + 22k>
n—-+o0o
k=0

Exercice 21 [o03196] [Correction]
Etudier la convergence de deux suites réelles (u,,) et (v,) vérifiant

lim (u, +v,)=0et

n—-+oo

lim (e"" +e") =2

n—-+o0o

Exercice 22 [o02262] [Correction]
Soit a € R et pour n € N,
n
a
P, = H cos ok
k=1

Montrer que
et déterminer lim,, o, P,.

Exercice 23 [o00298] [Correction]
Déterminer les limites des suites dont les termes généraux sont les suivants :

unz\ﬂn]n £) uy = (M)nlnn

w, = (1+%)n Inn

)
)
) un = ()" 8) un = (””]”“?B*””M)n
)
)

a

=

o

[=9

Up, = n? (cos% — cos #1) .
- a\\ ™ h) _ [ arctan(n+1) "
Up = (tan (Z + 7)) Un = arctan n

n

e

Exercice 24 [oo0302] [Correction]
Nature de la suite de terme général

U, = cos(mn?In(1 — 1/n))

Exercice 25 [o02781] [Correction)]

Etudier la convergence de la suite (La”J Un), ot a > 0.

Exercice 26 [ 00304 ] [Correction]
Soit (uy,) une suite d’entiers naturels deux a deux distincts. Montrer que
Uy, — +00.

Exercice 27 [o00320] [Correction]
Soient a > 0 et

n

1
Un = Z noe + ko
k=1

a) Montrer que si o > 1 alors u,, — 0 tandis que si & < 1, u,, = +00.
b) Montrer que si a = 1, la suite est monotone et convergente.

¢) Toujours dans le cas &« = 1 et en exploitant 'encadrement
In(1 +z) <z < —In(1 — z) valable pour tout z € [0;1], établir uw,, — In2.

Exercice 28 [o0321] [Correction]
a) Etablir que pour tout z > 0 on a
L o
m—ix <In(l4+z) <z

b) En déduire la limite de

- k
Uy = 1—|—>
(s

Exercice 29 [o0319] [Correction]

a) Soit
P
Uy, =
—n+ k

ou p € N* est fixé. Montrer que la suite (u,) converge. Sa limite sera notée ¢
(on ne demande pas ici de la calculer)
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b) Soit f: R, — C de classe C! et telle que f(0) = 0. Soit Montrer que
1
L Vn € N*, Hy,, — H,, > =
=1 (73 2
" = \n+ k En déduire que lim,, o H,;, = 4+00.

Montrer que (v,,) converge. Exprimer sa limite en fonction de ¢.

¢) Calculer ¢ en utilisant f(z) = In(1 + z). Exercice 34 [02260] [Correction]

d) Si f de R, dans C est continue et vérifie f(0) = 0, montrer qu’il peut y avoir Soit (Hy) la suite définie pour n € N* par

divergence de la suite (vy,).

Limites des suites monotones
a) Montrer que H,, — +o0.

Exercice 30 [02265] [Correction] b) Soit (u,) une suite telle que n(u,+1 — u,) — 1. Montrer que u,, — +oo.

Soit (uy,) une suite croissante de limite £. On pose

A +otup Exercice 35 [o02270] [Correction]
" n On pose
I1x3Ixdx---x(2n—-1
a) Montrer que (v,) est croissante. Un = o I 6 >(< 7(12 ) )
L e ’rL
b) Etablir que vy, > “2fs.
L a) Exprimer w, & 'aide de nombres factoriels.
¢) En déduire que v,, — /.
b) Montrer que la suite (u,) converge.
¢) On pose
Exercice 31 [o02266] [Correction] vp = (n+ 1u?

Soit (u,) une suite réelle convergente. Etudier la limite de la suite v, = sup,>,, u,. Montrer que la suite (v,) converge. En déduire la limite de la suite (u,)
n M n

d) Simplifier
Exercice 32 [02267] [Correction] ﬁ ( 1>

Soit (uy,) une suite réelle bornée. On pose 1= k
k=2
Uy = sup up et wy, = inf u, et comparer ce produit & uZ.
p>n pzn

e) En déduire que la limite C' de la suite (vy,) est strictement positive.
Montrer que les suites (v,,) et (w,) possédent chacune une limite dans R et
comparer celles-ci.
Exercice 36 [o00300] [Correction]
Soient a > 0 et
Exercice 33 [o02268] [Correction)] Un = (1+a)(1+a?)...(1+a")

[Somme harmonique] Pour tout n € N, on pose .
a) Montrer que si a > 1 alors u, — +oc.

< b) On suppose 0 < a < 1. Montrer que la suite (u,) est convergente. On pourra

H =
" exploiter la majoration 1 + x < e” valable pour tout x € R.

Eol

Il

—
Bl
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Suites adjacentes

Exercice 37 [o2271] [Correction]
Soient 6 € |0;7/2[ et

.0
Uy, = 2" sin on Un = 2”tan2—n

Montrer que les suites (u,) et (v,) sont adjacentes. Quelle est leur limite
commune ?

Exercice 38 [00325] [Correction]
On pose

"1 "1
Uy = — —2ynet v, = — —2vVn+1

Montrer que les suites (u,) et (vy,) sont adjacentes.
En déduire un équivalent de
n

k=1

Sl-

Exercice 39 [o2272] [Correction]
Pour tout n € N*, on pose

— 1 1
Sn=) 1z et Sn="5+-

Montrer que les suites (S,,) et (S),) sont adjacentes.
On peut montrer que leur limite commune est 72 /6, mais c’est une autre histoire...

Exercice 40 [02273] [Correction]
[Critere spécial des séries alternées ou critére de Leibniz] Soit (u,,) une suite de
réels décroissante et de limite nulle.

Pour tout n € N, on pose
n

Sp =Y (=1)Fu

k=0

Montrer que les suites extraites (Sap) et (S2n+1) sont adjacentes et en déduire que
(Sp) converge.

Exercice 41 [o02274] [Correction)]
[Irrationalité du nombre de Néper| Soient

"1 "1 1 1
anzzﬁetbnzzﬁJrn.n! :an+n.n!
k=0 k=0

a) Montrer que (a,) et (by,) sont strictement monotones et adjacentes.

On admet que leur limite commune est e. On désire montrer que e ¢ Q et

pour cela on raisonne par I’absurde en supposant e = g avec p € Z,q € N*.

b) Montrer que a; < e < by puis obtenir une absurdité.

Exercice 42 [o02275] [Correction]
[Moyenne arithmético-géométrique]
a) Pour (a,b) € RT2, établir :
2vVab<a-+b

b) On considere les suites de réels positifs (u,,) et (vy,) définies par

Up + Un

up = a,v9 =b et Vn € N up411 = \/uUptp, Vnt1 = 5

Montrer que, pour tout n > 1, u, < vy, Uy < Upt1 €6 Vpp1 < Uy

¢) Etablir que (u,) et (v,) convergent vers une méme limite.
Cette limite commune est appelée moyenne arithmético-géométrique de a et b
et est notée M (a,b).

d) Calculer M (a,a) et M(a,0) pour a € Ry.

e) Exprimer M (Aa, Ab) en fonction de M (a,b) pour A € Ry.

Exercice 43 [o00324] [Correction]
[Irrationalité de e] On pose pour n > 1,

1 o = 1
tn = kS vn_un+n.n!
k=0

a) Montrer que les suites (u,,) et (v,) sont adjacentes.

b) En exploitant l'inégalité de Taylor-Lagrange appliquée a la fonction x — e*,
montrer que u,, — e.

c) On suppose que e = p/q avec p,q € N*. En considérant ¢.qlu, et g.qlv,
obtenir une absurdité.
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Suites extraites

Exercice 44 [o02276] [Correction]
On suppose que (u,,) est une suite réelle croissante telle que (us,) converge.
Montrer que (u,) converge.

Exercice 45 [o02277] [Correction]
Soit (u,) une suite complexe telle que (uay,), (uznt1) et (us,) convergent. Montrer
que (up) converge.

Exercice 46 [o2278] [Correction]
Justifier que la suite de terme général cos(n) diverge.

Exercice 47 [oo0327] [Correction]
Montrer que la suite de terme général sin(n) diverge.

Exercice 48 [o02279] [Correction]
Soit (uy,) une suite réelle telle que

n-+p
np

Vn,p € N*,0 < upqp <

Montrer que (u,,) tend vers 0.

Exercice 49 [o03234] [Correction]
Soit (u,) une suite réelle vérifiant

Upt1 — Up — 0 €t u,y = +00
Montrer qu’il existe une application ¢: N — N strictement croissante vérifiant

U —n—0

w(n)

Limite de suites de solutions d’une équation

Exercice 50 [02290] [Correction]
Soit n un entier naturel et F, ’équation x + tanx = n d’inconnue
x€l-m/2;m/2].
a) Montrer que I’équation F,, posséde une solution unique notée z,.
b) Montrer que la suite (z,) converge et déterminer sa limite.

Exercice 51 [o22s88] [Correction]

Montrer que ’équation xe® = n possede pour tout n € N, une unique solution z,,
dans R .

Etudier la limite de (z,).

Exercice 52 [02291] [Correction]
Soit m un entier naturel non nul et E, I'’équation : 2" Inz = 1 d’inconnue z € R7.

a) Montrer que ’équation E,, admet une unique solution z,, et que z, > 1.
b) Montrer que la suite (z,,) est décroissante et converge vers 1.

Exercice 53 [02292] [Correction]
Soient n € N* et
Ep:a"+a" 4 pa=1
a) Montrer que I’équation E,, posséde une unique solution z,, dans Ry et que
Ty € [1/2 ; 1]
b) Montrer que (z,) converge.
¢) Déterminer la limite de (z,,).

Exercice 54 [o00314] [Correction]
Montrer que pour tout n > 1, ’équation

3
3
|
—
8
B

ol
Il
Uw‘

posséde une unique racine z,, dans ]0;+oo[. Déterminer lim z,,.

Exercice 55 [00315] [Correction]

Montrer que la relation nu*! — (n + 1)u? = 1 définit une suite positive (u,)
unique.

Etudier sa convergence et préciser sa limite.
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Expression du terme général d’une suite récurrente a) Exprimer z, sous forme d’un produit.
b) Déterminer lim,,—, 1 oo 2.
Exercice 56 [02293] [Correction]
Donner 'expression du terme général et la limite de la suite récurrente réelle
(tn)n>o définie par :
a) up=0et Vn € Nyup41 =2u, +1

Exercice 61 [o03048] [Correction]
Etudier la suite (zy,)n,>0 définie par zo € C et

z z
b) uonetVneN,un_H:“"TH. V’rzEI\T,,zn_~_1:%‘n|

Exercice 57 [02294] [Correction] Exercice 62 [ 02056 ] [Correction]
Soit (x,,) et (y,) deux suites réelles telles que Soit (uy,) une suite réelle telle que

Ty — Ty + 1

VnEN,an:"iynetynH:niyn up=1letVneNu,y 1 =(1+ Up,
2 2 n+1

En introduisant la suite complexe de terme général z,, = x,, + i.y,, montrer que Donner ’expression du terme général u,, de cette suite.

les suites (x,,) et (y,) convergent et déterminer leurs limites.

Suites récurrentes linéaires d’ordre 2
Exercice 58 [02295] [Correction]

Soit (z5,) une suite complexe telle que Exercice 63 [ 02208 ] [Correction]
1 B Donner Iexpression du terme général de la suite récurrente complexe (un)n>0
VneN, zp41 = g(zn + 22,) définie par : ug = 0,u; = 1 +4i et

Montrer que (z,) converge et exprimer sa limite en fonction de zg. Vn € N, uni2 = (3 = 21)upq1 — (5 — 5i)un

Exercice 64 [02299] [Correction]

Exercice 59 [o02296] [Correction] ; . L . . . .
Donner l'expression du terme général des suites récurrentes réelles suivantes :

Soit (u,) et (v,) les suites déterminées par ug = 1, vg = 2 et pour tout n € N :
(un) et (vn) P P a) (un)n>o définie par up =1,u; =0 et Yn € N, up10 = dupy1 — 4u,
Upt1 = 3Up + 20, €6 Uyt = 2uy + 3y, b) (un)n>o définie par ug = 1,u1 = —1 et ¥n € N, 2uy 40 = 3upt1 — Uy

a) Montrer que la suite (u, — v,) est constante. ¢) (un)nxo définie par uo = 1,u1 =2 et ¥n € N, untz = Un+1 — Un.

b) Prouver que (u,) est une suite arithmético-géométrique.
Exercice 65 [02300] [Correction]

¢) Exprimer les termes généraux des suites (u,) et (v,).
" " Soit 0 € ]0; 7[. Déterminer le terme général de la suite réelle (u,) définie par :

ug=u; =1letVn € N,u — 2cosBu +u, =0
Exercice 60 [02297] [Correction] 0o e wrL e

Soient p > 0 et 6 €]0; .
On considére la suite complexe (z,) définie par zg = pe'® et Exercice 66 [02683] [Correction]

Déterminer les fonctions f: R} — R vérifiant
Zn + |20l

2 Ve >0, f(f(x)) = 6z — f(z)

VneN zpp1 =

Diffusion autorisée a titre entiérement gratuit uniquement - dD



[http://mp.cpgedupuydelome.fr] édité le 5 mai 2016 Enoncés 8

Etude de suites récurrentes a) Justifier que la suite (uy,) est bien définie et

Exercice 67 [02304] [Correction] ¥n €N, un € [-2;2]

Etudier la suite (u,,) défini
udier la suite (un) définie par b) Quelles sont les limites finies possibles pour (u,)?

up=a€Ret Vn € N,upi1 =uy c) Montrer que (|u, — 1|) converge puis que lim |u,, — 1| = 0. En déduire lim u,,.

Exercice 68 [02305] [Correction] Exercice 74 [02310] [Correction]

i i n) défini oit a € C tel que 0 < |a| < 1 et (u,) la suite définie par
Etudier la suite (u,,) définie par S C tel que 0 < |a| < 1 et (uy) définie p
uyg € Ret Vn € Nyu =u?+1
0 s " up =a et Vn € Nyuy 41 = Un
2 —uy,
Exercice 69 |[02303] [Correction] Montrer que (uy,) est bien définie et |u,| < 1. Etudier la limite de (u,,).
Etudier la suite (u,) définie par
uo =1 et ¥n € N tpin = VI +un Exercice 75 [02312] [Correction]
Soit @ > 0 et (uyp) la suite définie par ug > 0 et
Exercice 70 [o02306] [Correction] 1 a
Etudier la suite (u,,) définie par Vn €N, up1 = 5 (Un + )
n

>letVneN, =1+1 ,
o= 2 eh tn1 + In(un) a) Etudier la convergence de la suite (uy,).
b) On pose pour tout n € N
Exercice 71 [02307] [Correction] b Un Va
n —

Etudier la suite (u,) définie par U, ++v/a

uo € R et Vn € N, up g = e — 1 Calculer v,,41 en fonction de v, puis v,, en fonction de vy et n.
bl n -

¢) Montrer que, si up > +/a, on a

Exercice 72 [o02308] [Correction] ‘un — \/&’ < 2up.v3

Etudier la suite (u,) définie par o
Ainsi, u,, réalise une approximation de y/a & la précision 2ug.vg T:o 0.

up >0 et Vn € N, upy1 = 1 On peut alors par des calculs élémentaires, déterminer une approximation de
24 u, Va.
Exercice 73 [02309] [Correction] . .
Soit (uy,) la suite réelle définie par Exerc1c.e \76 (02313 ] [Correction] )
On consideére I’équation In z + 2 = 0 d’inconnue = > 0.
ug =a € [-2;2] et Vn € N uny1 = V2 —up a) Montrer que ’équation posséde une unique solution a.
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b) Former, par I'algorithme de Newton, une suite récurrente réelle (u,,)
convergeant vers q.

Exercice 77 [o02311] [Correction]
Déterminer le terme général de la suite (u,,) définie par :

ug =a>0,u; =b>0et ‘v’nEN,unHun:uiH

A quelle condition (u,,) converge ?

Exercice 78 [02301] [Correction]
Soit @ € R% . On définit une suite (u,) par

up =a et V¥n € Nyuy 11 =

a) Déterminer la limite de (up,).

b) Déterminer la limite de w11 — Up.
Exercice 79 [00094] [Correction]

Etablir
/ 1
\/1+ 1+\/1+"':1+1+71

1+ -

Exercice 80 [03229] [Correction]
Soit (uy,) une suite réelle vérifiant
Vn e Nyu, € [1/2;1]
Soit (vy,) la suite déterminée par
Up + Up41
vg = ug et Vn € Njv = —
0 0 n+1 1+ Ut 10

Montrer que la suite (v,,) converge et déterminer sa limite.

Exercice 81 [00328] [Correction]
Etudier la suite définie par

—_

ug € Ry et Vvn € Nyupqq = 1+7ui

Exercice 82 [00330] [Correction]

Soient a > 0,
up =va,us = \/a++va,us = \/a+/a+Va,

Montrer que (u,) est convergente.

Exercice 83 [00331] [Correction]

Soit

3 +1
3

firz—
et (uy) la suite définie par
up € Ret Vn € Nyuyy1 = fuy)

a) Justifier que I’équation f(z) = x posséde trois racines réelles (qu’on
n’exprimera pas).

b) Etudier le signe de f(z) — z ainsi que la monotonie de f.

c) Préciser le comportement de (u,,) en discutant selon la valeur de wy.

Exercice 84 [o00332] [Correction]

Soient
23 + 3azx

: —
e 322 4+ a

(avec a > 0) et (uy) la suite définie par
ug > 0 et Vn € Nyuyy1 = fluy)

Etudier les variations de f, le signe de f (z) — = et en déduire le comportement de
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Exercice 85 [00333] [Correction]
Soient ug € ]0;1[ et pour tout n € N,

2
Upt1 = Up — Ui,

Montrer que (u,,) est monotone de limite nulle. Déterminer les limites des suites
dont les termes généraux sont les suivants

n

Zui et H (1 —ug)
k=0

k=0

Exercice 86 [00334] [Correction]
Soit f: [a;b] — [a;b] une fonction de classe C! telle que

Vo € [a;b], |f'(z)] <1

a) Montrer que f admet un point fixe unique a.

b) Montrer, pour tout u € [a;b], la convergence vers « de la suite (u,,) définie
par
ug =u et Vn € Nyuy1q1 = f(un)

Exercice 87 [00335] [Correction]
Soit f: [a;b] = [a;b] une fonction 1 lipschitzienne et « € [a; b].
On considere la suite définie par

Ug = a et Up41 = 5

Montrer que (u,,) converge vers un point fixe de f.

Exercice 88 [00329] [Correction]
Soit (u,) la suite définie par

ug €104 et Vn € Ny upy1 = duy, — ul

a) Montrer que (u,) est bornée. Quelles sont les limites possibles de (u,) ?
b) Montrer que si (uy,) converge alors (uy,) est soit stationnaire égale a 0, soit
stationnaire égale a 3.

¢) En posant ug = 4sin? o, déterminer les valeurs de ug pour lesquelles la suite
(un,) est stationnaire.

Exercice 89 [00336] [Correction)]
Soient p € Ry et 6 € |—m ;7).
On consideére la suite complexe (2, )nen définie par

Zn + |22l

z0 = pew et Vn e N, 2,11 = 5

a) Exprimer z, a l'aide d’un produit.

b) Déterminer la limite de la suite (z,)nen.

Exercice 90 [o033s8] [Correction]
Soit (uy,) une suite de réels positifs telle que

1
Vn € N, upqo < §(Un + Unt1)
Montrer que (uy,,) converge. On pourra commencer par étudier la monotonie de

Up, = Max(Up41, Up).

Exercice 91 [o0337] [Correction]
Soient (tn)nen et (Un)nen les suites récurrentes réelles définies par :

Uy + Up

ug,vo € Ry et Vn € N up i1 = UupVn, Uny1 = 5

Montrer que les suites (un)nen €t (Upn)nen convergent vers une méme limite.

Exercice 92 [o00326] [Correction]
Pour « € ]0;7/2], on étudie les suites (uy) et (v,) définies par

Up = COSQ N, Upt1 = (Up, + vp)/2
vy =1 Upnt1 = y/Unt1Un

a) Etablir que pour tout n € N,

n
(07 " [0
Un—’UnCOS%e Unp = HCOS?
k=1

b) Etudier sin v, et en déduire les limites de (u,) et (vy).
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Exercice 93 [o02783] [Correction]
Soit (2, )nen+ une suite de réels positifs. On pose, pour tout n > 0,

y7L:\/-r1+\/$2+"'+\/1‘n

a) Ici ¢, = a pour tout n, ott @ > 0. Etudier la convergence de (yy,).

b) Méme question dans le cas ou x,, = ab®" pour tout n, avec b > 0.

¢) Montrer que (y,) converge si, et seulement si, la suite (22 ") est bornée.

Exercice 94 [o3165] [Correction]
Soient (a,) une suite réelle positive, bornée et (u,) la suite récurrente définie par

1
ug >0 et uw = ——  pourtoutn €N
0 T et an +1 0

Montrer que la suite (u,,) converge si, et seulement si, la suite (a,) converge.

Exercice 95 [oo0s44 ] [Correction]
Montrer que la suite réelle (x,,) définie par x¢ € [a;b] et

1
VneN,x, = 3 (f(zn) + xn)

ou f est 1-lipschitzienne de [a;b] dans [a;b], converge vers un point fixe de f.
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Exercice 1 : [énoncé]
Posons m = (£ +¢')/2. On a u, — ¢ < m. Pour e = m — £ > 0, il existe nyg € N tel
que

Vn > ng, lup, — € < e

et donc
Vn > ng, u, < m

De fagon symétrique, il existe n; € N tel que
Vn > ny,v, >m
et alors pour tout n > max(ng,n1) on a

Up <M < Up

Exercice 2 : [énoncé]

Si (uy,) est stationnaire, il est clair que cette suite converge.

Inversement, supposons que (u,) converge et notons ¢ sa limite.

Montrons ¢ € Z. Par I'absurde, si ¢ ¢ Z alors E({) < ¢ < E({) + 1 donc a partir
d’un certain rang E(¢) < u, < E(£) + 1. Or u,, € Z. Absurde. Ainsi ¢ € Z.
Puisque u,, > et { —1 <l < {41, a partir d'un certain rang £ — 1 < u,, < £+ 1.
Or u, € Z et £ € Z donc u,, = ¢. Finalement (u,,) est stationnaire égale a ¢.

Exercice 3 : [énoncé]
On a 'encadrement

0<a—up<(a—up)+b—v,)=(a+b)— (up+vy) =0
donc u,, — a puis

Up = (Up +Vp) —up = (a+b)—a=1b

Exercice 4 : [énoncé]

Supposons u, + v, — £ et u, — v, — .

1

Un = 5 (Uun + vn) + 3 (tn =t

’
—vp) — % et de méme v, — 5=,

Exercice 5 : [énoncé]
On a

((a+b) +|a—b])

DO =

max(a,b) =

donc

max(Un, Vy) = = ((Up + vn) + |ty — vy]) = max(lim uy,, limv,)

DN | =

Exercice 6 : [énoncé]

On a
0 < (tp +vn)? =12 + 2upv, + 02 < 2(u2 + upv, +02) =0

Ainsi u, + v, — 0 puis
_ 2 2 2
UpUp = (U, + vp)" — (U, + Upvy +v5) =0

et donc

2

uZ + 02 = 2(uZ + upvn +02) — (up +v,)* =0

qui permet de conclure u,, — 0 et v,, — 0.

Exercice 7 : [énoncé]
On a

UpVp < Up,Up <1

Par le théoreme d’encadrement on obtient

lim u,, = limwv,, =1

Exercice 8 : [énoncé]
Puisque |tp41/un| — 0 < 1/2, il existe un rang N € N vérifiant
Vn > N, [tupy1/un| <1/2

c’est-a-dire ]
Vn > N, [tupp1] < 5 ||

On a alors par récurrence
1
Vn > N, |u,| < =N lun|
et donc par comparaison u, — 0.
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Exercice 9 : [énoncé]
Montrons que la suite (u,) converge vers 0 par 'epsilontique. ..
Soit € > 0. Puisque la suite (&,,) converge vers 0, il existe un rang N € N pour
lequel
Yn>N,0<¢g, <¢
et alors pour tout n > NV
Uy + €

Ogun+1§ K

On en déduit
OSuneS R

et par récurrence
P
Uy, €
VPGN,OSUn+p§ﬁ+ E ﬁ
i=1

La suite (u,) est majorée par 1 et on peut encore écrire

1 el1-(/Kyp 1 5
o< — ¢
KK 1-1)K ~Kr K-1

Vp € N,0 < upqp <
Pour p assez grand, on a 1/K? < ¢ et alors
e
0<Un+p<€+ﬁ—)\5

avec A une constante strictement positive ce qui permet de conclure.

Exercice 10 : [énoncé]

a)

_ 2n
\/n2+n+1+\/n2—n+1

Ji+t +nz+\/1 1.1

S SRa NS VL
" 1—|—«/1—1/n2

d)
_(n4+1) 1
= on 2
Exercice 11 : [énoncé]
a) u, = e"i+/m) or pln (14 1) = # In(14+1)—1car In(+2) 9. Par

suite u,, — e.

2
b) u, =en™" — 1 car 22 — 0.

c) (Sln ) /n _ er In(sin ) o %ln (Sin %) ~ %ln% — 0 done (Sin %)1/n 1
d) (%) —e"(1=5%1) or nln (1 — % ~ —2 3 —2 donc (%) Ly e—2

Exercice 12 : [énoncé]

%1—>Od0ncun—>0.

IN

&
3

o
_— D D
I
—
IN
<
3

U

3

=)

2...n 1
et < - =0 donc u,, — 0.

s

3 ©
IN
§
INA

P §”—ﬂavec2—_ﬂ,2—“%ldoncun%1
d) Pourn>3,0<u, < (E)n—>0donc Uy, — 0.
e 1SUn§\/[n]3:e%n3%1doncun%1

Exercice 13 : [énoncé]

a) S, >y, 1=n— 4

b S>Zk1f V/n — +o0.
0< 80 <30y oy
0< S, <330, (n+1) < w2 — O

o 1n2+n_S <Zk anH domcniﬂgsngn2+1 puis u, — 1.

n p—
n2+n =2k Tm <Sp <D W = TTH par le théoréme des
gendarmes : S,, — 1

C

d

ZQ—H%Odoncun—)O.

@

)
)
)
)
)
N 7o

g) Sp=nl—(n—-1!+(n—-2)!+---4+ (=1)". Par regroupement de termes.
Si n est pair alors S, > n!— (n — 1) et si n est impair S, > n! — (n—1)! — 1.
Puisque n! — (n — 1) = (n —1).(n — 1)! = 400, on a S, = +o0.
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Exercice 14 : [énoncé]

: m . . .
limy, o0 (1= 2)" =1 et limpy 00 limp 400 (1= 2)7 =1
. m ) ° )

limy, 4o (1= 2)™ =0 et limy, 4o im0 (1 — 2)™ = 0.

nln(l—f) e 1-

(-3 =

Exercice 15 : [énoncé]

a) Soit p = ”Tl de sorte que £ < p < 1.
Comme ﬂn]un — £ < p, il existe un rang N au dela duquel \ﬂn]un <p
donc 0 < up, < p™. On a alors u, — 0.

b) Méme démarche mais par minoration.

¢) up =n, u, =1 et u, =1/n sont des exemples prouvant qu’on ne peut rien
dire.

Exercice 16 : [énoncé]

a) Soit p = 4-51 de sorte que £ < p < 1.

Comme % — £ < p, il existe un rang N au dela duquel
u

n+1 Sp

Un
On a alors

Up Up—1  UN+1 _
0<u,=———=2 +uN§p" Nun =0
Up—1 Up—2 un

donc u,, — 0.
On peut aussi raisonner en observant que la suite (uy,) est décroissante &

partir d’un certain rang, donc convergente et que sa seule limite possible est

nulle.
b) Méme démarche mais par minoration ou par croissance.

¢) up =n, u, =1 et u, =1/n sont des exemples prouvant qu’on ne peut rien
dire.

Exercice 17 : [énoncé]

)

On a

Pl qp Pl de 1
[
P € P p p

car la fonction décroissante x — % est majorée par zl) sur [p;p+1].
Par un argument semblable

/p dx /p dz 1
= > - _
p—1 T p—1 p p
n+k+1 d.’L' 1 n+k dx
Lo Fmms ™
n+k T Ttk T Joppo1
2n+1 2n
[ [
n+1 x n x

2+l g on+1
/ —len nt —1In2
ntl L n+1

2n
dz
/ Y 2
n X

Pour n > 1,

donne en sommant

Or

et

donc S,, = In2.

On a
T 273 4 n—1 2n 12 2n 2 4
donc

Son = ; Zk Z ZnJrk Sn

k= n+1
Par suite S, — In2. De plus S5, | = Sa, + 2n+1 — In2 donc
S/ —1n2
Exercice 18 : [énoncé]
On a
1 S\
=14 Z 41
up =14~ + kz_z (k) +-+
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Or pour k € {2,...,n— 2},

donc
n—2 —1
n 2(n —3)
0< < 0
_Z<k> _n(n—l)—>
k=2
puis u,, — 2.

Exercice 19 : [énoncé]

a)
n+p+2\ n+p+2/n+p+1
n+2  n+2 n+1

d’ou la relation.

b) Par récurrence sur n € N :

Exercice 20 : [énoncé]
On a

(1-2]] (1—|—22k) (1= 2)1+2)(1+22). .. (1+ 22"
k=0
Or (1 —-2)(1+4+2)=1- 2% donc

n

(1—Z)H(1+22’“):(1—22)(1+22)...(1+22")

k=0
En répétant la manipulation

n

=2 (1+22) = -2

k=0

n+1
Or 22 — 0 donc

Exercice 21 : [énoncé]

Pour n=1": Exploitons
S, =€ +e'n = 2et P, =eUn.e'n =elntin 41
1 1 2
Sy = et ——(1—(p+2) )= Les nombres e“» et e’ sont solutions de ’équation
CORNES (P+2)p+1)’  p+1 a
. (X —e" ) (X —e")=0ieX?*~S,X+P,=0
0
Supposons la propriété établie au rang n > 1. A Tordre prés, on peut exprimer e“r et e’ & partir du discriminant de cette
1 ) équation. Or S,, — 2 et P, — 1, le discriminant tend alors vers 0 et les deux
Spi1 = Spttini1 = 71(1_(”+p+1)un+1)+un+1 = 71(1_(”+2)un+1) = Jlii@s_(quﬂﬁmgy@ggrg) On en déduit u,, — 0 puis v, — 0.
pP— p— p—
Récurrence établie. Exercice 22 : [énoncd]
c) En exploitant la formule sin(2z) = 2sinx cosx
Ip! !
0§vn:7(1ni—p2;:(n+n'p. l)lﬁnilﬁo 04 p 1. a a a 1 in(a)
-1 sin—P, = —sin——cos ——---cos — = ... = — sin(a
n p on 2 2n71 gn—1 2 on

d) Par opérations

Sia=0alors P, =1— 1.
Si a # 0 alors, pour n assez grand, sin(a/2") # 0 et

P - sin(a)

2" sin 55
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Puisque Exercice 25 : [énoncé]
sin(x sin(z) —sin 0 i : i é 3
(z) _ (z) — cos(0) = 1 S% a€10;1], 1a~ suite est constar}te egé\ile a 0.
T x—0 z—0 Si a = 1, la suite est constante égale a 1.
on a sina/2" Sia>1alorsa” —1< [a"| < a™ donne (a” — H" < la™] /" < 4 et donc, par
1 encadrement, la suite converge vers a.

a/2” njOO

puis
sin(a sin(a
P, = on ( )a o (a) Exercice 26 : [énoncé]
= n oo
S g ¢ VA € Ry, 'ensemble F = {n € N| u,, < A} est fini car il contient au plus
car E(A) + 1 éléments.
Psin - o~ 2Ly (4)

M pstoo 9n Par suite il posseéde un plus grand élément N et alors Vn > N + 1,u,, ¢ E donc
u, > A. Ainsi u,, — +o00.

Exercice 23 : [énoncé]

Exercice 27 : [énoncé]
a) u, =exp(lnn/n) — 1.

b) u, = exp (nln (1 + %)) =exp (z +o(1)) — e”. a) Sia>1alors 0 <u, < wag — 0 donc uy, — 0.
¢) U, = exp ((n+ 2)In (1 — nfﬂ)) =exp(—2+o0(1)) — e 2. Sia<lalors u, > 7o = in'=* — +00 donc u, — +00c.
b) Upi1 — Un = 55 + 525 — —= > 0 donc (u,) est croissante. De plus
— _9n2qi 1, 1 ; 1__1 — 1 n+l n 2n+1 2n+4-2 n+1 n
d) up = —2n"sin ((n + n+1) 2) S ((n n71>/2) =0 (n) — 0. Uy < nLH < 1 donc (u,) est majorée et par conséquent convergente.
e) tan (T +2) =1+ 22 4+ 0(2) donc c)
Uy, = exp (nln (1+27a+0(%))) = exp(2a + o(1)) — 2@ i 1 ﬁ 1
B 1 1 ninn Uy, = < —In < — ) =—In—=1In2
£) up =014 575+0(:17)) —e. —ntk P n+k n
g) vVIn2=exp (1In2) =1+ 12+ o0(1), u, = (1 + 24 4o (%))n — /[3]24. ot
h) Par le théoreme des accroissements finis L 1 L 1 2 1
) Un:Z > In 1+ =In nt —1n2
1 1 —n+ k P n+k n
In(arctan(n + 1)) — In(arctann) = —— ——— - -
1+ c? arctan c donc u,, — In2.

avecn < c<n+1 donc

1 1
— 2 2/7 . . .
= e E 28 :
Un exp (n 1 02 rcta C) — xercice [enonce]

a) Il suffit de dresser le tableau de variation des fonctions

Exercice 24 : [¢noncd) - (l+z)—z+iz2etz—z—In(l+az).
En développant In(1 — 1/n) b)
““k  (n+1) 1
_ . z _ (_1\nt+1 4 1 < [ — _
Uy, = COS (Trn +5 —|—0(1)) = (—1)"""sin(o(1)) — 0 DUp S ; 2 on 9
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et

"k K n+1 (+D@2n+1) 1
Inwu, > — )= - -
e = ; (n2 n4> 2n 6n3 73

donc

Up — Ve

Exercice 29 : [énoncé]

a) La suite (u,) est croissante car

1 1 1
L. - >0
n(p+1)+1 (n+1)(p+1)

un+1_un n+1,

et u, < n"—& < p donc (u,) converge vers une limite £.

b) Commengons par le cas ou f/(0) = 0.
Soit € > 0, il existe o > 0 tel que pour tout = € [0;a] on ait |f'(z)| < € et par
I’inégalité des accroissements finis, on obtient

Vo € [0;al, |f(z)] < elz|

On a alors

et donc v,, — 0.
Pour le cas général, il suffit d’introduire g(z) = f(x) — zf'(0). Puisque

g'(0)=0,0na
g( ) — 0
Pt n+k) nsdoo

vp —unf'(0) — 0

n—-+oo

et donc

et finalement v, — £f/(0).
¢) Pour f(z) =In(1+ z),

Up = Zln(n+k+ 1)—In(n+k)=In(n(p+1)+1)—In(n+1) > In(p+1)
k=1

On conclut £ =1In(p + 1).

d) Pour f(x) = v/,

Exercice 30 : [énoncé]

a)
M1 — (Ut ) o
nn+1) -

Un41 — Unp =

donc (vy,) est croissante.

b)
Uy + -+ up un+1+"'+u2n Un Unp
Van = 2n * 2n 2 2 * 2
¢) On a v, </ pour tout n € N* et (v,) croissante donc (v,) converge vers un
réel ¢/ < 4.
La relation précédente, passée & la limite, donne 2¢ > £ + ¢’ ce qui permet de
conclure v, — £.

Exercice 31 : [énoncé]
(uy,) converge donc (u,) est bornée. La suite (v,,) est donc bien définie et
elle-méme bornée.
On a v,41 < vy, donc (vy,) est décroissante et donc converge.
Posons ¢ = limu,, et ¢/ = limv,,.
vy, > U, donc a la limite ¢/ > 4.
Si ¢/ > falors ¢ > £ > ¢,
e

A partir d’un certain rang v, > == et u, < %ﬁl. Impossible. Il reste ¢/ = /.

Exercice 32 : [énoncé]
Pour tout n € N
{up [p=n+1} C{uy |p2n}

donc vy41 < vy, €t Wyl > Wy
Les suites (v,,) et (w,) sont respectivement décroissante et croissante. De plus
Wy < Uy
La suite (v,,) est décroissante et minorée par wy donc elle converge vers une limite
L.
De méme la suite (w,) converge vers une limite m. Enfin w,, < v, donne & la
limite
m </
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Exercice 33 : [énoncé]

On a
2n 2n
1 1 n 1
Hs, — H,, = - > — = — ==
2n n Z k= Z oM 2n 2
k=n+1 k=n+1

(H,,) est croissante car H, 11 — H,, = n%rl > 0.

Si (H,,) converge vers £ alors Ha, — H, — ¢ — £ = 0. Ceci est impossible puisque
Par suite (H,,) diverge, et puisque (H,,) est croissante, (H,,) diverge vers +oo.

Exercice 34 : [énoncé]
a) Sachant In(1+z) <z, on a

;Zln(l+i) =In(k+1)—Ink

donc

Hy, > In(k+1)—Ink =In(n+1)
k=1

donc H,, — +00.
b) Il existe N € N tel que pour tout n > N,

n(Upt1 — Up) > 1/2

On a alors

1
= 5(anHN_l) — 400

T =

n 1 n
Upy1 — UN = Zukﬂf’uk > 3 Z
=N k=N

puis u,, — +00.

Exercice 35 : [énoncé]

a)
(2n)!

= 92n ()2

b) On a
Uny1  (2n+2)2n+1)  2n+1

u,  4n+1)2  2n 427

donc (uy) est décroissante. Or (uy,) est minorée par 0 donc (u,) converge.

c)

Un+1_n+2u,21+1 n+2 (2n+1)2
U n+1 w2 n+l

- on + 2

or (n+2)(2n+1)? —4(n+1)3 = —3n — 2 < 0 donc v, 41 — v, < 0.
(vp) est décroissante et minorée par 0 donc (v,) converge.
Nécessairement lim u,, = 0 car sinon v, = (n + 1)u2 — +oo.

d) Par télescopage des facteurs

2 1 1 2 m—-1 1
H l——]==-x_-x...X = —
k 2 3 2n 2n
k=2
Parallélement
n 1 2 1 2 n 1 1 12n 1
2
= 1——) >(= 1—— ) (1- =z 1——
Yn H( zk)—<2>H( 2k>( 2k:—1> QH( k:)
k=1 k=2 k=2
e) On en déduit
+1)
1 2>(n

et done C' > 1/4.
On peut montrer que C' = 1/7 en exploitant dés la premiére question la
formule de Stirling (si celle-ci est connue... ).

Exercice 36 : [énoncé]

a) Sia > 1 alors u, > 2" — 400 donc u, — +00.

b) u, >0 et uu—:l > 1 donc (uy,) est croissante. De plus

n l—an a
U, Seae‘ﬁ...ea =exp|a < exp
1—a 1—a

donc (u,) est majorée et par suite convergente.
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Exercice 37 : [énoncé] D’autre part
Via sin 2a = 2sin a cos a, on obtient So(nt1)41 — S2nt1 = —U2n43 + U2ny2 > 0
_ogntlg < Enfin
Up = Sin 2n+1 CcOSs 72n+1 S Up+1 52”_"_1 _ SQn = Uyl — 0
Via tan 2a = 12iang , on obtient Les suites (S2,,+1) et (S2,,) étant adjacentes, elles convergent vers une méme
T limite.
tan(@/2n+1 Par conséquent (S,,) converge aussi vers cette limite.
v, — gt tan( 2/ S _— "
1 —tan®(9/2n+1)
sinxmi x et tansz: x donc u, — 0 et v, = 0 d’ou v, — u,, = 0. Exercice 41 : [énoncé]
Les suites (uy,) et (v,,) sont adjacentes de limite commune égale & 6.
a)
Exercice 38 : [énoncé] bt = fn = (n+1)! ~
1 1 2 donc (a,,) est strictement croissante.
Upg1 — Up = —2(vVn+1—+/n) = - <0
n+1l — Un o ( ) vn+l Vn+l+4n 1 1 1 n(n +2) — (n+1)2
Dejtméme Un41 — Up > 0 et aisément v, — u, — 0 d’ot I’adjacence de ces deux bpt1 —bn = (n+1)! + (n+1)(n+1)! Tl n(n+1)(n+1)! <0
suites.
Notons ¢ leur limite commune, on a donc (by,) est strictement décroissante.
" Enfin )
1
> — =2Vn+Ll+0(1) =2Vn+o(vn) ~2vn bp —ap=—+5—0
vk n.n!
k=1
b) On a
ag < g1 < e < by < by
Exercice 39 : [énoncé] .
Par suite
On a 1 p
ag <= <ag+—
Sp+1 —Spn=7——7352>0 4 1 !
n+1 n (n+1)2 = q q.q9
puis
1 1 1 1 1
! !/
N — + —_—_= — <0 .!a<.!<.!a+1
LT T 12 i+l on (412 nn+1) T 0 < PO S 400
et Orp.gl €Zet q.qlag=q) 1_, % € Z car la somme apparalt comme une

S'*Sn:l%O
n

Exercice 40 : [énoncé]
D’une part
So(nt1) — S2n = Uznt2 — Uznt1 <0

somme d’entiers. C’est absurde.

Exercice 42 : [énoncé]

a)

2
(f — \/5) > 0 donne I’inégalité demandée.
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b) Pour n > 1, uy = /Up_10n_1 < % = v, en vertu de a.

= — _ Unptvup 2V
Uan+1—\/m2\/@—unetvn+1— "2 & STn_Un

c) La suite (u,)n>1 est croissante et majorée par v, donc elle converge vers une
limite notée /.
La suite (vp)n>1 est décroissante est minorée par u; donc elle converge vers
une limite notée £'.
En passant la relation v,,41 = “”T'H’" a la limite, on obtient ¢ =
(=1,

d) Si b= a alors les deux suites (u,) et (v,) sont constantes égales & a et donc
M(a,a) = a.
Si b =0 alors la suite (uy,),>1 est constante égale a 0 et donc M (a,0) = 0.

/ N
% d’ou

e) Notons (ul,) et (v!,) les suites définies par le procédé précédent & partir de
uy = Aa et v = Ab.
Par récurrence, u,, = Au, et v}, = Av, donc M (Aa, Ab) = AM (a, b).

Exercice 43 : [énoncé]

a) Aisément (u,) est croissante (v, ) décroissante et v,, — u,, — 0.

b) Par l'inégalité de Taylor-Lagrange, pour tout = € [0; 1],

n x
DI E

k=0

+lxn+1

(n+1)!

avec My 11 = Sup,ejo;] |(e*)"*D| = e. Pour & = 1, on obtient

e
|e*Un|§m%O

donc u,, — e.

c¢) Par la stricte monotonie des suites (u,) et (v,) on a u, < e < v, pour tout
n € N*.
q.q'ug est un entier et g.qlv, est Pentier consécutif. Or ¢.qlu, < g.q'e < g.qlvg
donc ¢.¢! e ne peut étre entier. Or ¢.q!e = p.q! € N. Absurde.

Exercice 44 : [énoncé]

La suite (u,) étant croissante, elle admet une limite (finie ou infinie).
La suite (ug,) qui en est extraite a la méme limite.

Or (usgp) converge, il en est donc de méme de (uy,).

Exercice 45 : [énoncé]
U — LyUspatr — et ug, — 0.

(upn) est extraite de (us,) et (us,) donc ug, — £ et ug, — £”. Par suite £ = ¢".

(ugn+3) est extraite de (ugny1) et (usy) donc ugpys — £ et ugprs — . Par suite

0 =0".
Il en découle ¢ = ¢'.

Puisque les suites extraites (us,) et (ug,41) convergent vers une méme limite, la

suite (u,) converge vers celle-ci.

Exercice 46 : [énoncé]
Par 1’absurde, supposons cos(n) — ¢ € R.

ptq p—q
COS D)

cos(p) + cos(q) = 2 cos

donne
cos(n + 1) + cos(n — 1) = 2cosncos(1)

A la limite on obtient 2/ = 2¢ cos(1) d’ont £ = 0.
Or cos 2n = 2cos?n — 1 donne alors & la limite 0 = —1. Absurde.

Exercice 47 : [énoncé]
Par l’absurde, supposons sin(n) — ¢ € R.

pP—q p+q
cos ——

sin(p) — sin(q) = 2sin 5

donne
sin(n + 1) — sin(n — 1) = 2sin(1) cos(n)

A la limite, on obtient cos(n) — 0.

Or cos(2n) = 2cos?(n) — 1 donne alors & la limite 0 = —1. Absurde.

Exercice 48 : [énoncé]

D’une part
2n 2
0<uy, < —==—-—=0

n

D’autre part
2n+1

0< 0
U2n+1 = (n—|— 1)

On en déduit u,, — 0.
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Exercice 49 : [énoncé]
On définit les valeurs de ¢ par récurrence en posant

p(0)=0
et pour tout n € N*,
pn)=min{k e N |k > p(n—1) et up > n}

Puisque u,, = +00, p(n) est bien défini en tant que plus petit élément d’une
partie non vide de N.
Il est immédiat par construction que ¢ est une application strictement croissante
de N vers N.
Il reste a vérifier

Ugp(n) — T — 0

Par construction, on a pour n € N*
Usp(n) 270
et puisque p(n) —1 ¢ {keN|k>¢(n—1) et ux >n}, on a
pn) —1=pn—1) ot uypy—1 <n

Observons qu’il ne peut y avoir qu'un nombre fini de n pour lesquels

p(n—1) =p(n) -1
Puisque up1 — u, — 0, & partir d’'un rang N, on a

[tng1 — un| < 1/2

Par construction Up(N) = N + o avec a > 0.
On a alors
Up(N)+k <N+a+ k’/2

Pour k assez grand, on a
Up(N)+k < N+Ek

Or
Up(N+k) = N+ k

donc
P(N +k)#o(N)+k

Ainsi, il n’est pas possible que pour tout p € {N +1,..., N + k} on ait

pp) —1=wv(-1)

et donc il existe p > N + 1 vérifiant
Up(p)—1 <P €t Upp) 2 P
et puisque |ug(p) — u¢(p),1’ <1/2,0na
Uypy € [pip+1/2]
et par récurrence on obtient
Vg = p,ug(q) € lasq+1/2]
Au-dela du rang p + 1 on ne peut avoir la propriété
p(n) —1=pn-1)
car celle-ci entraine
Up(n—1) € [0 =150 —1/2[ et uymy € [n5n+1/2]
Finalement, on a obtenu qu’a partir d’un certain rang
Up(n)—1 < N €t Uym) =N

Cela entraine

0 < Up(n) =1 < Up(n) ~ Uypm)—1 = 0

et donc
Up(n) — N — 0

Exercice 50 : [énoncé]

a) Le tableau de variation de f: xz — x + tana permet d’affirmer que cette
fonction réalise une bijection croissante de |—m/2;7/2[ vers R. L’équation E,
possede alors pour solution unique

)
b) On a z, + tanx,, = n avec z,, € |—7/2; /2] donc
x, = arctan(n — x,)
Or n — x, — +o0 car (x,) bornée et donc

™
xn—>§
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Exercice 51 : [énoncé]

Soit f: Ry — R définie par f(z) = ze®.

f est dérivable et f'(x) = (x + 1)e” > 0 donc f est strictement croissante.

f(0) =0 et limy o, f = 400 donc 'équation xe* = n posseéde une unique solution
T

T, = f(n) = +oo.

Exercice 52 : [énoncé]

a) Le tableau de variation de f,: x — 2™ Inx permet d’affirmer que I’équation
Jn(x) = 1 possede une unique solution x,, sur R* et que de plus
Zp € [1;400][.

b) 1= xﬁﬂ Inani1 = Tpp1fo(@ngr) done fr(Tne1) = mnlﬂ <1= fu(zp) donc
Tnt1 < T, car f est strictement croissante sur [1;+oo].
La suite (x,,) est décroissante et minorée par 1 donc elle converge. Posons ¢
sa limite, ona £ > 1
Sif¢>1alors 2l Inz, > ¢"Inf — +o0 ce qui est absurde car 2] Inz,, = 1. 11
reste £ = 1.

Exercice 53 : [énoncé]

a) Introduisons la fonction
fnix—z"+- 4

qui est continue, strictement croissante et vérifie
fn(0) =0et zgr}rloo fu(z) =400

La fonction f,, réalise une bijection de [0;+oo[ vers [0; 4o0[, par suite
I’équation E,, posseéde une unique solution z,, € R;.
Puisque
11-1/27
n(1/2)=-——F—=<1let f(1) =n>1
F1/2) = gt < et fu() =
onax, €[1/2;1].
b) On a

froi(@y) =2 o2 b, =, (2 4 ) F o, =22, > 1

donc
Ln41 S Tn

La suite (x,,) est décroissante et minorée, donc elle converge.

¢) Posons ¢ = lim x,,. Puisque x5 < 1, ,, < z3 donne a la limite ¢ < 1.

1— "
l=a+ - F+x, =2, n
11—z,
donne a la limite '
1=—
1-/¢
car 0 <z <25 — 0 et finalement
{=1/2

Exercice 54 : [énoncé]

On pose fo(z) =2 — 37, %T On observe que f,(0) = —1,

limy 400 fn(z) = 400 et f) 1 = fn. La propriété est vrai pour n = 1 et si elle est
vrai au rang n, le tableau de signe de f,, permet d’assurer que f,,+1 est
décroissante (et donc strictement négative) sur [0;x,] puis strictement croissante
sur [z, ; +00]. Par le théoréme des valeurs intermédiaires, on peut assurer que f
s’annule en un z,4+1 > x, et celui-ci est unique.

La suite (x,) est croissante. Si elle est majorée alors elle converge vers un réel ¢ et

n k
% — 0. Or la suite de terme général est Y ,_, % est croissante et strictement
positive. Elle ne peut donc converger vers 0. Par conséquent la suite (x,,) n’est pas
majorée et, étant croissante, elle diverge vers +oo.

Exercice 55 : [énoncé]
L’étude des variations de la fonction z + nz™ ™ — (n + 1)z™ assure l'existence et
I'unicité de u,, > 0 vérifiant la relation

nuZJrl —(n+u, =1

De plus on peut affirmer u, > 1.

Puisque
ur(n(up, —1)—1)=1letu, >1
on a
n(u, —1)—1<1
puis

0<u,—1<2/n

permet de conclure u,, — 1.
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Exercice 56 : [énoncé]

a) Posons v, = u, + 1. (v,) est géométrique de raison 2 et vg = 1 donc
Uy =2" —1 = +o0.

b) Posons v, = u, — 1. (v,) est géométrique de raison 1/2 et vog = —1 donc

U, =1— 5 = 1.

Exercice 57 : [énoncé]

On a .
1+i
-

2

1+1\"
Zn = D) 20

Or ‘%’ < 1 donc z, — 0 puis z,,y, — 0.

Zn4+1 =

donc

Exercice 58 : [énoncé]
Introduisons z,, = Re(z,) et y, = Im(z,). On a

Yn
Tpt1 = Tpn €6 Ynp1 = ——

3

Xy = Tg €t Yy, — 0 donc z, — Re(zp).

Exercice 59 : [énoncé]

a) Upt1 — Upt1 = Up — Up €6 ug —vg = —1 done (u, — v,) est constante égale a

—1.

b) v, = u, + 1 donc up41 = Su, + 2. La suite (u,) est arithmético-géométrique.

¢) Unt1 —a=5(u, —a) +4a+ 2. Pour a = —1/2, (u, — a) est géométrique de
raison 5 et de premier terme 3/2. Ainsi
3.5"—1 3.5"+1
Up = ———— et v, = —————
2 2

Exercice 60 : [énoncé]

i6 20 ;0
a) z3 = pH’Te = pcos gelf, Z9 = pCOS g cos %eli,..., donc

0
g

Zn = pHcos k€ 2
k=1

b) /2" — 1 et

2 0 sin 6 sin 6
COS — = ~
I l k : 0
pie 2 27 sin 0

on

donc .
sin 6
Zn — pT

Exercice 61 : [énoncé]
On peut écrire zy = pe'? avec p >0 et § € |—7 ;7]
On a alors

1+ e
2

- 0 -0
) Ly

e e

NS
NG

Z1=p = pcos 22 = pCOS 5 COS

n

i 4

yeeey Bp = PE€°2 H CcoSs 27
k=1

Si 6 =0 alors z, = p — p.
Sinon, pour tout n € N*, sin % #0et

0 {4 0 in 0
sin%kl:[lcost:Sg;

par exploitations successives de I'identité sin 2a = 2 sin a cos a.
On en déduit

27 sin % 0

. 0 sin 6 sin 6
CcoS — —
H 2k
k=1

Finalement .
_, Sin 0
Zn —
"o

Exercice 62 : [énoncé]
Ug = 1, Uy = 2, Ug = 3,
Par récurrence, on montre aisément

VneNu,=n+1
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Exercice 63 : [énoncé]
(uy) est une suite récurrente linéaire d’ordre 2 d’équation caractéristique
r? —(3—=2i)r+ (5—5i) =0.
On obtient
U, = (2+1)" — (1 -31)"

Exercice 64 : [énoncé]
Ce sont des suites récurrentes linéaire d’ordre 2 dont le terme général s’obtient a
partir de la résolution de I’équation caractéristique associée.

a) u, =2"(1—n).

b) . u, =—34227"

c) up = 2005%.

Exercice 65 : [énoncé]
(up,) est une suite récurrente linéaire d’ordre 2 d’équation caractéristique

2 —2cosfr+1=0
de solutions r = ei? et r = e,
Par suite, il existe a, f € R tels que

Vn € N,u, = acosnf + [ sinnd
n=0donne @« =1 et n =1 donne awcosf + Bsinf =1 donc

6_1—cos<9_25in29/2_tang
~ sinf  sinf 2

Finalement

cos((2n —1)0/2)
cos(6/2)

0
Vn € Nyu, = cosn9—|—tan§sinn9 =

Exercice 66 : [énoncé]
Soit f une fonction solution.
Pour > 0, on considere la suite (u,) déterminée par

ug =2z et Vn € Nupi1 = f(un)

La suite (u,) est formée de réels strictement positifs et satisfait la relation de
récurrence linéaire
Vn € Nyupyo + U1 — 6u, =0

Les racines de I’équation caractéristique associée sont 2 et —3 de sorte qu'’il existe
A, it € R vérifiant
Vn € Nyu, = A2" + p(—3)"

Puisque la suite (u,) n’est formée que de réels strictement positifs, il est
nécessaire que y soit nul.

Apres résolution cela donne f(z) = 2z.

Inversement, cette fonction est bien solution.

Exercice 67 : [énoncé]

, n
On a ug = a,u; = a2, us = a*, par récurrence u, = a® .
Pour |a| < 1 alors u,, — 0, pour |a| =1, u, — 1 et pour |a| > 1, u,, — +o0.

Exercice 68 : [énoncé]

La suite (u,) est bien définie et supérieure & 1 & partir du rang 1 car la fonction
itératrice f: z +— 2% + 1 est définie sur R et & valeurs dans [1; +o0].

Upt1 — Up = U2 — Uy, + 1 >0 car le discriminant de 22 —z + 1 est A = -3 < 0.
La suite (u,) est croissante.

Si celle-ci converge vers un réel £ alors en passant a la limite la relation
d’itération : £ = £2 + 1.

Or cette équation ne posséde pas de racines réelles. Par suite (u,,) diverge, or elle
est croissante, donc (u,,) diverge vers +o0o.

Exercice 69 : [énoncé]
Pour tout n > 1
Up — Un—1

unJrl — Up

Puisque u; — ug = v2 — /1 > 0, la suite (un,) est croissante.

Si (uy,) converge vers ¢ alors u,+1 = v/1 + u, donne a la limite £ = /1 + ¢ donc
P—0—1=0etf>0.

Par suite

1+V5
= 2 =

Par récurrence on montre aisément que Vn € Ny u,, < « et par suite (u,,) converge
vers .

14
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Exercice 70 : [énoncé]
La suite (u,) est bien définie et a valeurs strictement supérieure & 1 car sa

fonction itératrice f: x — 1+ Inx est définie sur [1;+o00[ & valeurs dans [1;4o0].

Pour n > 1: upt1 — up = In(uy,) — In(u,—1) est du signe de w,, — up—1.

La suite (u,,) est monotone et de monotonie déterminée par le signe de

up —ug = 1+ Inwug — ug.

Etudions la fonction g(x) = z ~ 1 4 Inz — 2 définie sur [1; +ool.

g est dérivable, g'(z) = L —1 < 0 ne s’annulant qu’en 1, g(1) = 0 donc g est
strictement négative sur |1; +oo].

La suite (u,) est décroissante. De plus elle est minorée par 1, donc elle converge

vers un réel £ > 1.

En passant la relation d’itération a la limite, on obtient £ =1+1n/ ie. g(£) = 0.

Par I’étude de la fonction g, on conclut ¢ = 1.
Finalement (u,) converge vers 1.

Exercice 71 : [énoncé]

La suite (u,) est bien définie car sa fonction itératrice f: x — e — 1 est définie

sur R.

Pour n > 1, upy1 — u, = ¥ — %1 est du signe de u, — up—1.

La suite (u,) est monotone et de monotonie déterminée par le signe de
ulqu:eu(] 7’&071.

Etudions la fonction g(z) = e* — z — 1 définie sur R.

g est dérivable et ¢'(x) = e* — 1 du signe de z. g(0) = 0 donc g est positive.
Si ug = 0 alors (u,) est constante égale a 0.

Si ug > 0 alors (u,,) est croissante. Si (u,,) converge vers un réel £ alors £ = e’ — 1

donc ¢ = 0.

Or (uy) est minorée par ug > 0 donc ne peut converger vers 0. Par suite (u,)
diverge vers +oo.

Si ug < 0 alors (uy,) est croissante et majorée par 0 donc (u,) converge vers la
seule limite finie possible 0.

Exercice 72 : [énoncé]
La suite (u,) est bien définie et strictement positive car de fonction itératrice

) 1 qaem 5 4 A . Qs .
f: @ 537 définie sur RY et a valeurs dans RY. Si la suite (uy,) converge, sa

limite ¢ vérifie £ = 2%-13 et £>0donc £ =—1++2.

1 1 n—7¥ 1
‘ fun — 4 < i — 4]

n —{) = -
fun1 =4 '2+un 240 2+ un)(2+90)

Par récurrence, on montre |u, — ¢| = 2= |ug — £| et on conclut u, — £.

Exercice 73 : [énoncé]

a) L’application z — /2 — x est définie de [—2;2] vers [0;2] C [-2;2].
b) Supposons u, — £. Puisque Vn > 1,u, € [0;2], & la limite £ € [0;2].

La relation w, 41 = v/2 — u, donne a la limite £ = v/2 — £ donc /2 +/¢ -2 =0
doufl=1oul=-2.
Or /> 0donc ¢ =1.

|un — 1]
U -l <|u, —1
|n+1 | 1+ 2_Un_|n ‘
done (|uy, — 1]) est décroissante et par suite converge vers « > 0.

Si « > 0 alors
|un — 1]

142y = L
|Unt1 — 1

donc /2 — u,, — 0 puis u,, — 2. C’est impossible.
Nécessairement |u, — 1| — 0 et donc wu,, — 1.

—1

Exercice 74 : [énoncé]

Par récurrence montrons u,, existe et |u,| < 1.
Pour n =0 : ok

Supposons la propriété établie au rang n > 0.

Par HR, u, existe et |u,| <1 donc 2 —u, # 0 d'olt u, 41 = 52— existe et
U < <1
sl < 13 ] = 3 funl
Récurrence établie.
fumen] < =20 <
2 — |un|

donc (|uy,|) est décroissante d’ou |u,| < |a| puis

|y

2 —|al

1 n
[tn| < <2|a> la| = 0

[unt1] <

Par suite u,, — 0.
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Exercice 75 : [énoncé]

La suite (u,) est bien définie et a valeurs dans [\/a; +00[ & partir du rang 1 car de

fonction itératrice

1

frx— < (x + E)
2 T

définie sur R’ et & valeurs dans [/a;4o00[.

Si (uy,) converge vers un réel £ alors £ = 1 ({4 %) et £ >0 donc ¢ = \/a.

2
a 7(un*\/a) 7|un*\/a| |Un*\/a|
un+u Val = 2w, 2 Un,

n

1
’Un-s-l - \/E| = 9

Pour n > 1,

|un—\/ﬁ|:un—\/§§1
Unp, Unp,
donc

1
|un+1 - \/a| S 5 ’Un - \/E|

Par récurrence :

1
=V < gy s — vl

donc u,, — v/a.
b)

2
U+1_un+1f\/a_u372\/ﬁun+a_ Up —/a 2
n - - - -
Unt1 +va  uZ +2y/au, +a un ++/a "
donc v, = v".

c)

un — Va| < v, Jun + Va| < 2ugv, = 2ugvd

Exercice 76 : [énoncé]

a) f:x~ Inx 4 x réalise une bijection strictement croissante de R vers R.
L’équation proposée posséde une unique solution o = f~1(0).

b) L’algorithme de Newton, propose de définir la suite (u,) par la relation :

fun) Inu, +u, up(l—Inuy,)
U = U —_ = U —_ =
e " (ug) " 1 u, +1 Up +1
La fonction f est de classe C?, f'(z) = L + 1 et f”(z) = —-5 ne s’annulent
pas.

Pour ug > 0 tel que f(ug)f”(up) > 0, la suite converge vers a.

Exercice 77 : [énoncé]
Par récurrence, on montre que u,, existe et u, > 0. La relation de récurrence

donne alors
Un 42 _ Un+41

Up 41 Up,

La suite (un11/un) est constante égale & uy/ug = b/a. La suite (u,,) est donc
géométrique de raison b/a et finalement

Up =a | —
a

La suite (u,) converge si, et seulement si, b < a.

Exercice 78 : [énoncé]

a) Pourn>1:

n n—1 u
Unp1 = Un = | D Uk — | D Uk = “ >0
k=0

k=0 Vot + ) iz tk

donc (un)nzl est croissante.

Supposons u, - £ €R. Onaf>u; =+/a>0

En passant la relation précédente a la limite : 0 = ﬁ = % C’est absurde.
Par suite u,, — +oc0.

b) "
Upp1 — Up = o
Up+1 + Up
donc
w1

Up, un+1 + Up,

Par suite u,41 ~ uy, et
1 1

Upyl — Uy = ———F——— —> =
" " U Uy + 1 2

Exercice 79 : [énoncé]
Posons (u,,) la suite déterminée par ug = 1 et pour tout n € N, u,y1 = /1 + .
La suite (u,) est bien définie et a valeurs positive.

Diffusion autorisée a titre entiérement gratuit uniquement - dD



http://mp.cpgedupuydelome.fr| édité le 5 mai 2016 Corrections 27
[http://mp.cpgedupuy
Si celle-ci converge, c’est vers £ > 0 vérifiant £ = /1 +/ i.e. On a alors ( 2)
Up4+1(1 — 05
{ = L+V5 Unt1 =¥ 14+ upt1v,

2
(c’est le nombre d’Or). On a

|w, — £ [wy, — ¢
nt1 — L = |V91i+u, —V1+£4 = <
|41 | u Tru.+Vit?l 9

Par récurrence, on obtient
1
i = £] < 51 o — 4

et donc u,, — £.
Ainsi

\/1+\/1+\/ﬁ:e

Posons (v,,) la suite déterminée par vg = 1 et pour tout n € N, v,,11 =1+ Ui

La suite (vy,) est bien définie et a valeurs supérieures a 1.
Si celle-ci converge, c’est vers £/ > 1 vérifiant ¢/ =1 + zl" On retrouve ¢/ = /.
On a

|vn+1 - £| =

1 1 v — €] o, — ¢
B
vy A o6 — 4

Par récurrence, on obtient

et donc v, — £ car £ > 1.
Ainsi

Exercice 80 : [énoncé]

On vérifie sans difficultés que la suite (v,,) est définie et que ses termes sont
positifs.

De plus, on vérifie par récurrence que

Vn e Nyv, <1

car i
(¥ U
n n+1 <1

1—Upi)(1—v,) >0 = <
( Upt1)( Un) 1+ tns1vn

et la suite (v,,) est donc croissante et majorée. Par conséquent celle-ci converge
vers une certaine limite ¢ € R.

Dans le cas ou la suite (u,) est constante égale a 1, on observe que ¢ = 1.
Peut-étre est-ce encore vrai dans le cas général ? Pour le voir, étudions la suite
(I1-wv,).0Ona

(1 = Upq1)(1 —vp) <

1
0<1—-vw = —
= n+1 1+Un+1’l}n =9

(1—w,)

donc par récurrence
1
0<1—-wv,< Q—n(l—vo)
et on en déduit
vy — 1

Exercice 81 : [énoncé]
Si (uy) converge sa limite ¢ vérifie ¢ =1+ ¢2/4 d’ott £ = 2.

Upil — Up = 4(un — 2)2 >0

(uy,) est croissante.

Si ug > 2 alors (u,,) diverge vers +oc.

Si ug € [0;2] alors on vérifie aisément que (u,) est majorée par 2 et on conclut

Up — 2.

Exercice 82 : [énoncé]

Upt1 = Uy donc (un) est croissante. Par récurrence montrons u, < a+ 1. La
relation est vraie pour n = 1 et I’hérédité s’obtient par

Uns1l = Va+ up <V2a+1<a+1.

Exercice 83 : [énoncé]

a) Il suffit de dresser le tableau de variation de f. On note o < 8 < v ces trois
racines.

b) f est croissante et id ‘ g g -

«
f@)—a[- 0 +
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c) Up <Upy1 = f(un) < f(ung1) donc ug < f(ug) = (u,) croissante.
De méme u,, > upt1 = f(un) > f(upyr) done ug > f(ug) = (un)
décroissante.

Les seules limites finies possibles pour (u,) sont a, 3,7.

Enfin si ug < « (resp. 3, ) alors pour tout n, u, < « (resp. 3, v) et de méme
pour >.

Au final on peut conclure :

ug € ]—00; af donne (u,) décroissant vers —oo.

ug = « donne (u,,) constante égale & a.

ug € Jar;y] donne (uy,) convergeant vers 3.

ug = 7 donne (u,) constante égale a ~.

ug € |y;+oo[ donne (u,) croissant vers +oo.

Exercice 84 : [énoncé]

f'(z) est du signe de 3(z? — a)? donc f est croissante et par suite (u,,) est
monotone.

Les racines de 1’équation f(z) = z sont 0,+/a et —/a. Ce sont les seules limites
possibles pour (uy,).

f(x) — x est du signe de ax — 23 = —z(x — /a)(z + a).

Si ug € ]0;+/a] la suite est croissante est majorée par v/a donc converge vers v/a
Si ug € [v/a; +00][ la suite est décroissante et minorée par /a donc converge vers

Ja.

Exercice 85 : [énoncé]
Upt1 — Up = —u2 < 0 donc (u,) est décroissante. Aisément, on montre que
up € ]0; 1] pour tout n € N et donc on peut conclure que (u,) converge. Sa limite
¢ vérifie
(=10~ 1?
d’ou ¢ = 0.
n n
Zui: Uk — U1 = U) — Upt1 — UQ
k=0 k=0

et

- Uk+1 Unp+41
[[ 0w =177 == ~0

Exercice 86 : [énoncé]

a) Soit g: [a;b] — R définie par g(z) = f(z) — .
g est continue, g(a) > 0 et g(b) < 0 donc g s’annule en un point o qui est
alors point fixe de f.
Si et 8 sont deux points fixes distincts alors par application du théoreme
des accroissements finis, il existe ¢ € [a;b] tel que f'(¢) =1 ce qui est
incompatible avec les hypotheses.

b) La fonction = — |f'(x)| est continue sur le segment [a;b], elle y admet donc
un maximum en un point ¢ € [a;b] et en posant k = |f'(c)| on a

Va € [a;b], |f'(z)] < k avec k € [0;1]

Par I'inégalité des accroissements finis, f est k lipschitzienne et alors par
récurrence :
VneN, |u, —a| <Ek'|lu—al =0

d’ou le résultat.

Exercice 87 : [énoncé]

(f(un) = f(un—1)) + (tn = un—1)
2

Un4+1 — Up =

Puisque f est 1 lipschitzienne on a

|f(un) - f(un—1)| < |un — Up—1

donc w41 — uy, est du signe de u, — Up—1,

(en fait la fonction itératrice est croissante).

Par suite (u,) est monotone et étant bornée elle converge vers un ¢ € [a;b].
La relation

_ Up + fun)
Unty = =0
donne a la limite
0= L+ f(0)
2

donc f(¢) = ¢.

Exercice 88 : [énoncé]

a) On observe que z +— 4z — 2 est une application de [0;4] dans lui-méme. Par
suite u, € [0;4] pour tout n € N. Si (u,) converge alors, en posant ¢ sa
limite, on a ¢ = 4¢ — ¢?> d’ou £ = 0 ou £ = 3.
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b) Supposons que u,, — 0. S"il existe un rang n tel que u,, = 0 alors la suite (u,) Sachant
est stationnaire égale a 0. Sinon on a u, > 0 pour tout n € N et donc Va,b e Ry, Vab <
Up41 — Up ~ 3uy > 0. Ainsi, a partir d’un certain rang, la suite est

a+b

strictement croissante. De méme si u,, — 3 sans étre stationnaire égale a 3, on a
on observe que la suite |u,, — 3| est strictement croissante a partir d’un Vn z1,un < vn
certain rang. puis
c¢) On obtient aisément u,, = 4sin? 2"a. La suite est stationnaire si, et seulement Unt1 2 Un €6 Unt1 < Un
si, il existe n € N tel que u,, = 0 ou 3 ie. sin?(2"a) = 0,v/3/2, —/3/2 soit Les suites (un)n>1 €t (v,)n>1 sont respectivement croissante et décroissante et on
encore 2"« = kr/3 avec k € Z. Ainsi les uy pour lesquels la suite est a
stationnaire sont les sin(kw/3.2™) avec k € Z et n € N. Vn > 1,ug < u, < v, < g

Par convergence monotone, (u,) et (v,) convergent vers des limites £ et ¢'.
En passant la relation

Exercice 89 : [énoncé] Up + Un
Un4l1 = — (7
2
0if 4+ 0 8 o N . . o
a) 21 = P 3 P — p CoS 3 e'2. Par ce principe : a la limite on obtient £ = ¢'.
_ s
Zn = PCOS 5 COS 7o COS oo e Exercice 92 : [énoncé]
) . . ,
b) e2m — 1l et a) Exploiter 1 + cosz = 2 cos? 5 et raisonner par récurrence.
. . b
0 sin 6 . sin 6 (ou1si0=0) ) a 1
COS —~ COS — ++ - COS — = oulsif= : _ :
2 4 on 27 sin 2% 0 Sin 27'1.)” = 27 Sl ¢«

. . _ l . .
in0 via sinacosa = 3 sin 2a. Par suite

sin av sin o
Vp ~ —— —
" 2nsin(a/2m) !
Exercice 90 : [énoncé] ot aussi .
On a uy, < vy et Upt1 < Uy Upg1 = Max(Up42, Unt1) avee . _ Sine
Upto < % (U, + tUnt1) < vy et upry < v, done (vy,) est décroissante. " e

(vn,) est décroissante et minorée par 0 donc (v,) converge.

On a upr1 < vyp. . . .
nhl =T Exercice 93 : [¢énoncé]

1 1 1 1 Ngtons que la suite (y,,) est croissante, elle est donc convergente si, et seulement
Un41 < Max (2(un+1 + un), un+1) = max <2(un+1 + un), §(un+1 + un+1)) = gunJrlé'iééﬁe est majorée.
a) Ici Yny1 = /@ + yn. Soit £ la racine positive de 1’équation ¢2 — ¢ —a = 0 i.e.

1+ V1l+4a

donc 2v,41 — vy < Upy1 < v, donce (u,) converge vers la méme limite que (uy,).

14
2
Exercice 91 : [énoncé] On remarque que y; = /a < £ et on montre par récurrence y, < £. La suite
Les suites (uy,) et (v,) sont bien définies et a termes positifs. (yn) est croissante et majorée donc convergente.
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b) On observe que la nouvelle suite (y,,) est désormais égale a b fois la
précédente, elle est donc convergente.

¢) Si (y,) converge vers £ alors z2° " <y, < ¢ donc (22 ") est bornée.
Si (22") est bornée par une certain M alors x,, < M?" | la suite (y,,) définie
par (z,,) est alors inférieure & celle obtenue par (M?"), cette derniére étant

convergente, la suite (y,,) converge.

Exercice 94 : [énoncé]
Posons
M = supa,
neN

On vérifie aisément que la suite (u,,) est bien définie et que pour tout n > 2

1
<u, <1
My2 ==

Supposons la convergence de la suite (u,). Sa limite est strictement positive. En
résolvant I’équation définissant u,11 en fonction de u,,, on obtient

1

Un+1

an = —u, —1

On en déduit que la suite (ay) converge.

Inversement, supposons que la suite (a,) converge vers une limite ¢, £ > 0.
Considérons la suite (vy,) définie par

vo=1et v,41 = pour tout n € N

vy + 0+ 1

On vérifie que la suite (v,) est bien définie et & termes strictement positifs.
L’équation

B 1

x4 l41
possede une racine L > 0 et on a

|v, — L|

a1 — L) <A
[ongs = LI < 1+L

ce qui permet d’établir que la suite (v,,) converge vers L. Considérons ensuite la
suite («,) définie par
Qp = Uy — Up
On a
an + (0 —ap)
Up + ap + 1) (v, + €+ 1)

Apt1 = (

et donc
|an+l| S k (lan‘ + |an - Z|)

avec )
k= €10;1
m-+1 [ ' [

ot m > 0 est un minorant de la suite convergente (vy,).
Par récurrence, on obtient

n—1
|| < K™ [aol + Y K" P lay — |

p=0

Soit € > 0.
Puisque la suite (a,) converge vers ¢, il existe pg tel que

Vp > po,la, — €| <€

et alors

n—1 400 ke
n—p _J < P —
> k" Pa, -] < skz::lk 7

P=Ppo
Pour n assez grand
po—1
Z K" Pla, — ) = C*k™ < e et k" |ap| < e
p=0
et on en déduit

ke
n| <2 a—
|a|7€+1_k

Ainsi o, — 0 et par conséquent
Uy, — L

Exercice 95 : [énoncé]
La fonction itératrice de cette suite récurrente est

g 3 (@) + )

On vérifie aisément que cette fonction est définie sur [a;d] et & valeurs dans [a;b)].
On en déduit que la suite (z,,) est bien définie et que ¢’est une suite d’éléments de
[a;0b].
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On a
(f(zn) = f(@n_1)) + (X — Tn_1)
2

Tn4+1 — Tn =

Puisque f est 1-lipschitzienne, on a

|f(mn) - f(xn71)| < |xn - {En71|

et donc 41 — T, est du signe de z,, — x,,—1. Par conséquent, la suite (z,) est
monotone et sa monotonie découle du signe de x; — xq. La suite (z,,) étant de
plus bornée, elle converge vers une certaine limite ¢ avec £ € [a;b].

La relation

Ty + f(2n)
Tn1 = =
donne a la limite sachant f continue
0 0+ f(0)
2

donc f(¢) = ¢.
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