Préparatoire MP2

Espace vectoriel, application linéaire et M:

Prof : Nedra Moalla

Dans tout le chapitre /X =R ou I) = C.

‘?)Espace vectoriel

Lc.e notée (.).
On dit que £ est un 7 K-espace vectoriel 'l vérifie :
i) (E, +) est un groupe abélien.

s - (a+ B)x = az + px
iVa,feEIKetVzeEE, (o) ama(B5) :

i) Vae IK etVu,y € B, afw +y) = az + ay.
ivyVzeF, lxr=nx.
On notera (£, +,.) un I K-espace vectoriel

Remarque
Si (F, +,.) un C-espace vectoriel, alors (7,
Mais la réciproque est fausse.
Exemple

1) IK" est un /K — e.v.

2) IK[X] est un /K- e.v.
3) Mpp,(IK) est un IK— e.v.

Soient (F,+,.) un
On dit que £ est un s

Soit £ un ensemble non vide muni d'une l.c.i notée (+) net d'une |

*/ Exemple
1)K, [X] est

“szroposition

1) Si I est un sous espace vectoriel d'un I K-e.v. I, alors [7 est
un I K-e.v.

2) Soient F et G deux s.e.v d’un espace vectoriel E, alors F + G
est un s.e.v de F.

3) Soient I et G deux s.e.v d'un espace vectoriel E, alors F NG
est un s.e.v de 5.

4) une intersection quelconque de s.e.v de K est un s.e.v. de L.

ﬂF,-.

el
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Partie génératrice

Soient (E.+,.) un I K-espace vectoriel et A une partie non vide
de E. On appelle sous espace vectoricl engentré par A c’est le plus
petit sous espace vectoriel contenat A noté vect(A).

vect(A) = n F.

FsevdeEet ACF

I'CCt(.‘l) = {: € E; 3((!’1,...,(«1") € -IKna (.’L‘l,---,xn) € Al‘l
avec z= Z O.'-'L‘i}-
i=1

*»Si A= (e1,--6€n) € vect(ey, ..., en) <= I(au, i ) ETRY

tel que
n
f= e 41

i=1

Famille libre, famille génératrice et base
% Famille libre

N
CON
i e
Soit (E,+,.) un I K-espace vectoriel.

% On dit qu’une famille A = (e1,-..,¢) de vecteurs de E est
n

libre si pour (ai,....a,) € IK™", tels que Za.-e; =, 0; 0Nk
i=1

0; = 0 Vi € {1,...,71} .

% On dit qu'une famille infinie F = (e;)ien de vecteurs de E est

libre si pour tout n € N, la famille (e, ..., €») est libre. ’

% Une famille de vecteurs (e;. ..., e,) qui n’est pas libre sera dite

lice. c.a.d. il existe (aj,....a,) € K", non tous nuls tels que

n
Z a;e; = 0 (on peut exprimer un vecteur en fonction des autres.)

@ Remarque
1) Toute famille contenant I’élément nul est lige. v/

2) Toute famille oit un élément se répéte au moin deux fois est lice.

3) Une sous-famille d’une famille libre est libre.

4) Une sur-famille d’une famille liée est liée.

- ——

Farmlle génératrice

Soxt, (f),+ .) un 7 K-espace vectoriel.
On dit qu'une famille (e;, ..., e,) de vecteurs de Eestg
si E= vect(el, .en). & ¥V z € E ; il existe (a1, .-

tels que x = Za‘c,

=1

&nératrice
a") & 11\ y

Base "
e On appelle base de E, toute famille 2 la fois génératrice et libre.

e Soit B = (ey, €3, ..., &) une base de E, alors pour tout T € E,

I (M)igkgn € TK™ tel que z = zxkek.
k=1

base B.

e Toutes les bases de E ont le méme cardinal

‘§;D imension

une famille génératrice de cardinal fini.

base quelconque de .

i=1

Exemples

9.

Les coefficients (\x)1<k<n 8'appellent les coordonnées de = dans la

e Un I K-espace vectoriel est dit de dimension finie §'il posséde

e Dans le cas contraire, on dit que I'espace est de dimension infinie.

e Si la dimension de E est finie, dimx I£ = card(B) avec B une
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dimus(IK) =1 (1) est une bse de JK.

2) dimu((lK") =n B=

(e !e y ooy
avec ¢; = (0, ...,0, I s gl
N~

. ,0...0) est sa la base canonique.
. teme composante
3) dimig (M p(IK)) =np la base canonique est B =

ficient 7, j est 1.

‘?,Théoréme

Soient (E, +,.) un I K-espace vectoriel avec dim(E) = n et B une
famille de vecteurs de E tels que card(B) = n = dim(E), alors

B est une base de E < B est génératrice <= B est libre.

‘?;Propriétés
1) Dans un espace de dimension finie, de toute famille gégér
on peut extraire une base.

2) Soient F et G deux s.e.v. de E.

1P EG
o { dim(F) = dim(C)

alors I' = @

‘?xThéoréme de la base
Soit £ un K-ev i
1) Toute famille libre
plétée en une base de E.

2) Tout sous-espace I de [ et un supplémentaire dans [/ <=
| il existe G est un sous-espace vectoriel de F' tel que F = F @ G

(Ei .)1<'< 1<5<
5 . 4 { J)1<i<n1<i<p
vec £ ; est la matrice dont tous ses coefficients sont nuls sauf le coef-

3

%Proposition

Soit E un K-ev de dimension finie n et F une famille de vec-

teurs.

n dit F et G sont supplémentaires dans E ou bien E est
la somme directe de F et G et on note E = F & G si

E=F+G

et

FNG={0g}

‘Qf}Proposition ,

Soient (E,+,.) un I K-espace vectoriel, F' et G deus sous-espaces
vectoriels de F. ‘

) FCF+GetGCF+G

2) FUGC F+G
3) F+ G = vect(FUG)

Y E=rFCG <
Vye E, 3'xzp € F et tg € G tel que y = zp + 1.
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% Proposition
Dimension de FE est finie .
Soient I et G deux sev de I, alors

dim(F + G) = dim(F) + dim(G) — dim(FNG))
dim(F & G) = dim(F) + dim(G)
‘§/Théoréme

Dimension de E est finie .
Soient F' et G deux sev de E de bases respectives B, et Bs, alors

E=FoG

—

FNG={0g} et dimF +dimG =dimkE
—

E=F+G et dimlF+dimG =dimE
=

‘ B = B; U By est une base de E

N

‘?}Somme directe de plusieurs sous-espaces )

Proposition g
Soit Eq, . - - » Enm8.EV. de K. Alors les assertions suivantes sonuv:
équivalentes

B)Fh@ ..... @F/n=F;

—
Ey+ ... BE = B
i et
) §i (B1ees Tn) € Ey % ... X Eq. tel que
21 4 ooy +2n =0, alors ¢; =0 Vi € {1, vy MUY

et

5 vk e {1,..,n}, B E": E) = {0}

Soit Ey, . . - s I'n n s.e.v. de I, leur somme Ey+ ...+ E, est le
s.e.v de F défini par :

EBi+.+E,={v=z1+..+Zn0u T € E;Vi=1,...,n}.

e On dit que E,, . . ., E, sont en somme directe, si
Vv € E + ...+ E, il existe un unique n-uplet (z1,...,Zn) €
Eyx..xE,telquev=x1+..+Tn et on note

e. On dit que Ej, .., E, sont des s.e.v. supplémentaires dans E,
si F6..... OFE,=FE. <<

Vy € E, 3!37,-6E,-€E,-telquey=z:z,-.

l ‘ i=1, i#k

%Théoréme
Soient E un I K-e.v de dimension finie, Ey, Eo, ..., E, dess.e.v.
de E de bases respectives By, Bs..., By, alors :

-
<=-?'i=1 ; ‘

\ E=Ei+Eat .+ By et dimE:idimEi
4% i=1
LB:BIUBzu...UBn est un base de E

i=1
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- % Rang d’une famille de vecteurs

2

Soient (E, +,.) un I K. -espace vectoriel et (v;, vy
de vecteurs de E. v

Le rang de la famille (v1, v, ..., vp), noté rg(vy, va, ..., Vp) est la di-
mension du sous espace \ectorlel engendré par (vj, vy, ..., Up) C.8.d.

.y Up) une famille

rg(vy, vo, ..., vp) = dim veet(vy, va, ...,vp)]

<

rg(vy, vy, ..., vp) est le nombre maximal des vecteurs libres dans
cette famille.

‘?zPropriétés
1) rg(vy, v, ...
2) rg(v1,va,...,1p) =p < (v1,02,-

3) Soient A et B deux familles de vecteurs telles que 4 C B, alors
rg(A) < rg(B).

4) dimi(E) = n et (vy,va, ..., vp) une famille de vecteur de E.
(v1, o, ..., vp) est une base de I <= rg(v1,v2, ... =

'Up) =P
., Up) est libre.

:vp) S CaTd('U]_,'UQ, sy

‘?z Applications linéaires
Soient E, F deux IK-e.v. et f: E— F'u plica
e On dit que f est linéaire si

Vz.ye EetVacelK, f(a + f(y).

ons lihéaires de ¥ dans I'.

e Un automorphisme un endomorphisme bijective.

/.

On note GL(FE) 'ensemble utomorphismes de E.

st linéaire et bijective.

ication linéaire de F dans FE.

Une forme linéaire est une application linéaire de £ — TK.

%Déﬁmtmn—Proposnlon

Soit f : E — F une application linégi
e Le noyau de f est U'ensggble défifii payg

ssippléMentaires de E (E = F & G).
\kgl appelle projection sur F paraléllement 3 G V'application

Pr:E=F®G—F
T =1z, + 22— Pp(z) =2,

2) On appelle symétrie par rapport & F' paralellement & G Vap-

plication .
Sr:E=Fa&G—FE
T =31+ To — Sp(T) = o1 — Ta.

% Propriétés |
Avec les notations précédentes ona :
1) les applications Pr et Sp sont linéaires.

2)e Pro Pp= Pp

o ker(Pr) =G

® ImPp == kET(PF = IdE) =
En particulier on a : \

E = ker(Pg) & In(PF).

=
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ﬁ’ %Proposition

-c.v de dimension finics, f€ L(E,F)et1s

f)k. i ( Soient F et F deux K
* kz:g” -T- gE) = ; | une base de E. '
En Part;:ulier 21;0 i) f injective <> f(B) est libre dans F <> rg(f) =dimE
. i) f surjective <= f(B) génératrice de F < rg(f) = dimF. ,
F = ker(Sp — Idg) @ ker(Sr + Idg). iii) f bijective &= f(B) est une base de F < dimEB = dimF. = ‘
A R

4) e Pp est une projection si et seulement si ProPr = Pp.

‘?,Théoréme
Soient I et I deux K-
1)'f est un isomorphisme si et seuleme
E est une base de F.
2) E et F sont isomorphes (il existe un iso

icati ThdnEs i — t si dim(E) = dim(F).
Applications linéaires en dimesion finie. N ‘diux\) Slit seulement si dim(E) = dim(F)
Dans la suite £ un K-e.v de dimension finie. ‘?}Th' &

eoreme

1) Soient F et F deux K-e.v et f € L(F, F).’
Si V un supplimentaire de ker f dans E (E = ker foV). AlorsV

CXJ) et Imf sont isomprphes.

‘§/Proposition : . JV—=Imf
I'appl =
application 5 Fla)=f (@)

e.v de dimension finies et fe L(E,F) .
nt si 'image d’une base de

e Sk est une symétrie si et seulement si SgoSp = Idg.
® SE + IdE = 2PE

morphisme entre les

est un isomorphisme.

Soit f € L(E,F) et B = (ey,...,c,) une base de E. |
i) Déterminer f <=> déterminer f(e;) V1<i<n. 2E)‘ iolient E un K-e.v, G, Fy et F; des sous-espaces vectoriels de
= , tels que
i) f=9g < fle)=9(e;) Y1<i<n :
(f et g coincident en les vecteurs d’une base de FE. iii) E=Goh
_ ‘ alors F; et F, sont isomorphes.
=0 < [()=0V1<i<nm. F=GeF
Vi) %Tho I8 s
éoréme du rang
I = 3 ( ; :
m(f) = vect{f(e1), .., f(en)}| Soient E et I’ deux K-e.v tels que dim(LE) < co et f € L(E,F).
On en déduit que dim(Imf) < n = dim(E). ' Alors -
v) [rg(f) = dim(Im(f)) = rg(f(e1), - f(en)) | ' dim(E) = dim(ker(f)) + dim(Im(f) < dim(E) = dim(ker(f)) +rg(f)
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“¢'Remarque
Soient K et F deux K-e.v de dimension finies et f € L(E. F).
Drg(f) < dim(E) et rg(f) < dim(F), d’on

rg(f) < min(dim(E), dim(F)).

2) rg(f) =dim(F) <= Im(f)=F <= [ est surjective.
3) rg(f) = dim(E) <= ker(f) = {0g} <= f est injective.

“f/Corollalre
Soient F et F deux K-e.v de dimensions finies et f € L(F, F) .

1) Si dim(E) = dim(F), alors

D’ est injective <> f est surjective <= f est bijective |

Hyperplan

“?} Définition
Soit £ un K-e.vet H un s.e.v. de F.
On dit que H est hyperplan de E si H
linéaire non nulle <= Il existe une form
£ : F — IK telle que H = ker(y).

A
‘?x Théoréme
Soient ' un IK-e.v et IT u

suivantes sont équj
i) H est un hyperpla

v

ii) 11 existe une droite véx{oriel 1 (c. &. d. dim(D) = 1) tel que

sous . de 7). Alors les assertions

1 E¥YDoH

Corollaire
Soit £ un K-e.v de dimension finie et
H est un hyperplan si
dim(F) — 1. -

H un sous e.v. de E. Alors
im(H) = n—1=

%Proposition

Soit F un et formes linéaires non nulles sur E.

il existe A € [K* tel que g = A

r’?,’I‘ranspose ,

Soit A = (aij)1<ij<n € Mn(/K), On appelle transposé de A4, la
matrice notée ‘A, définie par

A = (aji)1<ijen

Soient A, B deux matrices et'A € II{, alors on :

i) {(AA+ B) = XA +* B <= D'application Transposé est linéaire
sur M,(IK) .

ii) {(AB) =! B *A.

iii) Si P est une matrice inversible, alors *P est inversible et
(P = (),
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Soit A = (aij)1<ij<n € Mn(IK), On appelle trace de A, 1'élément
de 1K noté tr(A) et défini par :

tT(A) = Zn:a.,;,'

Soient A, B deux matrices et A € I K, alors on :

i) tr(AA+ B) = Atr(A)+tr(B) <= l'application trace est linéaire
sur Ma(TK). | ;

ii) ir(AB) = tr(BA).
iii) YP € GLo(IK), tr(PAP-Y) = tr(A).
iv) tr(tA) = tr(A). ;

.'\*

?«Déﬁnition

1) Soient A et B € M, (K).
On dit que les matrices A et B sont équivalentes s'il” existe
P € GL,(K) et Q € GI,(K) tels que D

2) Soient A et B € M, (K).
On dit_que les matrices A et B sont semblables g'il existe Vs =

GL,(K) tels que
A= PBpP!

‘?;Formule de binome pour les matrices . °
Soient A et B deux matrices telles que AB = BA, alors

(A+B)"=) cka*B+*
. k=1

%Rang d’une matrice

On appelle rang d’une matrice :
c’est le rang de ses vecteurs colonnes ou

A € M,p(K) et on note rg(A)
e ses vecteurs lignes. .

1) i) Soit A € Al 5(K), alors rg(A) < min(n,p).
i) rg(A) = rg(*A). v ?
2) Soit A € My,(K), alors

rg(A) = n si et seulement si A est inversible.

3) o Si A€ My,(K) et P € GLa(K), alors rg(PA) =7g(A).
o Si A € M,,(K) et Q € GLy,(K), alors rg(AQ) =rg(A)- .
e Si A€ Myy(K), Q € Glp(K) et P € GlLn(K) , alors
rg(QAP) = rg(A). .
Opérations conservant le rang
1) Echanger deux lignes (L; «— L;.) ,.
2) Multiplication d'une ligne par un scalaire non nul « (L 5
()frli.) .
3) Ajouter a une ligne un combinaison linéaire des autres lignes
(L,‘ — L; + ZC!J'L_,') i

J#i

@ Remarque
Soit A € M, ,(K).
1) Toute opération élémentaire effectuée sur les lignes de"A corres-

pond & une multiplication & gauche de A par une matrice inversible
P € GL,(K). " :

Exp : L'opération L; «— L; + aL; revient & multiplier 4 gauche
A par la matrice de transvection T; ;(a) = I, + aE;; (inversible)
avec [; ; est la matrice avec des zéros partout sauf le terme situé
a la i-éme ligne et j-iéme colonne.
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(3

oy
e
-0

cdr’

2) Toute opération élémentaire effectuée sur les colonnes de A

correspond & une multiplication & droite de A par une matrice
inversible Q € GT.,(K).

Exp : L'opération C; «— i+ «Cj revient & multiplier & droite
A par la matrice T; ;(a).

‘§/ Théoréme

Soit A € M,,(K).

rg(A) =r <= ilexiste Q € GL,(K) et P € GLa(K) tel que
S

Gap L = b bl e o e )
0 0

¥

Const¢quence.
On note mat(M(f,B,B') = M =

p1€i<ny alors

Onp
At matricellement sous la forme

1} 3.

\gent f,g: E— Fet)elIK, alors

M(Af +g, By, B2) = AM({, By, Ba) + M(g, By, Ba).

ii) f: L — Fet,g: FF — G deux applications linéaires, alors

M(gof, By, B3) = M(g, By, By)M(f. By, By).

iii) Soit f : E — F une application linéaire. Si
dim(I2) = dim(I"), alors

[ est un isomorphisme SSI M(f, By, B;) est inversible et dans ce
cas ona :

M(f, By, By) = (M(f, By, By))™.

iv) L’application

o :L(E,F) — M, (I K)
f o ¢ M(.fa Bl) R2)

est un isomorphisme d’espaces vectoriels
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¥

Conséquence.

Soient E et I" deux I K-e.v de dimensions finies. Alors L([, I?)
est. de dimension finie et on a : »

dim(L(E, F) = dim(E) x dim(F)

‘ﬁzl\/latrice de passage entre deux bases

Soit B et B’ deux bases de E, C' et C' deux bases de F'.
1) La matrice de passage de B a4 B’ notée Pp_,p/ est la matrice
carrée d’ordre n définie par :

Pg_p = M(Idg, B, B).

2) On note P = PB—)B'- :
Pour z € F, on pose X = M(zx, B) et X’ = M(x, B'), alors

M(z, B) = Ps_,pM(z,B) = X = PX".

alors ona :

A[(f. B’, C’) = PC'_;CM(f, B, C)PB—}B' &= A= Q_IAP.

En particulier si f € £, alors

M(f,B') = PgogM(f, B)Psp < A'= PlAP

d§/Rang d’une application linéaire
Soit f € L(E, F) (dim(E) = n et dim(F) = p).

B et B’ sont deux bases quelconques respectives de E et I".

rg(f) =rg(f, B, B').

3) On considére f : E — F' une application linéaire et on pose *
A= M(f,B,C), A = M(f,B',C"), P= Pp,p et Q = Pcoicr,

On appelle rang de J et on note rg(f) c’est le rg(M(/, B. B")) ol

7

{0

d%/I‘race d’un endomorphisme

Soit £ un K-espace vectoriel de dimension finie.
On Jdéfinit la trace d’un endomorphisme J et on note (r(f) c'est
la trace d’une matrice de f relativement a une base quelconque de

E.
tr(f) =tr(M(f,B)) ou B e§t une base qcq de E.

%Trace d’un projecteur

Soient E un K-espace vectoriel de dimension finie (dim(E) = n)

et p un projecteur de E. .
On pose r = rgp = dim(Imp) et on considére B = B, U B; une

base de £ adaptée & la décomposition

E = kerp & Imp.

%

B: = (e1, €2, ..., &-) une base de Imp et By = (er+1, -y €n) une base
de kerp, alors

10 ;
0 y 0
g on Al BUSESE j AN o M
MipeBl= ] g e “(0,,_,,,. 0,,_,.)
0 0 ;
Ainsi
tr(p) = M(p,B) =r
c. a.d

La trace d’un projecteur dans un espace vectoriel de dimension
finie est égale a son rang.

“
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