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Autour du rang d’une matrice

Partie I” Un résultat préliminaire”.

Soient IK = R ou C et F et G deux IK-espaces vectoriels de dimensions

respectives p 2 N⇤
et m 2 N⇤

. On considère u une application linéaire de F
vers G de rang r 2 N⇤

1. a) Justifier l’existence d’un sous espace vectoriel F1 de F tel que

F = F1 � keru.

b) On considère l’application

v : F1 �! Im(u)
x 7�! v(x) = u(x)

.

Montrer que v est un isomorphisme.

2. On suppose que 0 < r < min(m, p) et on considère

B = (e1, ..., ep) une base de F telle que (e1, ..., er) soit une base de F1

et (er+1, ..., en) soit une base de keru. On pose pour tout i 2 {1, ..., r}
"i = v(ei).
a) Montrer qu’il existe une famille ("r+1, ..., "m) de vecteurs de G telle

que la famille B0 = ("1, ..., "m) soit une base de G.

b) Déterminer MatB,B0(u), la matrice de u relativement à aux bases

B et B0
.

3. En déduire que pour toute matrice M 2 Mm,p(IK), si 0 < rg(M) =
r < min(m, p), alors il existe deux matrices inversibles S 2 GLm(IK)

et T 2 GLp(IK) telle que M = SJm,p,rT avec Jm,p,r =

✓
Ir 0
0 0

◆
et

Ir la matrice identité de Mr(IK).

Partie II

Soit M 2 Mn(C) et R 2 GLn(C), On défint

�R(M) = {� 2 C⇤, �R�M n’est pas inversible}

Sp(M) = {� 2 C, �In �M n’est pas inversible}.
1. Montrer que pour tout M 2 Mn(C) et

R 2 GLn(C), on a :

a) �R(M) = Sp(R�1M) \ C⇤
.

b) rg(M) = rg(R�1M).

2. Soit M 2 Mn(C) telle que rg(M) = r.
On admet que pour tout R 2 GLn(C), �R(M) est un ensemble fini

et que card(�R(M))  r.
a) Montrer qu’il existe P,Q 2 GLn(C) telles que M = PDQ avec

D = diag(1, 2, ..., r, 0, ..., 0).
b) Montrer que card(�PQ(M)) = r. c) Montrer que

maxR2GLn(C)(card(�R(M)) = rg(M).

3. Soit M 2 Mn(C) une matrice non inversible telle que rg(M) = r.
a) Montrer qu’il existe P,Q 2 GLn(C) telle que M = PNQ où

N = (nij)1i,jn avec

⇢
nij = 1 si j = i+ 1 et i  r
nij = 0 si non

b) Montrer que �PQ(M) = ;.
4. Soit M 2 Mn(C) .

Montrer que M /2 GLn(C) si et seulement si minR2GLn(C)(card(�R(M)) =
0.
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Partie III

Soit f 2 L(Mn(C)) un endomorphisme de Mn(C).
• On dit que f conserve le rang si 8M 2 Mn(C), rg(f(M)) = rg(M).
• On dit que f conserve l’inversibilité si 8M 2 GLn(C) on a f(M) 2 GLn(C).

1. Montrer que si f conserve le rang, alors f conserve l’inversibilité.

On suppose dans la suite que f conserve l’inversibilité.

2. Soit M 2 Mn(C) une matrice non inversible

a) Soit R 2 GLn(C) et � 2 C⇤
tel que �R�M 2 GLn(C).

Montrer que �f(R)� f(M) 2 GLn(C).
b) En déduire que f(M) est non inversible

3. Montrer que pour tout M 2 Mn(C),
M 2 GLn(C) () f(M) 2 GLn(C).

4. Soit M 2 ker(f).
En remarquant que pour tout R 2 GLn(C) et tout � 2 C⇤, f(�R �
M) = �f(R), montrer que rg(M) = 0, puis M = 0.

5. Déduire que f est un automorphisme de Mn(C).
6. Montrer que f�1

conserve l’inversibilité.
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