Préparatoire MP2

Prof : Nedra Moalla

Série Révision Déterminant

X Exercice 1

Soit D,, le déterminant de taille n suivant :
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1) Montrer que pour tout n > 1, on a : D, 1o = 3D, 11 — 2D,

o O O

2 3

2) En déduire la valeur de D,, pour tout n > 1.

X Exercice 2

Soit n € N* et A € M,,(C). Montrer

On pose P = Q + iR avec Q, R € M,(R).
1) Montrer que QA = BQ et RA = BR.
2) On considere le polynome H(X) = det(Q
Montrer que H est un polynéme non nul.

+ XR) € R[X].

3) En déduire que A et BRsont blables dans M, (R).

Conclusion .
S1 A et B son

minant de Vandermonde”.

a1, Qo, ..., N nombres complexes deux a deux distincts.
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1. Calculer V (o, aq) et V(ag, as, as).

2. On pose P(X) =V (a1, as,...,p_1, X).
a) Démontrer que P est un polynome de degré inférieur ou égale a

n — 1 et donner sont coefficient dominant.
n—1

b) Déduire que V(ay, g, ...;a) = V(ag, ag, ...y 1) H(@n — ).

=1

3. Montrer que V(aq, ag, ..., a) = H (o — ).

1<i<j<n
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Application 1.
On considere lapplication linéaire suivante :

v:R,41[X] — R"
P+—— P(ay,)P(), ..., P(av))

Montrer de deuxr maniéres différentes que ¢ est un isomorphisme.

Application 2
On admet que si M € M, (C), alors M est trigonalisable c. a. d. il existe

Oéllnl
0 OéQIn2
PeGL,(C) tel que M =P 0 0o . Pt
0 0 0 . .
0 0 00 ay,

i, Qa, ..., sont appelés les valeurs propres de M, elles sont deuz a deu.
distincts et chaque «; est répétée n; € N fois (ny + ng + ... + ni = n).

1) Montrer que

tr(M") =0, Vie{l,2...k} <

niay + nocig + ..npo =0
niad + ngai + ..npai =0

nial + ngak. .npak =0
2) Déduire que tr(M") =0Vi € {1,2...,k} <= a1 =a

Exercice 5 "Matrice compagnon”

IK[X], on lui associe la matrice com, ) suivante
0 0
10
C, = 01
0

1. Montrer que C, est inversible si et seulement si P(0) # 0.
2. Montrer que det(X1I, — C,) = P(X).

3. On considére E un espaceQuectoriel de dimension n € N* et

b) Donner une co
automorphis

23",
X +c e ClX].
. X3, X%) la base canonique de C4[X].
) = dety(P, X P, P, X P!, X*P')

Exercice 6 "D’ap

c 0 b 0 0
b ¢ 2a b 0
rifier que D(P)=|a b 3 2a b
1 a 0 3 2a
01 0 0 3
2. Justifier que D(P) = 0 si et seulement si la famille

(P,XP,P',XP', XP') est lice.

3. En déduire que si D(P) =0, alors il existe U,V € C[X]| non nuls tels
que deg(U) <1, deg(V) <2 et UP+ VP =0

4. Montrer que P admet une racine multiple.

5. Montrer que D(P) = 4a®c — 18abc + 4b% — a®b* + 27¢.

Exercice 7 "Déterminant de Cauchy”.

On considére un entier n superieur ou égale a 2 et deux suiles finies de
réelles (ax)1<k<n €t (bg)i<w<n telles que pour tout couple (i,7) € {1,...,n}?,
a; + bj 75 0.

Le déterminant de Cauchy d’ordre m associé auzx familles (ax)i<k<n
et (br)i<k<n est le mombre A, égale au déterminant de la matrice

(as)
(Zk—i-bk 1<k<m
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1. On suppose qu’il existe (iy,,i2) € {1,...,n}%, i1 # iy tel que a;, = a;,.

Justifier que A, = 0.

On suppose dans la suite que les réels ay,as,...,a, sont deur & deux

distincts et on considere la fraction rationnelle

=i (X =)
H?=1(X +a;)

R(X) =

(07

PH(X =)

=1

2. Vérifier que R(X) = Z X—f et donner [’expression de oy en
Qg
k=1

fonction des réels . ay, et by.
1
a1+by

3. Montrer que o, A, = )
1
an—1+b1

R(b)

1

1

a1+bp—1 a1+bn
1 1
an—1+bn—1 Gn—1+bn
R(b,—1) R(byn)

%@

Exercice 8
solleon :

fLer

4. En déduire que a, A, = R(bp)A,—1.

5. Calculer As puis montrer que pour tout n superieur ou égale o 2

le systeme suivant est de Cramer et donner sa

r+3y+2z=1
2e—y+z2=2
—r+y=3



y Probléme " Polynéme caractéristique ”.

Partie I.
On désigne par IK = R ou C et considére A € M, (IK).
On dit que A € TK est une valeur propre de A s'il existe Xp € M, 1(TK) \ {0} vérifiant AXy = AX.
On note Sprx(A) = {) € IK, tel que X est une valeur propre de A}.
Spix(A) est appelé spectre de A dans TK.

On pose P4(X) = det(X1, — A).

P, est un polynéme unitaire de degré n.

P, est appelé le polyndme caractéristique de A.

1

Partie II.

. On considére la matrice M =

Soit A € K.

a) Montrer que X est une valeur propre de A si et seulement si la matricg@d — Afyn’est wersible.
b) Montrer A € Sprk(A) si et seulement si A est une racine de Py.

¢) Déduire que pour toute matrice A € M,,(IK), on a Spc(A) # 0.

d) On cosidére la matrice M = (1) ’61

Déterminer Spc(M) et Spr(M).
Montrer que A est inversible si et seulement si 0 n’est
Montrer que si A et B sont deux matrices sembla

Spix(A) = Spix(B).

e A.
) = Pp(X) puis déduire que

a) Calculer le polynéme caractéristique de M.

b) Déduire les valeurs propres réelles de M.
¢) Déduire que M est inversible et donyCr Wyvaleur de det(M).

g i |
sSoit N=1 1:1-°1 .
151 1
a) Déterminer rg(A) puis gédtijge quelest une valeur propre de N.

b) Calculer Py (X).
On considére une m

% A€ M,(IK)

On considére E un espace vectoriel de dimension n € N*, B une base de E et u € L(E).
On définit le déterminant de u par le déterminant de sa matrice dans la base B et son polyndme caractéristique

par : Pu(X) = det(XT, — M(u, B)).

I

2.

Montrer que le déterminant de u ainsi que que son polynéme caractéristique P, ne dépendent pas de la

base choisie.
Soit F' un sous espace vectoriel de E. On dit que F est stable par u si «(F) C F.
Justifier que si F est stable par u, alors la restriction de u & F, notée ur est un endomorphisme de E.

4
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3. On suppose dans cette question que £ = F & G. i
a)i) Montrer que si F est stable par u, alors il existe une base B’ de E telle que la matrice de u dans

B’ est triangulaire par blocs
s CiD
M(u,B)—(0 H)'

ii) Déduire que si A est une valeur propre de ur, alors A est une valeur propre de u.

i) Montrer que si F' et G sont stables par u, alors la matrice de u dans B’ est diagonale par blocs

" A 0
AI(u,B)=( 01 A2>.'

ii) Déduire que Sprx(u) = Sprx (ur) U Sprx(ug)

$® s
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