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Exercice 1 I) Soitn € N, tel que n > 2, A et B deux éléments de M, (C).
1) Montrer que

a) tr(A+ B) =tr(A) + tr(B).

b) tr(*A) = tr(A).

c) tr(AB) = tr(BA).

d) Si A et B sont semblables, alors tr(A) = tr(B).

2) Soit H ={A = (a;;) € M,(C) tel que Za“ = 0}.
i=1

a) Montrer que H est un hyperplan de M, (C) et donner sa dimension.
b) Donner un supplémentaire de H dans M, (C).

II) On définie sur M, (C) la relation R suivante :
VA,B € M,(C), ARB <= A et B sont semblables.
).

1) Montrer que R est une relation d’équivalence sur
2) Donner la classe d’équivalence de la matrice I,,.
3) a) Vérifier que si A € CLg(B),alorsrg(A) =rg(B).

b) Les deux matrices suivantes sont-elle en relation ?
1 2 0 -2
a=(12) w s=(02)

Exercice 2 .
Soit A = (aij)lgi’jgn € Mn((C) telle que

Vi€ {1, ,’I’L} |CL”| >

Montrer que A est inversible.

Exercice 3 .
Soit E un I K-espa

ctoriel\et f un endomorphisme de E.

a suite des ker est une suite croissante pour l'inclusion

Vk €N, ker(f*) C ker(f*).

onger s’il existe p € N* tel que ker(fP) = ker(fP™), alors //
>p, ker(f*) = ker(f?).
SWMontrer que si E est de dimension finie, alors il existe p € N* tel que

ker(f?) = ker(fP)

4. Montrer que la suite des images est une suite décroissante pour
l'inclusion c. a. d.

Vk € N, Im(f*) > Im(f*).

5. Montrer s’il existe p € N* tel que Im(fP) = Im(fP™Y), alors //
Vk > p, Im(f*)=Im(f?).

II) On suppose dans cette partie que E est de dimension finie n € N*,
Pour p € N, on pose n, = dim(ker(f?)) et i, = dim(Im(f?))
1. Calculer n, + i,.
2. Etablir l'existence d’un plus petit entier naturel r < n tel que n, =
Nyp41-
3. Montrer que E = ker(f") ® Im(f").



4. Pour p € N, on pose o, = i, — ipi1-
a) Justifier lexistence d’un sous espace vectoriel D,, tel que Im(f?) =
Im(fP™) @& D, et donner dimD,.
b) Montrer que Im(fP™) = Im(fP*?) 4+ u(D,).
¢) Déduire que la suite (9,) est décroissante.

Exercice 4 "Polynéme de Lagrange "

On considere aq, ...,a, n réels deuxr a deux distincts.
n
X —a;
On pose Vi € {1,...,n}, Li(X) = S
p { 9 ? }7 Z( ) ]Hl az _ CL]

JF#i

Les polynomes L, ..., L,, sont appelés les polynomes de Lagrange en ay, ..., a,.

1. a) Soit i € {1,..,
dominant.
b) Calculer Li(a;), Vi,je€{l,...,n}.
c¢) Prouver que (Ly,...,L,) est une base de R, _1[X].

ZP a;)L

2. Montrer qu Wl existe un unique un polyndme Q € R, 4[X

Q(a;) = e™.
3. Montrer que VA € R[X], 3B € R[X] tel que

n

AX) =[(X = a)B(X) + ZA a;

i=1

n}. Donner le degré de L; et son coefficient

d) Montrer que, VP € R,_1[X], on a : P(X) =

4. a) Montrer que X™ = H(X -
i=1
b) Donner la valeur de Z alL;(0
i=1
¢) Déduire que

n

S (1) = (-

i=1

1)"nl.

Exercice 5 Soit A€ M,(IK) (pe N¥).

n

Pour P(X) = Zaka € IK[X], on pose
k=0
P(A) = o[, N aJA + ... + a, A" € M,(IK)

(P+

et (P x Q)(A) = P(A) x Q(A).

(IK), on suppose dans cette question qu’il existe une
ice wversible Q € GL,(IK) tel que A = QDQ™" avec D =
..y Ap) une matrice diagonale.

Vérifier que Vk € N, Ak = QD*Q1.

b) Déduire que ¥ P € IK[X], P(A) = QP(D)Q™".

¢) Déduire que si P € IK[X] avec Ay, ..., \, sont ses racines, alors
P(A) =0,.

Soit A € IK. On dit que \ est une valeur propre de A s’il existe un
vecteur X € M, 1(IK)\{0,1} tel que AX = \X.

Soit \ une valeur propre de A, on définit le sous espace propre de A
associée a A par :

Ey={XeM, (IK);AX = X}

a) Justifier que Ey est un sous espace vectoriel de M, (IK).

b) Soit \ est une valeur propre de A et X € M,,(IK)\{0,.1} tel que
AX = )\X.

i) Vérifier que Vk € N, A*X = \FX.

it) Déduire que ¥V P € IK[X] P(A)X = P(\)X.

c) On dit qu’un polynéme P est un polynome annulateur de A s’il
vérifie P(A) =0,

Montrer que si A une valeur propre de A, alors X\ est une racine de
tout polynome annulateur P.
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1. Montrer que P(X) = X*(X — 3) est un polyéme annulateur de A.
2. Montrer que si \ est une valeur propre de A, alors A =0 ou A = 3.

3. a) Déterminer les sous espaces vectoriels Ey et Fs.
b) Déduire que 0 et 3 sont des valeurs propres de A.

Exercice 6 Soit Ae M,(IK) .

1. a) Montrer que A est une matrice de rang 1 si et seulement si il eziste
X etY deux vecteurs non nuls de M, 1(I1K) tels que A = X'Y.
b) Soit A est une matrice de rang 1. Déterminer Im(A) et ker(A).
c¢) Les vecteurs X etY de la question 1 sont ils uniques ?
d) Soit A une matrice de rang 1 telle que A = X'Y = X"'Y". Trouve
une relation entre X et X', Y etY’.

2. Montrer que A est une matrice de rang 2 si et seulement si il existe
X, Y, Z, W quatre vecteurs vecteurs de M, (1K) tels que (X,Z) est
libre, (Y, W) est libre et A = X'Y + Z'W.

Exercice 7 "Endomorphisme Cyclique et p-cycle "
Soient E un IK (IK =R ou C)-espace vectoriel de a
Pour f € L(E), on note f° =idg et Vp e N*, fP = fo Rg...

@ n élément
0 we base de E .

avec T2,

On dit qu’un endomorphisme f de E est cyclique

xo € E\{0} tel la famille B = (xo, f(z0) ..,f"‘l

On dit qu’un endomorphisme f de E est nilpotentd’indice p € N* si fP = 0
et fP~1#£0.

1. On considére f un endom
a) Montrer qu’il €
b) Montrer q
c) Comparer p
d) Montrer que si
de f dans la

isme nilpotent d’indice p € N*.

tel que fP~Y(zo) # 0.
0)s -y [P (o)) est libre.

s fest cyclique et détermainer la matrice

2. Mont S
libre.

it fu omorphisme de E et p € N*. On dit que f est un p—cycle,
ste xg € E\{0} tel que

t cyclique, alors la famille (idg, f, f%, ..., fP~1) est

{ (w0, f(x0), ..., [P (x0)) soit génératrice de E
fP(z0) = o '

On suppose dans cette question que f est un p—cycle.

a) Montrer que fP = idg et déduire que f est bijective.

b) Soit H = {k € N*, tel que (x, f(z0), ..., fFH(xo)) soit libre}.
Justifier que H admet un mazimum noté m.

c¢) Montrer que pour tout entier k superieur ou égal a m, fk(azo) €
vect{xy, f(xg), ..., [ H(z0) ]}

d) En déduire que f est cyclique.

e) Déterminer la matrice de f relativement a la base B.



