A-Réduction géométrique

K désigne un sous-corps de C et E un K-espace vectoriel.

5.1 ASous-espaces’stablés
5.1.1 Définition

Définition okl ,
Un sous-espace vectoriel I de E est dit stable par u € L(E) si u(F) C F i.e.

Vr € F,u(z) € F

Exemple {Og} et E sont stables par u.
F est stable par 0, par Idg et, plus généralement, par AIde pour tout A € K.

Exemple £ =K[X],D: P~ P, D € L(K[X])
K, [X] est stable par D.

En effet, ’ wokadlonte
YP e K[X],deg P’ < degP .

Exemple E = RN, T : (up) = (un+1), T € L(RY).
Le sous-espace vectoriel B(N, R) des suites réelles bornées est stable par T'.

Proposition
| Si F et G sont stables par u alors F + G et F N G aussi.

dém.:

uw(F + G) = u(F) +u(G) C F +G.

wW(FNG) Ccu(F)Nu(G) Cc FNG.

a

Théoréme " : nszilidile eonizieornobns 2ob oldinozns’ ]
| Si uet v commutent alors Imu et ker u sont stables par v. 3 |
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5.1. SOUS-ESPACES STABLES

dém. :

Pour tout z € keru, u(v(x)) = v(u(z)) = v(0g) = Og donc v(z) € keru.

Pour tout y € Imu, on peut écrire y = u(z) et alors v(y) = v(u(z)) = u(v(z)) € Imu.
a

Exemple Imu ct ker u sont stables par . i e, it
Pour A € K, Im(u — Aldg) et ker(u — Xdg) sont stables par w. C LB \}

Définition

Si F est un sous-espace vectoriel stable par u € L£(E), on peut considérer I’application res-
treinte up : F — F qui définit un endomorphisme de F'. On I’appelle endomorphisme induit
par u sur F.

Exemple ker u est stable par u, on peut introduire tger u €t 100 2 ttjcer , = 0.

Exemple Imu est stable par u et on peut introduire tmy-
Cependant uy, peut ne pas étre surjectif.
En fait, wimy est surjectif si, et seulement si, Imu? = Imu car Imuig, = Imu®

Exemple Soit E = C*(R,R)etD: f— f'.
F = Vect(cos, sin) est stable par D car D(cos), D(sin) € F et

0 1
Mat(cos,sin)(DF) = ( -1 0 ) = R_,/g

Théoréme
Si F est stable par u et v € L(E) alors pour tout X € K, F est stable par Au, u +vetuouv.
De plus
(/\U-)F = Ach (u+U)F =ufF +vpet (U,O U)p = UF OVUF
dém. :

(Mu)(F) =M u(F)CAF CF.

(ut+v)(F)cu(F)+v(F)cF+FCF.

(uov)(F) =u(v(F)) Cu(F)CF.

Pour toutr € I

(Au)p(z) = (Au)(z) = Au(z) = Aup(z) = (Aurp)(z).

(w+v)p(x) = (u+v)(x) = u(z) + v(z) = up(r) + ve(z) = (ur + vF)(T).
I(; o v)p(z) = (v o v)(z) = u(v(z)) = u(ve(z)) = ur(vp(z)) = (ur o vr)(2).
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pl‘Ol)osilion
Si I est stable par u alors

kerup = kerunN Fetlmup Clmun F

dém. :

Soitor € kerup.Onazx € Fetu(r) = up(xr) =0donc z € kerun I,
Soitr € kerunN F.Onaur(z) = u(z) = 0donc z € kerur.

Imup C Imu car up est restriction de u et Imup C F car I est stable par u.

O

Remarque Si u est injectif alors u g est injectif,

" Remarque Si u est surjectif, on ne peut rien dire a priori sur up. g b
Par cxemple, la dérivation sur K [X] est surjective, mais 1’endomorphisme induit sur K, [X] ne I'est pas.

5.1.3 Visualisation en dimension finie

Ici E désigne un K-espace vectoriel de dimension finie.

Théoréme

Soit F' un sous-espace vectoriel de dimension p muni d’une base f = (ey,.. ., e,) complétée
cn une base e = (ey,...,en) de E. Pour v € L(E), on a équivalence entre :
(i) F cst stable par u; A RLLERLY
(ii) la matrice de u dans e est de la forme

iy

(g g)avecAeM,,(K)

De plus, si tel est le cas, A est alors de 1a matrice de ur dans la base f.

dém. : LR R y1e -1 ‘ SE
(i) = (ii) Supposons F stable par u. On peut introduire A = Maty(ur) = (a;,;) ctona

p .
V1< j<pulej) =) aije
i=1

¢t alors Ja matrice de u dans e est de 1a forme

al'l .. al,p

I
~ N
o
Qw
\."/

()
ap1 - Gpp
(0) (%)

(ii) = (i) Supposons la matrice de u dans e de la forme

(6¢)
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avec A € M, (K). Pour tout 1 € j < p, u(ej) € Vect(ey,...,e,) donc u(e;) € F puis, par linéarité,
pour tout x € F, u(x) € F.

(W]

Théortme

On suppose I = Fy @ -+ @ F,, ct on note ¢ unc basc de [Z adaptée A cette décomposition.
Pour u € L(I7), on a équivalence entre

(i) chaque F), est stable par u;

(ii) la matrice de u dans la base ¢ est de la forme

A 0

O A"l :

avec Ay € M,,, (K) od ag = dim Fy.

Remarque La réduction d'un endomorphisme u de £ consiste a écrire

m
E= @ F;
k=1
avec . stable par u et up, «simple» .
En dimension finie, la réduction d’un endomorphisme correspond a l'obtennon d’une représentation
matricielle simple (la plus diagonale possible).

5.2 Eléments propres

E désigne un K-espace vectoriel non réduit &t {Og} de dimension quelconque et u un endomorphisme
de E. |
5.2.1 Valeur propre et vecteur propre

Proposition
Soit x € E\ {0} et D = Vect(z) la droite vectorielle engendrée par .
On a équivalence entre :
(i) D cst stable pour u € L(E);
(i) il existe A € K tel que u(z) =

dém. :
(i) = (ii) Si D est stable par u alors u(z) € D et donc il existe A € K tel que u(zr) =
(i1) = (i) Si u(x) = Az alors u(D) = u(Vectz) = Vectu(z) C Vectz.
0
Définition
On dit que @ € F est vecleur propre de u si

z#0get3IXN €K u(z) =

Attention : Par définition un vecteur propre est un vecteur non nul.
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CHAPITRE 5. REDUCTION GEOMETRIQUE

Remarque 1y a alors unicité de la valeur A car
Az =pravecx #F0g=>A=pn
On dit alors A est la valeur propre associée au vecteur propre .
Définition
On appelle valeur propre de u tout A € K vérifiant
z # 0, u(z) = Az

On appelle spectre de 2 I'ensemble des valeurs propres de u, on le note Spu.

Exemple Ona
0 € Spu & 3z # 0, u(z) = 0g

Ainsi
0 € Spu & u non injectif

5.2.2 Sous-espace propre

Définition 1437}
Pour A € Ketu € L(E), on note

E\(u) = ker(u — Aldg)
le sous-espace vectoriel formé des vecteurs x € F solutions de I’équation

u(z), =A%,

Exemple E()(‘U.) = ker u.
Ei(u) = {z € E/u(z) = z}. C’est I’espace des vecteurs invariants par u.

Théorétme

On a équivalence entre :

(i) A est valeur propre de u;
(ii) Ex(u) # {0&};

(iii) I'endomorphisme u — Ald n’est pas injectif.

Définition
Si )\ est valeur propre de u alors E)(u) est appelé sous-espace propre associ€ a la valeur

propre A.

Remarque Si\ ¢ Sp(u) alors Ex(u) = {0g}. | _
Si A € Sp(u) alors Ex(u) = {0} U {vecteur propre associé i la valeur propre A}.

115 N 1026
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5.2.3 Stabilité des sous-espaces propres

Théoréme
Les sous-espaces propres de u € L(£) sont stables par u et

VA € Spu, ug, (u) = Ald

dém. :
u et u — Aldg commutent donc E)(u) = ker(u — Aldg) est stable par u.

De plus, pour tout z € E(u), u(z) = Az donc

UE,(u) = Ald
O
Corollaire
[ Si u et v commutent alors les sous-espaces propres de u sont stables pas v.
dém. :
En effet, Ey(u) = ker(u — Ald) et u — Ald commute avec v.
O

5.2.4 Les sous-espaces propres sont en somme directe

Théoréme
Des sous-espaces propres de u € £(E) associés a des valeurs propres deux 2 deux distinctes
sont en somme directe.

dém. :

Par récurrence sur m € N*, montrons que la somme de m sous-espace propres de u est directe.

Cas m = 1:iln’y arien 3 démontrer.

Supposons la propriété établie au rang m > 1.

Soit Ej, (u),...,Ex,,(u), Ex,..,(u) des sous-espaces propres de u associés a des valeurs propres deux
a deux distinctes.

Supposons z; + - - - + Typ + Tiny1 = O avec zx € Ej, (u).

En appliquant u, on obtient Ay xy + - - - + AnZmn + Am+1Zm41 = Og.

Par combinaison de ces deux équations, on obtient (A; = Am41)T1 + -+ + (An — Am+1)Zm = 0.
Cette équation est de la forme y; + - - - + ¥m = Og avec yx = (Ak — Amy1)Tik € Ej (u).

Par hypotheése de récurrence, les espaces Ey, (u),. . ., Ea,, (u) sont en somme directe donc

Vlgksmin\:OE

ce qui fournit
Vi<k<m,z,. =0g

car
A= Am+1 F0

Enfin, en reprenant I'équation initiale, on a aussi z,,+1 = Og.
Récurrence établie.
O
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Corollaire
| Une famille de vecteurs propres associés A des valeurs propres deux & deux distincles est libre.

dém. :
Cas d'une famille finie :
Soit ry,...,Tm des vecteurs propres associés A des valeurs propres A1, - - - - Am deux 2 deux distinctes.
Supposons axy + -+ + AT, = 0E.
Puisque arz; € Ex, (u) et puisque les sous-espaces vectoriels E, (), ..., Ex,, (u) sont en somme
directe, on a
Yk e {1,...,m} o = 0g
Or z # Og (car c’est un vecteur propre) donc o = 0.
Cas d’une famille infinie :
Celle-ci est libre car ses sous-familles finies le sont par |'argumentaire précédent.

O
Corollaire

| En dimension finic égale 3 n, un endomorphisme ne peut admettre plus de n valeurs propres.
dém. :

Si A1,- .., Am sont des valeurs propres de u € L(E) avec dim E = n alors
kgl E),(u) C E avec dimE), (u) > 1

donne m < dim E.

a

Remarque En dimension infinie, il peut y avoir une infinité de valeurs propres.

5.2.5 Déterminatiompratiquenis

Protocole :
Pour déterminer les valeurs propres de u, on étudie pour quels scalaires A € K, I’équation

- u(z) = Az
posséde d’autres solutions que la solution nulle.

Cette équation est appelée 1'équation aux éléments propres associée 2 u.
Exemple Soit E = K[X] et ¢ € L(E) défini par p(P) = X P'(X). Déterminons Spe-:
Soit A€ Ket P € K|[X].
@(P)= AP & XP'(X) = AP(X)
Analyse :

Si cette équation posséde une solution P # 0 alors en posant n = deg P, on peut écrire
P =a,X" +--- + a1 X + ag avec a,, # 0. L’équation X P'(X) = AP(X) donne

Y0 < k < n,\ag = nay,
Sachant a,, # 0,onobtient \ =neta,—;1 =...=a; =ag=0.
Ainsi
A€eNet P =ayX?
Synthese :

- A—y 117 @O
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Pour A € Net P = ay X avec ax # 0, on vérifie X P'(X) = AP(X) avec P # 0 donc A € Spp.
Finalement Spp = N et
YA € N, Ex(p) = Vect(X?)

Exemple Soit £ = K[X] et € L(E) défini par l/'(l’) = X P(X). Déterminons Sp.
Soit A € Ket P € K[X].

$(P) = AP(X) & XP(X) = AP(X) & (X — \)P(X) =0 & P(X) =
donc Spy! = ).

Exemple Soit £ = C®(R,C)et D : f > ['. Délerminons SpD.
SoitA€Cet feE.
D(f)=Af & [ =\ & [ € Veci(es)

avec ey : ¢t — ¢*t fonction non nulle.
On en déduit SpD = C et
VA € C, Ex(D) = Vect(ey)' ‘ !

Exemple Soit E = B(N,R) et T : (2n)nenN +* (Un+1)nen. Déterminons Sp7'.
Soit A€ Retu = (u,) € E.

T(u) = M < Vn € Nyup41 = M, <& Vn € Nyu, = AMug

Si |A| > 1 alors la suite (A\"up) est bornée si, et seulement si, ug = 0 et c’est alors la suite nulle.
Si [A] < 1 alors la suite (A" up) est bornée et non nulle pour tout ug # 0.
Finalement SpT" = [—1,1] et

VA € [-1,1], Ex(T) = Vect (.(/\"),;eN)

5.3 [Eléments propres en dimension finie

E désigne un K-espace vectoriel de dimension finie n € N* etwun endomorphisme dc E.
5.3.1 Eléments propres d’une matrice carrée

Définition
On dit que A € K est valeur propre de A € M, (K) s’il existe X € M, 1(K) vérifiant

AX =AX et X #0

On dit alors que la colonne X est vecteur propre associé a la valeur propre A.
On appelle spectre de la matrice A I’ensemble Sp A formé des valeurs propres de A.

Définition
Pour A € K, on note E(A) = ker(A — AI,) I’espace des solutions de I’équation AX = \X,
Lorsque A est valeur propre de A, E(A) est appelé sous-espace propre de A associ€  la valeur
propre A.

) = ' ' 18 ' SI0El6)
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Remarque En identifiant tuple et colonne, les éléments propres de A correspondent nux éléments
propres de I'endomorphisme canoniquement associé & A défini par

reEK'»y=Are K"

Remarque Pour déterminer, les valeurs propres de A, on étudie I'équation aux éléments propres
AX = AX,

Théordme
Soit £ un K-espace vectoriel de dimension finie non nulle et e une base de E.

Pour u € L(E) et x € E, en notant A = Mat,(u) et X = Mat.(z), ona
SpA = Spuet VA € Spu,x € E\(u) & X € E\(A)

dém. :

" Ona
uz)=Ar L AX = Xetz#0e & X #0

a
Corollaire
ll)cux matrices semblables ont le méme spectre.

dém. :
Car clles représentent le méme endomorphisme.

(|

5.3.2 [Rolynbmecaractéristique d’une matrice carrée. iy
Soit A € M,,(K). Pour tout A € K, I'expression

A—ayn —ay2 oot —Qin
—-a
det(Al, — A) = 3t
: —Qn—1,n
—Qn,1 e —QOn,n-1 A—Cnn

cst un polyndéme cn A.

Définition
On appelle polyndme caractéristique de A, le polyndme x4 € K [X] déterminé par la propriété

VA € K, xa(A) = det(Al, — A)

Exemple Polyndme caractéristique de A = ( Z 3 )

A—-a b
- A-d

119 - @O0
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et donc
xa(X) = X? = (a+d)X + (ad - bc)

Exemple Polyndme caractéristique de
A=

Comme déterminant diagonal, on obtient

xa=[JX-x)
i=1

Théoréme
Le polyndme caractéristique de A € M,,(K) est unitaire, de degré n et possede les coefficients
remarquables suivants
XA(X) = X" —tr(A) X" -+ - 4 (=1)" det(4)
dém. : :

Par la formule des déterminants

XA(/\) = det(/\f,. - A) = Z E(O')H (A6a(i],|' — ad(i),i)
oCS, =1

Pour tout o € Sy, posons

Py(A) = H (Moiy,i — @o(i)) :
i=]
P, est une fonction polyndme de degré < n.
Si o # Idn,,, il existe au moins deux indices i, j tels que o(i) # i et o(j) # j, 1a fonction polyndme P,
est alors de degré < n — 2. _
Sio =Idn,

n
Pu(A) = H (A—ai;))=A"—(ay1 +-+-+ an’n),\“—l Hordia's
i=]

Ainsi

det( A, — A) = A" — ur(A)A™ ! - -
Enfin, le coefficient constant de x 4 est xa(0) = (—1)" det(A). :
a
Exemple Soit P = X" —ap,_; X" ' -+ —a; X —qg et

0 (0) ap

. an-2
(0) 1’ ap

! y T 120 | ; 000
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Calculons le polynOme caractéristique de A.

A (0) —ap
datiriioay e | Fhidd
Y *% —n-2
(0) -1 A—ap-1
En développant selon la dernitre colonne
xa(\) = P

5.3.3 Polynome caractéristique et valeurs propres

Théoréme

, Les valeurs propres de A sont exactement les racines de x 4.
dém. :

) € SpA & ker(A — M) # {0} & A — A, non inversible <> det(A — Al,) =0
Or
det(A — AI,) = (—1)" det(AL, — A) = (=1)"xa(})
donc
AeSpA e xa(A) =0
O
Exemple Si
. A1 *
A=
0 An
alors
SpA = {A\1,---,An}

Corollaire

| A € Mn(K) possede au plus n valeurs propres.
dém. :
Car un polyndme de degré n admet au plus n racines.
a
Corollaire

| A € M, (C) posséde au moins une valeur propre complexe.
dém. :

x4 € C[X] est un polyndme non constant, il posséde donc au moins une racine dans C.

O
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Remarque Aussi A € Ma,41(R) posséde au moins une valeur propre réelle.

Exemple Etude des éléments propres de

Ona
-2-=) 1 -1 -2-A 1 -1
xa(A) = (=1)*det(4 — A1) = — 1 —2-2 1 |==|=1=-2 =1-=2A 0
1 -1 =\ -1-2 0 -1-2A
(3 ) et 5
det(M3 — A) = —(A+1)2 1 1 0 [=(A+1*A+2)
1 |

Ainsi
xa(X) = (X +1)*(X +2)

Ainsi Sp(A) = {-1,-2}
Etudions E_»(A)

F, \ ; y—z=90
X=(y)EE-z(A)@AX=—-2X@(A+2I3)X=0¢ z+z2=0
¥ ' ' T-y+2z=0

donc E_2(A) = Vect(1,-1,-1)
Etudions E_,(A)

X=(

donc E_; = Vect{(1,1,0),(0,1,1)}

—z+4+y—2=0
) EE (A (A+h) X =0 zs—y+z=
r—y+z=0

e s

Exemple ‘Etude des éléments propres de

0 (1)
A= .
(1) 0
Via Cy « C1+---+C,
A=—(n—-1 = ey e
A (-1) et :
xa(A) = det(A, — A) = = A (-1)
] (=D) gP : : ‘ e
A—fp—Tj. (~1) A
= L @090
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puis via Ly ¢« Ly = Ly,... Ly ¢+ L,, — L
A-(n-1) =1, ... -1
0 ) (0)
Xa(d) = é AN
0 (0) . A1
Ainsi xa(A) = (A= (n = 1))(A + 1) etdonc :
Xa(X) = (X = (n = 1)) (X + 1)
T
X=|:|€eE ()& A+1)X=0
Tn
T+ -+ x,=0
& : e+ +zn=0
Ty+--+2,=0 7
Ainsi E_,(A) est I'hyperplan d'équation ) + - -+ + T = 0.
1)\
X o || e Bana(Ay S (A+ L)X =nX
Ty
Ty + -+ Tp = NI
PN : ST = =Dy

T+ + Ty =0Ty

Ainsi E,,_1(A) = Vect {(1,...,1)}.

5.3.4 Polynéme caractéristique d’un endoﬂn‘iorphisme'

Proposition
| Si A, B € M,(K) sont semblables alors x4 = x5-

dém. :
Si B = P~'AP avec P € GL,(K) alors xp()) = det(Al, — P~'AP) = det (P~'(\I,, = A)P) =
det(A I, — A) = xa(A).
a
Définition
On appelle polynéme caractéristique de u € L(E), le polyndme caractéristique commun aux
matrices représentant I’endomorphisme « ; on le note xy. - |

Exemple Y. = Xar, = (X —A)” avecn =dim E.

123 aolbibe s @O0
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Exemple Supposons E = F & G. Déterminons le polyndme caractéristique de la projection sur F

paralldlement & GG,
Dans une base adaptée d ln décomposition £ = 7 & G, la matrice de p est de la forme

I 10
0 On -r

.\'p(.\') = (,\' P} ])r‘\-n-,.

avee r = dim . On a alors

Théoréme
Pour u € L(E), yu est un polyndme unitaire de degré exactement n = dim E de la forme

Xu(A) = X" —tr(u) X"~ - 4 (=1)"det(u)

De plus, les valeurs propres de u sont exactement les racines de yy.

dém. : ,
Si A € M,,(K) est la matrice de u dans unc base de E, x,, = Y4 avec trd = tru et det A = det u.

De plus, Sp(u) = Sp(A) et donc les racines de X correspondent aux valeurs propres de .
0
Corollaire

| Un endomorphisme u € L({E) posséde au plus dim E valeurs propres.

Corollaire \ ;
Si E cst un C-espace vectoricl de dimension finie alors tout u € L£(E) poss¢de au moins une

valeur propre.

Remarque Si E st un R-cspace vectoriel de dimension impaire alors tout u € £(E) posséde au moins
une valcur propre.

{

5.3.5 Multiplicité d’une valeur propre b o
Rappel :
Si P € K[X] est un polyndme non nul, on appelle ordre de multiplicité de A en tant que racine de P le
plus grand a € N tel que '

(X=2)*|P
Ceci équivaut encore

P(A)=P'(A\) =...=Pe D)) =0et P™(X) #£0

Rappel :
Un polyndme P non constant est dit scindé dans K [X] si, et seulement si, on peut le factoriser sous la

forme
n

P=p](x-N)

=1
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Les scalaires A1, ..., An € K correspondent alors d ses racines comptées avec multiplicité.
En regroupant les racines égales, on obtient I'écriture

m

P=;4H(X—Ak)°"
J k=]

avec A1, -+« y Am € K deux A deux distincts et «y, . .., @y, leurs multiplicités respectives.

Définition suiteren : : : ‘
Soit u € L(E) et A € K. On appelle multiplicité de A en tant que valeur propre de © € L(E),
I’ordre de multiplicité de A en tant que racine de xy, ; on la note my (u) (idemen A € M, (K)
pour mx(A))

Remarque Abusivement, A valeur propre de multiplicité O signifie que A n’est pas valeur propre.

A *
A= A avec A # 11
‘ 0 I
Onaxa= (X —=A)}X -p)

A est valeur propre double et u est valeur propre simple de A.

Exemple Valcurs dc propres de

Exemple Valeurs propres de
A1 (*)

(@) 55t -

Onax,q=ﬁ(X-—,\,~).

i=1
Les valeurs propres de A sont les Ay, .. ., A, comptées avec multiplicité.

Théoréme

Vu€ L(E), Y ma(u) < dimE
! AESpu” '

).

avec égalité si, et seulement si, le polynéme Y, est scindé dans K [X] (idem pour A € M, (K)

dém. :

La somme des multiplicités des racines d’un polyndme non nul est inférieure a son degré avec égalité si,

et seulement si, ce polyndme est scindé.
O

Corollaire

(idemen A € M,,(C) ).

lji K = C alors u € L(FE) possede exactement n valeurs propres comptées avec multiplicité
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dém. :
Dans C [.X], tout polyndme non constant est scindé.

O
5.3.6 Multiplicité et dimension des sous-espaces propres

Théoréme
Si F est un sous-espace vectoriel stable par u alors le polyndme caractéristique de I'endomor-

phisme induit par u sur F divise le polyndme caractéristique de u.

dém. :
Dans une base adaptée a I, la matrice de u est de la forme

A B

@ 02 B
avec A matrice de ur. On aalors Xy = XAXC AVeC XA = Yup-
O

Théoréme

YA € Sp(u),1 < dim Ex(u) < ma(u)
(idem avec A € M,,(K) ).

dém. :
Soit A € Spu.
D’une part, F = E,(u) = ker(u — Ald) # {Og} doncdim F > 1

D’autre part, F' est stable par « donc Xup | Xu-
Or Aup = (X — N)¥4™F car up = Idp donc A est racine de multiplicité au moins dim F de Xu.

a
Corollaire
| Si X est une valeur propre simple alors le sous-espace propre associ¢ est de dimension 1.

5.3.7 Changement de corps

Supposons L un sous-corps de K.
Pour A € M, (L), on peut aussi comprendre A € M, (K).
On peut donc parler de valeurs propres de A dans L, mais aussi dans K. Bien évidemment

Sp.(A4) C Spg(4)

En particulier, on peut parler des valeurs propres complexes d’une matrice réelle.

Exemple Considérons I
0 -1
Ona x4 = X? + 1 donc SpgA = (et Spe = {i, —i}.

Théoréme
Les valeurs propres complexes d’une matrice réelle sont deux a deux conjuguées.

De plus, deux racines complexes conjuguées ont méme multiplicité et les sous-espaces propres

associés se correspondent par conjugaison.
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dém. :
Soit A € M, (R). Le polyndme caractéristique de A est réel. Ses racines complexes sont done deux i
deux conjuguées et deux racines conjuguées ont méme multiplicité, Aussi

AX = AX & AR = AR

L'application X +» £ définit alors une bijection de £\ (A) vers X (A).
0

Remarque Par conjugaison, une base de 1) (A) est transformée en une base de I2x(A) : ces deux
sous-espaces propres sont d'¢gales dimensions,

5.4 Diagonalisabilité™

E désigne un K-espace vectoriel de dimension n € N*

54.1 Endomorphisme diagonalisable

Définition } ‘
' Un endomorphisme u € L(E) est dit diagonalisable s'il existe une base de F dans laquelle sa
matrice est dingonale. Une telle base est appelée base de diagonalisation de u.

Exemple Idg est diagonalisable et n’importe quelle base de E est base de diagonalisation.

Exemple Les projections vectorielles sont diagonalisables. ‘
En effet, si £ = FF & G alors la projection p sur I parallélement & G a pour matrice

( g Oy?—r ) avec r = dim FF

dans unc base adaptée A la décomposition 2 = F' ® G.
Aussi, les symétries vectoriclles sont diagonalisables.

Théortme
Pour u € £L(E), on a équivalence entre :
(1) u est diagonalisable ;
(ii) il existe une base de E formée de vecteurs propres de u.
Une base de diagonalisation est aussi appelée une base propre.

dém. :
(i) = (ii) Supposons u diagonalisable et considérons e = (e1,...,€n) une base de diagonalisation de u.
La matnice de u dans e est de la forme

Pourtouti € {1,...,n}. onau(e;) = \i¢; avec ¢; # Of donc ¢; vecteur propre de u.
La famille e est donc une base de vecteurs propres de .
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(i) = (i) Supposons I'existence d'une base ¢ = (e1, ..., €n) de vecteurs propres de u.
Pour touti € {1,...,n}, onau(e;) = Aie; avec A; la valeur propre associée au vecteur propre ¢;.

La matrice de u dnns la base e est alors de la forme

A1 0
0 An
O

Exemple Un endomorphisme diagonalisable posséde au moins une valeur propre.

.'; AL LE

Exemple Si u est diagonalisable et si u ne posséde quune valeur propre A alors u = AId E-
En effet, la matrice dc u dans une basc propre est A, et donc u = Aldg.

5.47 T e condition suffisante de diagonalisabilité

Théoréme :
Siu € L(E) possede n = dim E valeurs propres distinctes alors u est diagonalisable et ses
|_sous-espaces propres sont tous des droites vectorielles.

dém. :

Soit A1, ..., A, les valeurs propres deux & deux distinctes de u.

Soitey,...,e, des vecteurs propres associés.

La fami]le e = (e1,...,e,) est libre car formée de vecteurs propres associés a des valeurs propres deux
a deux distinctes. Etant formée de n = dim E vecteurs de E, c’est une base de E' diagonalisant u.

On a alors

Mateu = diag(A1,...,An) =D

et donc 2
Xu = Xxp = (—1)" H (X -X)
Puisque les Ay,..., A, sont deux a deux distincts, les valeurs propres de u sont toutes mmplus ct les
sous-cspaces proprce sont donc de dimension 1.
a

Exemple Considérons I"application ¢ : K, [X] — K, [X] définic par o(P) = nXP — (X* —1)P".
Etudions la diagonalisabilité de ¢.

L application ¢ est bien définie car si P = aX™ +---,nXP =aX"' 4.+,

n(X? -1)P = naX™t! +... etdonc p(P) = 0.X"*! + ... € K, [X]. .

Puisque ¢(X*) = (n — k) X**! + kX*~1, a matrice de ¢ dans (1, X, ..., X") est

0 1
n

n
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Le calcul du polyndme caractéristique n’est alors pas simple.
Considérons alors la base de Taylor B = (1,(X —1),...,(X — 1)") .
Puisque ¢ ((X = 1)¥) = (n — k)(X = 1)**! + (n — 2K)(X - 1)¥, 1a matrice de ¢ dans B est

n (0)
n n-—-2
o) A i s
On en déduit x, = ﬁ (n=-2k-X)=(-1)" f‘[.(X — (n — 2k)) et Spp = {n — 2k/k € [0,n]}.

k=0 k=0
Puisque CardSpy = n + 1 = dim K, [X], I'endomorphisme ¢ est diagonalisable et sous-espaces

propres sont des droites vectorielles.

5.4.3 Diagonalisabilité et sous-espaces propres

Théoréme

Soit u € L(E). On a équivalence entre :

(i) u est diagonalisable ;

(ii) E est la somme directe des sous-espaces propres de u i.e. :

E= © E\(u)
A€Sp(u)

(iii) ) dimEj(u) = dimE.
A€Sp(u)

dém. :
Rappelons que I'on sait déja que les sous-espaces propres d’un endomorphisme sont en somme directe.

(i) = (ii) Supposons u diagonalisable.
Soit ¢ = (€1, -- ., €, ) une base propre de u. Pour tout i € {1,...,n}, €; est vecteur propre de u donc

&€ & Ex(u)
Aesp(u)

ps EC & Ej(u)etenfinE= & Ej(u).
AeSp(u) A€Sp(u)

(i) = (i) Car 'on sait dim & Fi = 3" dim F:.
=1

(iii) = (i) Une famille formée par concaténation de bases des espaces propres E(u) est une famille libre
formée de dim F vecteurs, c’est donc une base de vecteurs propres.

O
Corollaire

Soit u € L(E). On a équivalence entre :

(i) u est diagonalisable ;

(ii) X est scindé dans X [X] et, pour tout A € Sp(u), dim Ex(u) = my(u).
dém. :

(i) = (ii) Supposons u diagonalisable.
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Notons Ay, ..., Am les valeurs propres de u.
. m \
Dans unc basc adaptée & I'écriture 2 = & [y, (1) la matrice de u est
j=1

A]Inl 0

0 /\mInm

avee g = dim £y, (u). On a alors
m

Xu = l] (X T '\k)m'
k=1

\u €St scindé et pour tout k € {1,...,m}, Ay est racine de x,, de multiplicité ny = dim £y, (u).

(i) = (i) Supposons (ii)

Puisque x., est scindé, ln somme des multiplicités de ses racines égale son degré.

Ainsi deg x, = Z ma(u) et donc Z dim E(u) = dim F ce qui entraine la diagonalisabilité
A€Sp(u) AeSp(u) y ; 5 o g o B

de .
(]

5.4.4 Matrice diagonalisable

Définition
Une matrice A € M, (K) est dite diagonalisable si elle est semblable A une matrice diagonale

i.c. il existe P € GL,(K) et D € D, (K) vérifiant
P~YAP = D ou, et c’cst équivalent, A = PDP~!

Théoréme
Soit A la matrice d'un endomorphisme u dans une base e de E On a équlvalence entre :

(i) A est diagonalisable ;
(ii) u est diagonalisable.

dém. :
Les matrices semblables & A correspondent 2 celles pouvant représenter 1'endomorphisme u.

O
Exemple En particulier, A est diagonalisable si I’endomorphisme canoniquement associé a Ia‘matricc A

I'est.

Théoréme
Soit A € M,,(K).On a éqmv:llcncc entre :

(i) A est diagonalisable ;
(i) & B, (4) = Mn(K) (uK");
(ii)n = Z dim Ey(A);

AESp(A) Y il

(iv) x A est scindé dans K [X] et pour tout A € Sp(A), dim E',\(A) = m,\(A)
De plus, les matrices diagonales semblables & A sont celles dont les coefﬁuenls diagonaux

sont les valeurs propres de A comptées avec multiplicité.
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dém.:

On trunsite par I'endomorphisme canoniquement associé.

O

Théortme

Si A € M, (K) admet n valeurs propres distinctes alors A est diagonalisable et, de plus, ses
sous-espaces propres sont des droites vectorielles.

Exemple Une matrice triangulaire A coefficients diagonaux distincts est assurément diagonalisable.

1 -1
| [ |
a) Diagonalisabilité si K = R.
b) Diagonalisabilité si K = C.
Xa=X?-2X+2
Dans M3(R), A'n’est pas diagonalisable car 4 n’est pas scindé.
Dans M,,(C), A est diagonalisable car admet deux valeurs propres 1 +iet 1 — .
La matrice A est alors semblable a
14+¢ 0"
( 0 1-i )

Exemple Diagonalisabilité de A = ( 18 ) € Ma(R).

01
xa(X) = (1-=X)?% SpA = {1}.
Si A est diagonalisable alors A est semblable & I, donc égale 2 I.
Ainsi A est diagonalisable si, et seulement si, a = 0.

Exemple Soit A = ) € My(K).

Exemple Diagonalisabilité de A =

SO -

10
1 1 € M;3(R).
0 2

xa = (X = 1)*(X -2),SpA = {1,2}.

011
dimE ) (A) =3 —-rg(A-D3),orrg(A-I3)=rg| 0 0 1 ) = 2 donc
' 0 0 1
dim E}(A) =1 < 2 =m,(A). |
La matrice A n'est donc pas diagonalisable.
Exemple Diagonalisabilité de
1 - 1
Amd : | € Ma(R)(avecn > 2)
L e ]

xa = (X =n)X", Sp(A) = {0,n}.
dim Ey(A) = n —rgA = n — 1 etdim E;(A) = 1 (valeur propre simple).
Puisque dim Eo(A) + dim E,,(A) = n, A est diagonalisable semblable 2 D = diag(n,0....,0).
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Bilan :
- n_valeurs propres distinctes => A dingonalisable ;
- Z dim E\(A) = n => A dingonalisable;

- \'4 non scindé = A non diagonalisable ;
-3\ € SpA, dim £ (A) < ma(A) =+ A non diagonalisable.

5.4.5 Diagonalisation ‘
54.5.1 D’un endomorphisme ;

Soit u € £(E) diagonalisable.
Pour diagonaliser I'endomorphisme u, il suffit d'exhiber une base propre en considérant, par exemple,

une base adaptée 2 la décomposition

E= & Ej(u)
AESp(u)

Exemple Soit E un R-espace vectoriel de dimension 3 muni d’une base e = (e, €2, €3).
Diagonalisation de u € L(E) dont la matrice dans e est

L 1- ki
A | 10714
RN L

Nu = X(,\' - l)(x - 2). Spu = {0, ],2}.
CardSpu = 3 = dim E donc u est diagonalisable.

Ep(u) =7
Iy
Soitx = 161 + T9ega +x3€3 E Eet X = | xo
T3

u(m)=0@AX=0¢=> T+ To+13=0&

Ty +To—23=0 {
Ty +x2+23=0

Ainsi Eg(u) = Vect(e; — e2) et de méme on obtient Ej(u) = Vect(—e; + es + €3),

Ea(u) = Vect(ez + e3).

Soite; = ey —e2,62 = —e;1 + €2 +e3clteg = ez +€3.

La famille € = (g1, €2,€3) est une base de E (famille de vecteurs propres associés a des valeurs propres
distinctes ou base adaptée & la décomposition de £ en somme directe de sous-espaces propres).

La matrice de u dans € est

0 0 0
D= 010
0 0 2
En notant P la matrice de passagede ed e,ona A = PDP™!,
Ici
1 -1 0 0 -1 1
P=|-1 1 1]|eaP'=| -1 -1 1
0 1 I | 1 1 0
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5.4.5.2 D’unc matrice

Soit A € M, (K) une matrice diagonalisable.
Notons (€1, ..., ¢,) la base canonique de K", L'endomorphisme u canoniquement associ¢ & la matrice
A est diagonalisable. On peut introduire € = (g3, ...,€n) base de vecteurs propres de .

u(ej) = Aj€;

La matrice de u dans la base € est \
D = diag(Ar, ...y An)

Par formule de changement de base

A= PDP~! avec P = Mal e

Bilan : On forme unc matrice de passage P diagonalisant A en prenant pour colonnes les vecteurs propres
de A. La matrice diagonale D obtenue a pour coefficients diagonaux les valeurs propres respectlives des
colonnes formant P,

Exemple Diagonalisation de

0 0 01
0 010
A= 0100
1 0 00
XA = (4\' - 1)2(X -+ 1)2 viaC; + C1 4+ Cyet Cs + Ca + Cj.
Sp(A) = {1,-1}. ,
1 0 1 0
0 1 0 1
Ey(A) = Vect , ,E_1(A
1(A) ec P i 1(A) = Vect 3 )
1 0 -1 0
dim Ey(A) + dim E_; (A) = 4 donc A est diagonalisable.
Pour
1 0 1 0 1.0 0 0
SEY 0 - 8 i101 0 o
ERlot o o0 | 399 0.1 0
1 0 -1 O 00 0 -1
onaA=PDP™\.
Exemple Soit8 #0 ([x].
. _ cosf) —sind
Diagonalisation de R(f) = ( sind  poad ) € Ms(K).
Xro) = X* —2cos0X +1.
A =—4sin*0<0
CasK=R
La matrice R(0) n’est pas diagonalisable car x r(g) non scindé.
CasK=C
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Ona
Spc(Ro) = {¢*,e™"}
et "
xr cosfr —sinfy ="z
x=(")eBumen ey TN T sy =0
/] sinf0x + cosfy ="y
On en déduit
Equ(R(0)) = Vect (;)
Par conjugaison

E.-w(R(0)) = Vect (_11)

Pour P = ( ; "1' ) ona R(0) = PD(0)P~" avec
cio 0 ! f !
D(o) s ( 0 e-—i9 ) '

5.4.6 Applications f oW
5.4.6.1 Calcul des puissances d’une matrice '

Si A est dingonalisable, on peut écrire A = PDP~! avec P € GL,(K) et D diagonale. On a alors
vk € N, A¥ = pDkp-! ! '

Exemple Calcul'des puissances de
1 2
A=<—1 4)eM2(R)

xA=X%-5X +6.SpA = {2,3}.
Apres résolution

2 1
Eg(A):Vect(l) ctEg(A):Vect(l)
Py 'y B 2 o a_f( 1 =1
A=PDP av«.cP-.-(l 1),D_(0 3 et P77 = -1 2 )
no__ up-1 _ 2" 0 -1 3" 0 -1 _on 2 =2 n -1
A" =PD"P —P(O O)P +P(0 0 P~*=2 i +3 _1

Remarque Si I'on étudie un couple (uy,, v,,) de suites réelles vérifiant

Upa1 = Up + 20,
Yn €N, i " "
Vg1 = =y + 40,

[ -1
p

I'étude qui précdde permet d’exprimer (i, vy,) en fonction de (ug, vo).
En efYet, en introduisant X,, = * ( U, Un ). ona Xn+1 = AX, etdonc X,, = A" X,.
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54.62 Commutant d'un endomorphisme diagonalisable

Théordme
Soit u € £(F) un endomorphisme diagonalisable et v € L(E).
On a équivalence entre :
(i) v commute avec u;
(ii) les sous-cspaces propres de u sont stables par v.

dém. :
(i) = (ii) déja vue.
(ii) <= (i) Supposons (ii).
Puisque u est diagonalisable
E= @ Ex(u)
ACSpu
Pour A € Spuetx € Ez(u) :

(vou)(z) = v(u(z)) = v(Ax) = Av(z)
ct
(nov)(z) = u(v(x)) = Av(:::)

car v(x) € Ex(u).
Ainsi, les endomorphismes u o v et v o u coincident sur tous Ics sous-espaces propres de u.

Puisque E = { ? E(u), ces endomorphismes sont égaux sur E,
pu
0

54.6.3 Résolution d’équation matricielle

Exemple Résolvons I'équation matricielle

2 _ 1 0
M_(O 4)
1 0
PosonsD=(0 4).

Si M est solution alors MD = M3 = DAL
Les solutions sont i rechercher parmi les matrices commutant avec D.

a b a 4b a b
Pour Af = d .IarclauonMD:DMdonne(c. 4d) (4c M)atdoncb:c:O.

Ainsi, la matrice M est diagonale.

Pour af = ( & ). réquation A2 = D équivauta o el
our Af = | ., ] I'équation d"-t

Ainsi, lcs solutions de I'équation sont
10 1 0 -1 0 i G Ut | B W
p=(o2) o= (0 2 )= ( 2)=m= (0 %)

Remarque L'équation de degré 2 ici résolue posstde plus de deux solutions car I'anneau M,,(K) n’est
pas intégre.
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Exemple Résolvons I'équation matricielle

g La 2% 1
(3 4)

S e o DR (3 ST (X =AY,

2 3
SpA = {1,4} et A est diagonalisable.

E\(A) = Vect (_ll) et Ey(A) = Vect (;)

Posons A =

Pour P = _11 ;).A:PDP":\vch=(é 2)

M*=A& M?*=PDP™' & P-'M?*P=D (P-'MP)? =D.
Ainsi, les solutions de I'équation étudiée sont PD, P~} PD,P~!, PD3 P! et PD,P~!.

5.5 Trigonalisabilité

E désigne un K-espace vectoriel de dimension finie n € N*,
5.5.1 Endomorphisme trigonalisable

Définition : ;
Un endomorphisme u de E est dit trigonalisable s’il existe une base de E dans laquelle la
matrice de u est triangulaire supérieure. Une telle base est dite base de trigonalisation de I'en- .
domorphisme u. '

1
i

Exemple Un endomorphisme diagonalisable est a fortiori trigonalisable.

Théoréme
Soit e = (ey,...,en) une base de I’espace E.
On a équivalence entre :
(1) la base e trigonalise un endomorphisme u ;
(i) V1 < k < n, Vect(ey,. .., ex) est stable par u

dém. : ‘
(i) = (ii) Si la matrice A = (a; ;) de u dans la base e est triangulaire supérieure alors

V1 < k < n,u(ex) € Vect(ey,---,ex)
On en déduit : ‘
V1 < k < n,u(er),...,u(ex) € Vect(e, . . ., ex) stable par u
puis (ii) par combinaison linéaire. ‘
(i1) = (i) Supposons (ii). On a en particulier
V1 < k < n,u(ex) € Vect(ey,...,ex)
et donc la matrice de u dans e est triangulaire supérieure.
a
Corollaire
[ Le premier vecteur d'une base de trigonalisation est un vecteur propre de I’endomorphisme.
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5.5.2 Matrice trigonalisable

Définition
Une matrice A € M,,(K) est dite trigonalisable si elle est semblable & une matrice triangulaire

supérieure.

Théoréme
Soit A la matrice d'un endomorphisme u dans une base e de E. On a équivalence entre :

(i) A est trigonalisable ;
(ii) u est trigonalisable.

dém. :
Les matrices semblables A A correspondent i celles pouvant représenter I'endomorphisme .

0
Exemple En particulicr, A est trigonalisable si 1I'endomorphisme canoniquement associé & la matrice A
I'est.

5.5.3 Caractérisation

Théordme
Pour u € £L(E), on a équivalence entre :
(i) u est trigonalisable ;
(ii) xu est scindé dans K [X];
On a un critére analogue pour A € M, (K).

dém. :
(i) => (ii) Supposons u trigonalisable. Il existe une basc de E dans laquelle la matrice de u est de la forme

M *
T= .,
0 An

On a alors
u(X) = xr(X) = [T (X - %)

i=1
Ainsi \y est scindé dans K [X] (et les coefficients diagonaux de T sont les valeurs propres de u comptées
avec multiplicité).
(ii) => (i) Raisonnons matricicllement. Par récurrence sur n € N*, montrons que si le polyndme caracté-
ristique de A € M, (K) est scindé alors A est semblable & une matrice triangulaire supéricure.
Cas n = 1 : C'est immédiat, unc matrice A € M;(K) étant déja triangulaire supéricure.
Supposons la propriété établicaurangn — 1 > 1.
Soit A € M,,(K) de polynbme caractéristique ) 4 scindé.
Le polynéme Y posseéde au moins une racine A est celle-ci est valeur propre de A. Soit e; € K" un
vecteur propre associé. On complete ce vecteur en une base de K" de la forme e = (e3,€2,...,€,). La
matrice de I'endomorphisme u canoniquement associé 2 la matrice A dans la base e est de la forme

(M x
a-(% &)
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5.5. TRIGONALISABILITE

On a alors
XA(X) = (X = A)xar(X)

et donc le polyndme caractéristique de A’ estscindé. Par hypothese de récurrence, il existe /' € GL,,-1 (K)
telle que la matrice P’~* A’ P’ soit triangulaire supéricure. Considérons alors la matrice

((‘) o ) € My(K)
7=(s p)

i e
P"'BP:( y P":A'P’)

P=

La matrice P est inversible avec

Par produit par blocs

est triangulaire supéricure.

Finalement, A est semblable A une matrice triangulaire supéricure.

Récurrence établic.

O

Corollaire Wil
Tout endomorphisme d'un C-espace vectoriel E de dimension finie est trigonalisable.
Toute matrice de M,,(C) est trigonalisable.

dém. :
Car de polynéme caractéristique scindé.
a
Corollaire
Si x. est scindé dans X [ X] alors tr(u) et det(u) sont la somme et le produit des valeurs propres
comptées avec multiplicité.
| Idem pour A € M,,(K)
dém. :
u est trigonalisable et peut donc étre représenté par une matrice de la forme
A] *
(0) An

Le polyndme caractéristique de  est alors

IT (X =X
k=1

Les A1y .-« y Am sont alors les valeurs propres comptées avec multiplicité.
Parallélement tr(u) = Ay + -+« + Ap et det(u) = Ay ... An.
O

Remarque Ce résultat peut aussi se voir comme une conséquence de 1'écriture

Xu(A) = A" — (A" + -« 4 (—=1)" det(u)
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Remarque Pour A € M,,(C) le résultat qui précdde s'applique automatiquement.
Pour A € M,,(R), on peut interpréter A € M, (C) et affirmer que trA et det A sont la somme et le
produit des valeurs propres complexes de A comptées avec multiplicité.

Exemple Déterminons les valeurs propres de

a) one a
A= i | #0n

A, -+ Qp

La matrice A est de rang 1 donc dim £y(A) = dimkerA=n—1.
0 est alors valeur propre de A de multiplicité au moins n — 1. Le polyndme x 4 s'écrit alors

xa = (=1)"X""1(X - })

Il est donce scindé dans K [X] et la trace de A cst alors la somme des valeurs propres de A. On en déduit

SpA = {0,a; +-+- +an}

5.5.4 Trigonalisation

Soit A € M,,(K) telle que x 4 soit scindé dans K [X]. /
Protocole :
Pour trigonaliser A, on détermine A, valeur propre de A et ) vecteur propre associé.

Le vecteur ey définit la premiére colonne d’une matrice de passage Q@ que I’on construit inversible. On a

alors
LB A *
Q lAQ:( 0 A')
avec A’ trigonalisable. En déterminant P’ inversible telle que
Az *
PtA'P = -
' (0) An
on forme alors
1 0
ik ( 0 P )
ct alors
/\1 *
PT1Q71AQP =
(0) An

de sorte que R = QP trigonalise la matrice A.

Exemple Trigonalisation de
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xa=-—(X+ 1)3. SpA = {-1}
La matrice A est trigonalisable sans &tre diagonalisable car A # —Ij.

E_1(A) = Vecte; avec e; = (1;1,0)
Considérons

1 0 1 0

Q=] 1 0 |avecQ'=| -1 1

0 1 0 0

-1 0, -1
Q'AQ = 0 -3 -4

O =~ O

0
0
1

Ona

0 8 leit]

ct I’on considere

E_(A") = Vect(2, 1)
Considérons

puis

On obtient

Exemple Trigonalisation de

xa = —(X+2)(X -1)%

1 est valeur propre double et —2 est valeur propre simple

E_2(A) = Vect(1,0,1), Ey(A) = Vect(1,-1,1)

La matrice A n’est pas diagonalisable, cependant elle est trigonalisable.

Considérons
1 1 .0 11 0
P=|0 -1 0 avec P71 = 0 -1 0
1 1 1 -1 0 1

-2 0 0
P lAP = 0 1 -1
0 0 1
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2.9.5 Nilpotence

Définition
Un endomorphisme u € L(E) est dit nilpotent s'il existe p € N vérifiant u” = 0.
Le plus petit p vérifiant cette identité est appelé indice de nilpotence de u.
Ce vocabulaire se transposc aux matrices

Exemple Si A = Mat.u alors la matrice A est nilpotente si, et sculement si, I'endomorphisme u I’est.

Exemple La matrice A = ( _1] _11 ) est nilpotente car A? = 0.

Exemple Soit A une matrice triangulaire supérieure stricte de M,,(K).

0 * 0 .0 *

A= % ,A? = A , elc
iyt o
(0) 0 (0) 0

Montrons (proprement) que A" = O,,.

Soit u I'endomorphisme de K" canoniquement associé 2 A.

Notons e = (e, ..., e,) la basc canonique de K",

Onau(e;) = 0ectpourtout 2 < i < n,onau(e;) € Vect(ey, ..., ei—1).
Par suitc ( i)
Imu = Vect(u(ey),...,u(e,)) C Vect(ey,...,en_1)

puis
Imu® C u(Vect(ey, ... ,en—1)) = Vect(u(ey), . .., u(en—1)) C Vect(ey, .-, en—2)

Par récurrence, on obtient

V1 < k < n—1,Imue* = Vect(ey,...,en—k-1)

En particulier Imu"~! C Vect(e;) puis Imu" C {0} ce qui donne u" = 0.
On peut alors conclure A" = O,,.

Théoréme

Soit u € L(F). On a équivalence entre :

(i) u est nilpotent ;

(ii) u est trigonalisable avec O pour seule valeur propre.

Ce résultat se transpose aux matrices de la fagon suivante :

A € M, (K) est nilpotente si, et seulement si, A est semblable & une matrice triangulaire
supérieure stricte

dém. :
(i) = (i) Car une matrice triangulaire supérieure figurant u a pour coefficients diagonaux les valeurs
propres de u, elle est donc triangulaire supérieure stricte et par conséquent nilpotente.
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(i) = (i) _
Raisonnons matriciellement. Par récurrence sur n € N*, montrons que si A € M,,(K) est nilpotente,
alors A est semblable & une matrice triangulaire supéricure stricte. Het
Cas n = 1: Une matrice nilpotente de taille 1 est nécessairement nulle,

Supposons la propriété établicaurangn - 1 > 1,

Soit A € M,,(K) nilpotente.

La matrice A ne peut &tre inversible et donc ker A # {0}. Soit ¢; un vecteur non nul de ker A. On
complte ce vecteur e; en une base de K" de la forme e = (eg,...,€,).

La matrice de I'endomorphisme canoniquement associé i A dans ln base ¢ est de la forme

B= ( 8 2, ) avec A’ € M,_1(K)

La matrice B est semblable & A et donc elle aussi nilpotente. On en déduit que le bloc A’ est nilpotent.
Par hypothése de récurrence, il existe P’ € GL,,_,(K) telle que P'~ lA' P’ soit triangulaire supéncure
stricte. Formons alors

1 0
P=( B ) eGL,.(K)
Par produit par blocs
-1 oll g *
iR i ( 0 P’"A’P’)

est triangulaire supérieure stricte.
Finalement, A est semblable & une matrice triangulaire supérieure stricte.

Récurrence établie.
0

Remarque Le polynéme caractéristique de u (ou de A ) est alors X,

Corollaire
Si u est un endomorphisme nilpotent d’un K-espace vectoriel E de dimension n alors
=0

Si A € M,,(K) est nilpotente alors A™ = Op,.
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