B

1

/

;ﬂ Réduction algébrique

K désigne un sous-corps de C et E un K-espace vectoriel.
6.1 Polynomes en un endomorphisme
6.1.1 Valeur d’un polynéome en un endomorphisme
Définition
N .
On appelle valeur d’un polynéme P = Za,kX ¥ € K[X] en un endomorphisme u € L(E)
\ k=0
I’application

N
P(u) ;{Z apr® € LK)
k=0

Exemple Lavaleurde P = X3 enuest P(u) = u.

Lavaleurde P = X° +2X —lenuest P(u) = u® +2u—1d.

Attention : La valeur de P(u) en = € E est notée P(u)(x) a comprendre [P(u)] (z).
Ecrire P{u(z)) n"a pas de sens.

Théoréme
i L’application ¢, : K([X] — L£(&) définic par ¢, (%) = I’(u) est un morphisme de K-
algebres. ' : ' ‘ i ‘
dém. :
L'application £, est bien définie entre deux Kealgebres,
¢u(1) = ldp. |
Scit \,pcKet P, Qe K[X].
N M
On peut écrire P = S arXretQ = Zb,u_.X""
k=0 oy 0 ¥
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6.1. POLYNOMES EN UN ENDOMORPHISME

Quitte 2 adjoindre des coefficients nuls, on peut supposer A/ = N.On a

N N N :
PuAP+MQ) =Y (Aax + Mb)u* = XY "apu* + MY " bk =2pu(P) + M.(Q)

k=0 k=0 k=0
Aussi
LA e
eu(PQ) = (PQ)(u) = kL ﬂkX‘Q> (u) =) ax(X*Q)(u)
k=0 k=0
la demnitre €galité étant justifiée par linéarité de . Or, pourk € {0,1.....N},ona
N
(X Q)W) =Y beu*+ = u* 0 Q(u)
SIS PRV it {13 Ny fi
donc PN AR -
5 N ! i
(PQ)(u) = (Z akxkq) (W) = aru® o Qu)
k=0 k=0
puis , ’
P=(PQ) = (PQ) (1) = P(n) 0 Q(1) = pu(P) 0 0.(Q)
O

Remarque Par ce morphisme, toute identité polynomiale se transpose aux endomorphismes.

Exemple Puisque
X3-2X4+1=(X-1)(X2+X-1)

ona
w-2u+Idg = (u—- Id;:;)(u2 +u—Idg)

Exemple Soit P = X" +ap_1 X" +--- 1 ag € C|X]. Ennotant Ay, ..., An € Cles racines de P
comptées avec multiplicité

P=X" | any X" 11200 ao=-7H (X" )
k=1 i
alors
P(u) = ][ (u— Aldp)
k=1
[ - : 144 @000
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CHAPITRE 6. REDUCTION ALGEBRIQUE

6.1.2 . Polyndome d’endomorphisme !

Définition
Oii dit qué v € L(I2) ést un polyndnmié én u € L{E) "l éxiste P € 1}. [X ] tél qué v = P(u)
On note K [u] I'ensemble des polynémes en w

K [u] E{P(u)/P e K[X)}

Exemple u® + 3u + Idg et (u — Adg)® sont des bolynﬁmcs en u.

Théortme ;
K [u] est une sous-algébre commutative de L(b)
De plus, si A est une sous-alggbre de L(E),

veA=>Kujc A

Ainsi, K [u] est la plus petite sous-algebre de £(E) contenant , on Iappelle al gebre engendrée
par .

dém. : . “l
{mccwnmbexmnmmmpan—1mapquu :

Soit A\, i € K etv,w € K[u]. Il existe P,Q € K[X] tels que v = P(u) etw = Q(u)

Onaalors v + pw = (AP + pQ)(u) € K[u]Jetvow = (PQ)(u) €K [u] donc K [u] est une sous-

algebre de L(E).

De plus, w o v = (QP)(u) = (PQ)(u) =vow donc K [u] est une sous-algébre commutatwe de L',(E)

Si A est une sous-algebre de £L(E) contenant u alors par récurrence

VneN,u" € A
puis métednl
Klu] = veet {u*/k e N} c A
O

Exemple Si I € K [X] alors InP(z) et ker (1) sont stables par .
En effet, les P(u) et u commutent On retrouve en particulier que les sous-espaces propres de u sont

stables par u. e

6.1.3 Polynome annulateur 4

Définition
| On appelle polyndme annulateur de u € L(E) tout polyndéme P € K [X] vérifiant P(u) =

Exemple Le polyndme nul annule tout endomorphisme.

145 @O0
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6.1. POLYNOMES EN UN ENDOMORPHISME : \ ]

Exemple Le polyndme X' — )\ annule I'endomorphisme Ald .

Exemple Le polyndme X? — X est annulateur des projections vectorielles.

Théortme
L'ensemble des polyndmes annulateurs de w € L(I) est un sous-espace vectoriel et un idéal
de K [X].

dém. :

Notons I = {P € K[X] /P(u) = 0} I'ensemble des polyndmes annulateurs de 1.
I est le noyau du morphisme d’algbres (o, c’est donc un sous-espace veclonel et un idéal de K[X].

Cor :Si P annule u et si P | Q alors @ annule u.
O

6.1.4 Polyndme annulateur et valeur propre *

Lemme (
Si A est valeur propre de u € £(E) alors, pour tout P € K [X], P()) est valeur propre
de P(u).

dém. :

Soit A une valeur propre de u. Il existe  # 0y tel que u(z) =

On a u?(z) = u(Az) = A%z,..., u"(z) = \"z.

Soit P=ap, X"+ +a1 X + qp € K[X].

Ona P(u)(z) = (apu" + -+ ayu+apld)(z) = (an/\".L +- + ale +apx) = P()\).L avec & 9& O
donc I’(\) est valeur propre de I’(u).

a
Théoréme :

| Les valeurs propres de u € L£(E) figurent parmi les racines des polyndmes annulateurs de .
dém. :

Soit P(X) un polyndme annulateur de u et A une valeur propre de u.
On a P(A) valeur propre de P(u) = 0 donc P(A) =
=

Attention : Des racines d’un poiyn()mc annulateur peuvexit ne pasbétr'e valeur propre.

Exemple Si p est une projection vectorielle alors X2 — X = X(X — 1) est annulateur de p et donc
Spp C {0,1}. ;

Exemple O est la seule valeur propre d'un endomorphisie nilpotent.

En effet,Soit u € L(E) nilpotent.

Il existe p € N* tel que u® = §.

Le polyndme X7 est annulateur de et donc Spu C {0}.

L'endomorphisme i ne peui &ire injectif (car u” ne I'est pas) ¢i donc § € Spu.

b, 1.2 \ ne.lz 146 @O
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CHAPITRE 6. REDUCTION ALGEBRIQUE

6.2 Polyndome d’une matrice
6.2.1 Valeur d’un polynéme en une matrice carrée

DéNMnition

N
On appelle valeur de P = an.\"‘ € K(X]en M € M,,(K) la matrice
k=0

N
P(M) EZ arM* ¢ My (K)
k=0

Exemple Lavaleurde P = X% =3X 4 len M € M, (K) est P(M) — M® = 3M + I,.

Exemple Soit n € L(E)ete = (e1....,e,) une base de E.
Si M = Mat.u alors VP € K [X], P(M) = Mat.P(u)

Exemple Calcul de P(Af) pour

A (0)
M= .
(0) An
On vérific par récurrcnce i
M 0)
Yk e N, Mk = 8
) XL
puis par linéariié
P(\) (0) |
VP e K[X],P(M) = i
(0) P(M)

Exemple Expression de P(M) pour
B { A1 ‘ x \
M= :
(0] S e e

On vérilie par récurrence

{ AS W ‘
vk e N, Mk =
(0) x)
i\..”h.ll 147 1. l”(,ﬂ.‘h{' 1 har 1 y @@@@
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6.2. POLYNOME D'UNE MATRICE

puis par linéarité

VP € K[X],P(M) =

Comme au dessus, on obtient

VP € K[X], P(M) = ( Pg‘) P&'B)') !

Exemple Ona b sl . ( | l
VP e K[X], P(*A) =tP(M)

En effet
Vi € N, (*A)* = *(M*)

puis on conclut par linéarité

Théoréme
L'application ¢ar : K[X] —» M, (K) délinie par ¢y (P) = P(A) est un morphisme'de
K-algebres.

6.2.2 ‘Polynéme en une matrice carrée ’

Définition
Oui dif qué 4 € Mn(ﬂ\) ést i polynome én M € .M (K) s’il exisie P € K[X] (el que
A = P(M). On note

K [M] ;r{P(AI)/Pe K{X]}

P’ensemble des polyndmes en M

!

Théoréme
K [M] est une sous-algébre commutative de M,,(K) incluse dans toute sous-algébre de
M, (K) contenant M ; on 'appelle algdbre e'tgc-xdré.. par M.

6.2.3 ‘Polyndome annulateur 1 ‘/

Définition
On appelle polynome annulateur de M € Mn(K) tout polynﬁme P e ]K[X] vénﬁant
P(M) = :

1\

Exemple Si M = Mat.u alors les polynémes annﬁlateurs de M et de u se correspondent.

TITTTAN » 148 1).5mols! {ur]l"f:"v.~.':.@®@@
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CHAPITRE 6. REDUCTION ALGEBRIQUE

Exemple Soit M = ( ‘(l' :; ) € M3(K).

On vérifie par le calcul que P = X? — (a + d)X + (ad — be) est annulateur de M,

Exemple P = (X — Ap)...(X — A,) est annulateur de

AL (0)
D= % ¢ € Mn(IK)
(0) An
En effet
P(Ay) (0)
P(D) = = On
) P(An)

Remarque Si A est diagonalisable semblable 2 D alors P est aussi annulatéur de A. Plus généralement : |

Proposition
| Si A, B € M, (K) sont semblables alors A et B ont les mémes polyndmes annulateurs.
dém. :

Par le calcul A partir de la relation de similitude B = Q' AQ ou simplement parce que les matrices A et
B représentent le méme endomorphisme.

O

Théoréme
L’ensemble des polyndmes annulateurs de M € M, (K) est un sous-espace vectoriel et un
idéal de K [X]. '

Corollaire

| Si P annule M et si P | Q alors Q dnnuie M.

6.2.4 Valeurs propres et polyndomes annulateurs /

Théoré¢me
LLes valeurs propres de M C M, (K) figurcnt parmi lcs racines des polyndmes annulateurs
de M.

Exemple Soit A € M3(R) vérifiant A% = I,,.

a) Valeurs propres réelles.

b) Valeurs propres complexes.

Le polynéme X3 — 1 est annulateur de A.

Dans R, X% — 1= (X —1)(X?+ X +1) donc SpgA C {1}.
Or A est une matrice réelle de taille impaire donc Spp A # () puis

SppA = {1}

149 OISO
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6.3. POLYNOMES ANNULATEURS EN DIMENSION FINIE

DansC, X3 — 1 = (X — 1)(X — j)(X — j?) donc Spc4 < {1,4,5°}. :
Puisque 1 est valeur propre el puisque les valeurs propres de A sonl deux & deux conjuguées

SpcA = {1} ou SpcA = {1,4,5°}
On en déduit tr(A) = 3 ou tr(A) = 0 et det A = 1 (car x4 est scindé et donc A trigonalisable)

6.3 Polynomes annulateurs en dimension finie

E désigne un K-espace vectoriel de dimension finie n € N*.
6.3.1 Théoreéme de Cayley Hamilton

Théoréme
Le polynome caractéristique X, de u € L(E) est annulateur de u.
| Cet énoncé se transpose aux matrices A € Mn(K).

Exemple Pour A € M,(K), le polyndme x4 = X? — tr(A)X + det(A) est annulateur de A.

6.3.2 Polynome minimal

Théoréme

Pour tout u € £(E), il existe un unique polyndme I, vérifiant :

1) I, est annulateur de u ;

2) IT,, est unitajre ;

3)VPeK[X],P(u)=0=T11, | P.

Ce polynSme IT,, est appelé polynSme minimal de I'endomorphisme u.

Cet énoncé se transpose aux matrices A € M,,(K) ce qui définit le polyndme minimal ITs

dém. :

Existence :

Considérons I = {P € K[X] /P(u) = 0}.

Puisque I est un idéal de K [X], il existe un polyndéme Q € K [X] tel que I = Q. K[X].
Puisque X € I, 1’idéal I est non nul et donc Q # 0.

Notons X le coefficient dominant de u et considérons IT,, = Q/A. Le polyndme II,, est unitaire et vérifie
1 =11, K[X].

Unicité : .

Supposons I, et I1, solutions. A

Puisque IT,, () = 0, IT,, | II,,. De fagon symétrique, II,, | IL,, et donc II,, et II,, sont associés.
Or ils sont tous deux unitaires donc égaux.

O

Remarque Le polyndme II, est non constant.

Exemple Polyndme minimal de u = Aldg.
X — Aannulewetdonc 1L, | X — A,
Puisque II, est unitaire non constant, on obtient

Dy=X-2A

. RTE 150 @090
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CHAPITRE 6. REDUCTION ALGEBRIQUE

Exemple PolynOme minimal de p projection autre que OetIdy.
O d p® = pdonne I, | X(X - 1).
Puisque IT,, est unitaire non constant

=X, X -1loull, = X(X - 1)

Puisque p # O et p # 1dy;, lescas IT, = X et IT, = X — 1 sont A exclure.

Il reste
]T,,=X(X‘— 1)

Exemple Polyndme minimal de A = ( _12 i ) € Ma(R).

X4 =X2=5X+6=(X —2)(X —3) est annulateur de A donc 4 | x4.
Par conséquent
Ma=X-1,X-20u(X —-2)(X -3)

LescasITy = X — 1 ou X — 2 sonl & exclure el il resie

Hy = (X «2)(X = 3)

o0 -
NO o

0
Exemple Polyndme minimal de D = ( 1 ) € M3(R).
0

Cette fois-ci
xp=(X-1)3(X-2)etllp =(X-1)(X —2)

6.3.3 Polynéme minimal et valeurs propres

Théoréme
Les valeurs propres de u € L(E) sont exactement les racines de son polyndme minimal.
Ce résultat se transpose aux matrices carrées.

dém. :
On sait déja que les valeurs propres de 1t sont racines de II,, car IT,, est annulateur,
Inversement, si A est racine de Il alors A est aussi racine de x. donc A est valeur propre de u.
a
Exemple Le polynéme H (X — A) divise I1,,.
AESpu

6.34 Application : calenl des puissances d’un endomorphisme

Soit u € L(E). On introduit son polyndme minimal II, de degré d (avec d < dim E car I1,, divise x, ).
On écrit

Oi=X2— (ad_.lX"’l +""|I'(11X + ap)

T lome. b 151 OO0
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6.3. POLYNOMES ANNULATEURS EN DIMENSION FINIE

et alors
d—
ut = apldp + ayu+ -+ a4 !

d4-1 d

Puisque u“** =nuowu

! = qou + ayu? F oo + agyul

ct en exploitant la relation au dessus, on obtient unc cxpression

wtt! = abldg + aju + -+ + ajy_yud-!

On peut répéter ce processus. .. Plus généralement :

Théordme
Si d = degIT,, alors la famille (4* o1 €st une base K [u].
Ce résultat se transpose aux matrices carrées.

dém. :

Commengons par montrer K [u] = Vecl(ld u,.
On a déjd 'inclusion Vect(Idg, 1, ..., u""1) C K [u).

Inversement, soit P € K [X].

Par division euclidienne, on peut écrire P = QII, + R avec deg R < d.

tl—l)

On a alors
P(u) = Q(u) o I, (u) + R(u) = R(u) € Vect(ldg,u,...,u*1)
Ainsi K [u] € Vect(Idg, v, ..., u?™?) puis Pégalité. !
Montrons maintenant que la famille (dp;u,-:i» u?=1) est libre.
Supposons

- uwoldg +uqu+ -+ ud_lud_l =_[-)

Pour P = ag + @y X +++++ ag_1 X%}, ona P(u) =
Ordeg P < deglIl,donc P=0puisapg=a; =... =ad-1 =0.
Ainsi, la famille (Id, u, ..., u“‘l) est libre et c’est donc une base de K [u], ;

O
Corollaire
[ dimK[u] < dim E et dimK [A] €
dém. : :
Car le polynéme minimal est diviseur du polyndme caractéristique donc de degré inférieur A n.
O : :

Exemple Calculons les puissances de A = ( _12 i ) € Mz(R).

Onsait iy = (X — 2)(X - 3). Zea i
Par division euclidienne &> CHAE )
X" =TA(X)Q(X) + aX + p (1)

En évaluant la relation (1) en 2 et en 3, on obtient

{2a+ﬂ=2"-'d; [(a=gngm
13a+ﬂ=3?fﬁclﬁ=32"ezy

En évaluant la relation (1) en A, on obtient

A" = (3" =2°)A + (32"~ 2.37) ],

: W @080
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CHAPITRE 6. REDUCTION ALGEBRIQUE

6.4 Réduction et polynomes annulateurs

E désigne un K-espace vectoriel non nul
6.4.1 Lemme de décomposition des noyaux 1 ¢

Théoré¢me
Soit P,Q € K[X]etu € L(E).
Si et (@ sont premiers entre cux alors

ker(PQ)(u) = ker P(u) ¢ ker Q(u)

dém. : ‘
Puisque P A Q = 1, il existe des polynOmes V et IV tel que VP + WQ = 1.
On aalors Id = V' (u) o P(u) + W(u) o Q(u).
Soit x € ker P(u) Nker Q(u)
Ona
x = (V(u) o P(u)) (z) + (W(u) 0 Q(u)) (x) =0

done ker P(u) et ker Q(u) sont en sonune directe.

Montrons ker P(u) & ker Q(u) C ker(PQ)(u)

Puisque (PQ)(u) = Q(u) o P(u) on a ker P(u) C ker PQ(u).

De méme ker Q(u) C ker(PQ)(u) et donc ker P(u) 3 ker Q(u) C ker(PQ)(u).
Inversement

Soit r € ker(PQ)(u).Ona
z = (W(u) o Q(u)) (z) + (V(¥) o Fu)) (z) ='a +b

avec a = (W(u) o Q(u)) (x) et b = (V(u) o P(u)) ().
Or

et de méme Q(u)(b) = 0. Ainsi a € ker P(u) et b € ker Q(u) puis

kcr(["Q)(u) C ker P(u) & ker Q(u)

et enfin I'égalité.

Pu)(@) = (P (u) o W(u) 0 QL)) (2) = (W() o (PQ)w) (£) =0

O
Corollaire
Si P....,Pn € K[X] sont deux 2 deux premiers entre eux alors : .
m i
ker (H P;..) (u) = 2 ker Pi.(u)
k=1
Ce résultat se transpose aux matrices carrées
m i
k P. | (A) = @ kerPi(A
cr(kI;Il L)( )= & ker Pi(4)
@O0
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6.4. REDUCTION ET POLYNOMES ANNULATEURS

dém, :
On risonne par récurrence en exploitunt

m+1 m
(P| s ie P,,,) A Pm-H =1 = ker (H PL-) (U) = ker (H PL) (U) 37) kerP,,.+1(u)

k=1 k=1

0

Rappel :

Sia#balors (X —a)A(X =0)=1.

Plus généralement, (X — a)™ A (X = b)? = 1'pour tout'a,, B € N

Encore plus généralement, deux polyndmes de K [X] sont premiers entre eux si, et seulement si, ils n"ont
pas de racines complexes en commun.

Exemple On appelle projecteur de E tout p € L(E) vérifiant p? = p.
Les espaces F' = ker(p — [d) et G’ = ker p sont supplémentaires et

Vee Fip(z)=zetVz € G,p(z) =0g

En effet p* — p = 0 donc E = ker (p? — p). .
OrX*—X=(X-1)Xavec(X -1)AX =1

donc E = ker(p?® — p) = ker(p — Id) @ kerp.

on reconnait que p est la projection sur #' parallélement 2 G.

Exemple On appelle symétrie de E tout s € £L(E) vérifiant s> = Idg.
Les espaces ' = ker(s — Id) et G = ker(s + Id) sont supplémentaires et

Vzer(w)=zeth€_G,s(z)=_—$

En effet, s> — Idg = 0 donc E = ker (s*> —Idg).
OrX?—-1=(X-1){(X+lDaec(X-1)A(X+1)=1 doncE ker(s —Id)e!\er(s+ld)
Posons

on reconnait que s est la syméme par rapport a I’ et parallelement a G.

. i
Exemple Soit \;, ..., Am les valeurs propres deux a deux distinctes de v € £(E).

Les polyndmes X — Ay étant deux 2 deux premiers entre eux, on retrouve que les sous-espaces propres
d’un endomorphisme sont en somme directe.

_6.4.2 ~Diagonalisabilits

Théordme

On a équivalence entre : Svmis Miise 1oa 1713 i
(i) u est diagonalisable ; ' :
(ii) = annule un polynéme scindé a racines simples ;

(iii) le polyndme minimal de w est scindé i racines simples.

De plus, le polyndme minimal de u est alors

i s Sy

A€Spu

Ce résultat se transpose aux matrices carrées.
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CHAPITRE 6. REDUCTION ALGEBRIQUE

dém. : \ , *e
Notons Aj,. .., A les valeurs propres de u. 5 H])
(i) = (ii) Supposons u diagonalisable. On a

e l:(l-)l E'\k(u)

Dans une base adaptée a cette décomposition la matrice de u est de la forme

% i () B e fqenos ,
" J avec o = dim E}, (u) e o
(0) ) ‘AmIam / ‘ Lt

Considérons le polynéme

m
P=TT(xX~-M) :
k=1 )
Dans la base précédente, la matrice de P(u) est
{ P(M)ay (0)

. \ = Oy
{0) i P()‘m)lum

u annule le polyndme P qui est scindé A racines sunplas

(ii) = (iii) Si » annule un polynéme scmdé a racines simples alors 11, le divise et est donc lui-méme
scindé A racines'simples.

(iii) = (i) Supposons IT,, scindé 2 racines simples. Puisque les racines de II,, sont exactemem lesvaleurs

propres de u, on peut écrire - RERRERERL § 24
m

=[] (x- /\:.)
k=171l wslor o9 (ol '1
Or les facteurs (X — A.) étant premiers entre eux, le lem_rne de dt‘rompoeltmn des noyaux donne by ‘z
m
E=\kerll,(z) = kc.,:‘lkcr(u MIdg) = kFEIEAk (u)

O
Définition

On dit qu’un polyndme de K [X] est scindé simple lorsqu’il est scmdé dans K [X ] A racines

| simples
E emple Dxago'xa.xsado'x de T : M,(R)'= )‘.4,;(!P)d £0 'ncp T(} )iibppiiion

aT? = Id donc X2 — 1 annule T.. i ofr
Pm:'.qx.e le polyndme X2 1 est scindé simple, I'endom orphx..... Tes dx..gomh b]e.

De plus g
SpT c {1,-1}, Eyi(T) = ker(T — Id) = S,,(R) et E-l(T) ker(I+Id) A, (R)

On en déduit trT’ = dim S, (R) —dim A, (R) = netdetT = (— 1)""“-""(") = ( 1)"("-1)/2 —
En fait, I'endomorphisme T' est la symétrie vectorielle par rapport & S,,(R) et parallélemenl AA; (IR) il

puydetod 155 @080
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6.4. REDUCTION ET POLYNOMES ANNULATEURS A

Exemple Soit A € M,,(R) telle que A% + I = 0.
Montrons que n st pair ét calculons det A ¢l irA.
Aannule X? 4 1 = (X —1)(X + 1) scindé simple donc A est diagonalisable dans M, (C)

Dié plus,
SpA C {i, —i}
Or SpA # ) et les valeurs propres de A sont conjué,uées car A € .Mn(R) donc
SpA = {4, —I.} ib ) ol v 11 "

Enfin, les multiplicités des valeurs propres conjuguées sont égales carxa € lR [X ] donc ‘

dim E;(A) = dim E_;(A).
En posant p cette valeur commune, on peut afﬁrmer que A est semblable dans M,.(C) a

(,fIJ —?1 ) o b A ey

Onen dédlﬂl n=2pdetA=1 et uA 0.

643 Reductlon d’un endomorphlsme mdult par un endomorphlsme dlagonah-
( sable ¢ .

ITY » %
il

Lemme \
[ Si F' est un sous-espace vectoriel stable par u« € LI(E) alors F est stable par tout polynéme en

uet
VP eK[X], P(u)r = P(ur), .., .

dém. : ma
Puisque F est stable par u, il I’est aussi par u?, ..., u",... et Rl Coa et g bibeal

Vn €N, (up)"'=(u")r
Par combinaison linéaire, F est encore stable par les polyndmes en u et

VP € K[X],P(u)r = P(ur)
Si u est diagonalfsable alors % annule un polyndme scindé simplé P et alors "‘P(up)‘ = (R(u)) p=20
donc up annule un polyndme scindé simple et est donc diagonalisable. ;

O
Proposition
Si F est stable par u € L(E) alors le polynome minimal de up divise le polyndme minimal

| de u.

dém. :

Le polynome minimal de u est annulateur de ..

O

Théoréme
| Siu € L(E) est diagonalisable et'si F est un sous-espace vectoriel stable par u alors 2 F est
] diagonalisable.
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dém. :
T1,, est scindé & rucines simples dont TT,,, 1est uussi.
O
Corollaire
Soit u € L(E) diagonalisable.
Les sous-espaces vectoriels stables par u sont ceux admettant une base de vecteurs propres.

dém. :

Si F est stable par u alors g est diagonalisable donc F' admet une base de vecteurs propres de uy.
Ceux-ci sont aussi vecteurs propres de .

Inversement, si (¢1,.. . ,¢,) est une base de I formée de vecteurs propres alors pour tout j € {1,... W
u(e;) € Veet(e;) C F et donc F est stable par u.

0

Exemple Soit uetv € £(E) dingonalisubles,
Montrons que si u et v commutent alors il existe une base de E formée de vecteurs propres communs 2
uetv.

Puisque u est diagonalisable, E = (B Ex(u).

Pour A € Spu, E)(u) est stable par v, 2\' v est diagonalisable donc vg, ) I'est aussi. Ainsi, il existe une
base By de E\(u) formée de vecteurs propres de v. Cette base est a fortiori formée de'vecteurs propres
de u. En accolant les bases By, on forme une base de E formée de vecteurs propres communs  u et v.
Matriciellement, on a obtenu que si A, B € M, (K) sont diagonalisables et commutent alors nl existe

P € GL,(K) vérifiant P~ AP et P~ BP diagonales.

{

644 Trigonalisabilité ;

Théortme
On a équivalence entre :
(i) u est trigonalisable ;
(ii) 1 annule un polyndme scindé dans K [X] ;
(iii) le polyndme minimal de u est scindé dans K [X].
De plus, 1'espace E est alors la somme directe de sous-espaces ‘stables par u sur chacun des-
quels u induit la somme d’une homothétie et d*un endomorphisme nilpotent.

dém. :

(i) = (i) Carsi u est trigonalisable alors u annule son polyndme caractéristique qui est scindé dans K [X ]
(ii) =- (iii) Car le polyndime minimal divise un polyndme scindé.

(iii) = (i) Supposons le polynéme minimal II,, de u scindé dans K[X]. On peul écrire

m
= H (X ¥, /\k)ok
k=1
avec Ay, .. -, Am les valeurs propres distinctes de u. Par le lemme de décomposition des noyaux
m : = o
E= GB ker (u — Aeldg)™

Etudions F' = ker(u— Axldg)T*. L'espace F est stable par u car wet (u—Axldg)** commutent. On peut
introduire nx = up—Aldrp € L(F)etonany = 0car F = ker(u—M\JIdg)™*. Ainsi up = Aldp 4y

T . A hort n ! 157 , Tar @@@@
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avec ny, nilpotent. Enfin, puisque ny, est nilpotent, il existe une base Fj. dans laquelle la matrice de ny est
triangulaire supérieure. En accolant ces bases, on oblient une base de E dans laquelle Ta matrice de u est

triangulaire supérieure.

Remarque Les espaces ker (u — Axld)™* s’appellent espaces caractéristiques de I'endomorphisme .

Corvllaire
Si A € M,.(K) est trigonalisable alors A est semblable 3 une matrice diagonale par blocs ot

chuque bloc diagonal est de fa forme
Al.+N

avec /N une matrice nilpotente.

Remarque Ce résultat s’applique automatiquement lorsque K = C et I'on retrouve que toute matnce de
M, (C) est trigonalisable.

Corollaire
Siu C L(L) est trigonalisable et si F' est un R sous-espace vectoriel st ble par © alors up est

trigonalisable.

dém. :
I1,, est scindé donc IT,,,. 1'est aussi. g e , : e

O

Exace. - : décomposition de Dunford

| Soitu € L(E) avec II,, scindé dans K [X].
|_On peut écrire u = d -+ n avec d diagonalisable, n nilpotent et don=nod.

dém. :
On introduit Ay, . .., Am les valeurs propres deux a deux distincts de u.

:13

o= | | (X = A)* et E= @ ker(u — Aeldg)™*

I

i
Posons d I'endomorphisme déterminé par
Vi < & < m,Vz € ker(u — MIdg)™, d(z) = Az

L'endomorphisme d est évidemment diagonalisable, ses sous-espaces propres sont les espaces caractéris-
tiques.
Pesons n I'endemorphisme denné parn — u —d.

Vi<k< m.,V;r € ker(u — Akldg)"":n"* (J‘) =0g
Pour N = max(ni..... nm), on obtient

V1 < k < m,Vz € ker(u — Aeldg)™ n™ (z) = 0g

A1 158 11, amalobeigul ©®®©
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L’endomorphisme n est donc nilpotent.
Enlin
V1 < k € m,Vz € ker(u = MIdg)™, (nod)(z) = Mn(z) = (d o n)(x)
et donc les endomorphismes d et n commutent.
On peut aussi montrer qu'il y a unicité des endomorphismes d et n de cette décomposition.
Supposons d et n solutions,
d commute avec n donc aussi avec u = d + n.
L'espace caractéristique F' = ker(u — Adg)" est alors stable par d.
L'endomorphisme induit par d sur F est diagonalisable.
Soit st une valeur propre de celui-ci et G C F I'espace propre associé.
G est stable par u et donc aussiparn = u—detl'ona

ug = pldg + ng

Puisque n¢ est nilpotent, on peut calculer X, dans une base trigonalisant ng et affirmer que s est alors
valeur propre de u¢ donc de uz. Or A est la seule valeur propre de uy et donc g = A. On en déduit que
A est la seule valeur propre de 1'endomorphisme diagonalisable d- et ainsi

Vz € F,d(z) = Az

L'endomorphisme d est alors déterminé de fagon unique sur les espaces caractéristiques de u.
L'endomorphisme n = u — d est alors aussi unique.

Remarque La décomposition de Dunford est utile pour caiculer les puissances de u car ia formuie du
bindme peut lui étre appliquée.

! 1 niNinino2piy, .80
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