Correction.

1. Puisque X est un vecteur propre de A = (a,,)1<0,<n associé a la valeur
propre A, on a : AX = AX. Comparer, pour tout i € {1,n}, la i-i¢me ligne
de chaque membre de cette égalité matricielle donne bien :

Az; = MP;H% (4)
=1

Pour ¢ = i5. On obtient, d'aprés I'inégalité triangulaire et le fait que
lz,| < _Hc“ voE. tout j € {1,n}:

_:_AM_Pa_ |z,| < _;_M_f_

=1

Or |z, > 0 (sinon, toutes les coordonnées du vecteur X étant inférieures o
égales 4 |X .|, on aurait : Vi € {1,n},z; = 0, ce qui est impossible puisqu'un
vecteur propre est non nul). Donc en divisant par |z,,|, on obtient :

X< lail.
=1
On a bien sir M la,, ;| € max M lai,| ¢, donc :
poer 1€{l.n} =1
[A] < max
1c{1,n}

Al € max{[a] + |5, |a| + 2(3],|3] +

On a évidemment |3| < 2|3] car |3] > 0, donc :

lal}.

A < |a| + 2|4

3) Poura =0ect g =1, la ques
de A,(0,1) vérifie :

jon 2) montre que toute valeur propre A

WmT:_.

it sutjective de [0,7] dans [-1,1], done pour
), il existe 8 € [0, 7] tel que A = 2cos(6).
soit A € R. Pour calculer x4, (A) = det(A], -
rapport & la derniére colonme ou ligne ce déter-

re

|
—
.
.
.
“ee

La.00(A) = X Xau00)(A) +

c

0
0 «« 0 A

On développe ce dernier déterminant par rapport A la derniére colonne :
il égalise —xa._;01)(A). Ceci vaut pour tout A € R, et on en déduit :

XA (0,0) = X * XAn-1(0.0)(X) = XAu_s000)(X).
On en déduit U, (X) = 2XU,—1(X) = U,—2(X).
5) Montrons par récurrence forte sur n € N\ {0} que :

sinf(n+1)0)

¥o €]0,z[, U.(cos(8)) = sn(0) (5)
Pour n = 1, 0n a: A,(0,1) = (0), donc x4, = X, et : Uy = 2X. On en
déduit ¢
VO €07, Uy(cos(8)) = 2cos(0).
O
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sin(2§)
sin(6)

2sin(6) cos(0)
sin(0)
D'oir 1a propesition au rang n = 1. A présent, soit n € N\ {0}, et sup-

posons que (3) est vérifiée pour tout rang k € {0, ...n — 1}. Alors, d’aprés la
question précédente, pour tout 8 €]0,=[ on a :

v0 €)0, 7|, = 2cos(0).

'a(cos(0)) = 2c0s(6)U, -1 (cos(0)) — U,-3(cos(0)),
et en utilisant I'hypothése de récurrence, on a :
VO €j0,x], Unlcos(B)) = anOLS;:::S sin((n - 1)8)
sin(6) sin(f)
2cos(6) sin(nf) — sinl(n — 1)6)

& sin(6) ’
Or, d’aprés nos formules de trigonométrie, nous avons pour tout 6 €)0, b

sin{(n = 1)8) + sin((n + 1)8) = 2sin(n0) cos(0),

donc :
sin((n+1)8)
sin(6)

D'on la propasition au rang n. Avant I'initialisation g4 I'h
rence forte sur n nous avons démontré :

v0 €]0, =],

Un(cos(0)) =

I-

vne N\ {0}, Vv0¢€]0,z], Un.(cos(f)) =

6. Les valeurs propres de .(0, :k t ex

Voyons a quelle condition sur 6 cette quantppt s’annule. Soit 8 € R. Alors :

w(eos(8) =0 sin((n+1)0)=035€Z, (n+1)0=j7.

Un(cos(0)) = 0 e sin((n+1)0) =0 3 €Z, (n+l)f = s+ 3 €Z 0=

On en déduit que x4, admet pour racines tous les réels de I'ensemble :

(1,eeem}}.

ent n éléments : en effet, pour tout
et _o cosinus est min.n.:a:. décrois-

Notons que cet ense
j € {l,...,n}, ons

racines de x4, ; or v, est de degré n, en tant que

T. = 2cos Azm.uv“ je :...._iv.

Puisque A4,(0,1) admet n valeurs propres distinctes, elles les sous-espaces
propres associés sont de dimension 1.
7)

€ M,1(R)\ {OM,.,(R)}

est un vecteur propre de A,(0, 1) associé i la valeur propre 2 cos(6;) si et
sculement si :

=2cos(0,)z; + 12 =0,
Vie{2..omn=1)" ‘Zhei— 2cos(0,)zx + xpsy =0,
Zn-1 — 2c05(0;)z, = 0.

8) Soit (ux)xew une suite vérifiant la relation indiquée. L'équation caractéris-
tique de sa relation de récurrence linéaire est :

—

=+_
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r - 2cos(0))r+1 =0,
qui est de discriminant :
1cos’(0,) — 4 = —4sin*(0,) < 0

car 0; = 5 €]0,7[. On en déduit que les racines de équation sont com-
plexces, égales a :

cos(8,) +isin(0;) = ', et cos(f,) —isin(f,) = ™%,
alors il existe (a, 8) € R? tel que :
Yk e N, wu = acos(kf,)+ dsm(k6,).
L’lypothése ug = 0 implique a = 0, tandis que u,;; = 0 équivaut a :
dsin((n+1)0,) = 0.

Or, sin((n + 1)8,) = 0 donc u,4; = 0 si et seulement si 0 = 0, ce qui est
toujours veérifié.

Donc X est un vecteur propre de A,(0, 1) associé a la valeur prppre,
et sculement si ses coordonnées sont les premiers termes d’une
de E vérifiant ug = un4; = 0. On en déduit que l'es
associé a la valeur propre 2 cos(f,) est :

Vecta ({sin(k0,)}rcqr, m)) -

telle que up = u,.y = 0. D'aprés la ques
tel que :

d“ﬂﬂ-

vk €N,

On en déduit que Vensemble des™gu
Upsl = 0 est :

uy =

ex € F telles que uy =

9) Soit (a,3) € R%. Si B = 0, alos A,(a, ) = al,. Son unique valeur
propre est a, et l'espace propre associé est M, (R). Suppasons done 3 # 0
a présent. On a:

: Q..—.;:. 1).

1)
alculs, que x = | i | € M., (R)\ {0}

On en déduit, apres
In
est un vecteur propre g A ) associé & A € R si et seulement si :

ARy

ient si X est un vecteur propre de .1,,(0,1) associé A ..ul Or

1ontré dans la question que I'ensemble des valeurs propres de

s.4€ {1,s55;m}

Donc A est une valeur propre de A,(a,3) si et sculement s'il existe ;) €
{1,...,n} tel que :
A—a 7

A oo n+1/"

L'ensemble des valeurs propres de A, (a, 8) est done :

Jjm
n-1

a + 23 cos ; Je{luuen) ¥

La réflexion ci-dessus, montre alors que pour tout 3 € {1,...,n}, le sous-
espace propre de Ap(a, 3) associé a la valeur propre a + 23 cos (2% est :

nel

{(3sin(k6,))ier | B € R} = Vectz ({sin(k6,) bxen) -

Vecty :vm:t..&:-n:.. ..Lv s
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N

re—=2cos(0,)r+1 =0,

qui est de discriminant :
1cos’(6,) = 4 = —=dsin’(0,) < 0

car 0; = 2= €]0,7[. On en déduit que les racines de I'équation sont com-
plexes, égales & :

-0,
)

cos(6,) +1sin(0,) = ', et cos(f;) —isin(f,) = e

alors il existe (a, 8) € R? tel que :
Vk € N, ux = acos(kf,) + Bsin(k6;).
L’hypothése up = 0 implique a = 0, tandis que u,4; = 0 équivaut a :
Bsin((n + 1)0,) = 0.

Or, sin((n + 1)8;) = 0 donc u, 41 = 0 si et sculement si 0 = 0, ce qui est
toujours veérifié.

Done X est un vecteur propre de A, (0, 1) associé a la valeur pripre,
et seulement si ses coordonnées sont les premiers termes d’une/duite (
de E vérifiant ug = uny) = 0. On en déduit que V'es
associé A la valeur propre 2cos(6,) est :

/.Onﬁw Aﬁvmzt..guVv>m:..,..:vv .

tel que :
VEEN, u=

On en déduit que 'ensemble des™guites
Upey =0 0st :

en € E telles que uy =

9) Soit (a,d) € R% Si B = 0, alors A,(0,3) = al,. Son unique valeur
propre est a, et l'espace propre associé est M, 1(R). Suppasons done 3 # 0
A présent. On a :

JA:.»: = QL:AO. :

calculs, quex = | : | € M(R)\ {01}
Iy
73) associé & A € R si et sculement si :

On en déduit, aprés

est un vecteur propre dagAy(«

o.:xu.»llul.x.

Aa
( o)

ent si X est un vecteur propre de .4,(0,1) associé & 252, Or
ontré dans la question que I'ensemble des valeurs propres de

Jw
n+1

2cos ; 1€{1,...,n}
Donc A est une valeur propre de A,(a,,J) si et seulement s'il existe ) €
{1,...,n} tel que :

A-a Jx

= 2cos
3 n+1

L'ensemble des valeurs propres de A, (a, J) est done :

=
n-+1

a + 2.9 cos ; 7€ 1{1,5.im)

La réflexion ci-dessus, montre alors que pour tout j € {1,...,n}, le sous-
espace propre de A, (a, 3) associé & la valeur propre a + 2.9 cos (£5) ost :

nel

Vecty :L::&:—r:. ..LV s

{(Fsin(k8,))ien | 7 € R} = Vectg ({sin(h6,) bicn) -
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