Préparatoire MP2

Réduction des matrices

" Prof : Nedra Moalla

et des endomorphismes

(N

Dans tout ce chapitre, E designe un IK-e.v. avec IK =R ou I =E

Sous espace stable .
WVU@&E&OS
Soit u € L(FE) et F un s.e.v de E.
on dit que F est stable par usiu(F) C F <= Vz € F, u(x) € F.

et L(E) est 'ensemble des e

" U

#\Waovoﬁﬁon
Soit u € L(E) F et G deux sev de E. Alors
i) F' + G est stable par u.
ii) F NG est stable par u.

J"memgﬁﬂo . | | AT/ 7 .. ik |

o: RX] —  R[X]
P ~ oP)=XP"

+ ¢ est un endomorphisme de R[X].
‘Vn € N*, le sous espace vectoriel R,[X] est mﬂmzm par ¢ &

P(R,[X]) € RuX] R

Soit :

% Proposition
Soit u € L(E) et F un s.e.v de E engendré par une mmBEm
(e1. ez, ...,ep) (F = vect(es, €2, ...; €p).
F est stable par u <= u(e;) € F, V1< i< p.

#YHN@BE@

P = oP)=X*+1)P'+XP"
On vérifie que V 0 < k < n, X¥ est stable par ¢, alors R Cm_ est
_ stable par .

“%\H:.o_uo%?on

Soient u et v deux endomorphismes de E tels que uov =vou (u
v et v commutent). Alors

i) Keru et Imu sont stables par v.
ii) VA € IK, Ker(u— )) et Im(u — X) sont vﬁmzmm par v.

b v

Endomorphisme induit .

%\Ummgﬁoﬂ

Soit u € £(E) et F un's.e.v de E. | \ 91 \ ol
Si F est un s.e.v stable par u, alors u, la restriction de u & F, est

un endomorphisme de F' appelé endomorphisme de F' induit par
ucad:

up: F — F
z = up(z) =u(z)
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»m\muno_uo&nmoc

Ker(ur) = {z € F tel que up(z) = 0}
" ={z € F tel que u(z) =0} °

Ker(up) = FnN réﬂ

On en déduit :

e Si u est injective, alors up est injective.( La réciproque est
fausse).

e Si dimF < oo et u bijective, alors ur est bijective et up(F)=F

. [Imur =Imu, N F|

‘%\ Interprétation matricielle

Soient E un K — e.v. de dimension finie n > 2. 4 € L(E) et F un Y
s.e.v stable par u avec dimF =p < n. .

On pose Br = (ey, €2, ..., €p) une base de F et

B = (e1,€3,...,€p, €pt1, ...€,) une base de E.

Puisque F' est stable par u, alors u(Br) C F <= Vk €
{1..p}.u,, € emnxmr - muv | N
Alors : B

u(er) ... u(ep) u(epy1) ... u(en) {
0 D

avec A = M(ur, Br) € Mp(K), C € M, :anQ et D € M,_,(R)

able par u, alors il existe une
gulaire supérieur par blocs.

Conclusion : Si F' est un s'e.
base B de E telle M (u, B) soit tri

g \
-

On ,o,u déduit que det(u) = detA.detC

Géneéralisation : Soient u € L(E) et F}, F3, ..., F}, des s.e.v stables

..., By) est une base de E
vect{ By}, d'olt

Soit B une base de F,

Puisque Fj est stabl

WBy - B \

avee AR M (ur,, By) € M, (K).
P
On enydéduit, detM(u, B) = m%x&;.

i=1
yEléments propres d’'un endomorphisme

m\/\m_mﬁ. propre et vecteur propre

Soient u € L(E) et A € IK.

e On dit que X est valeur propre (v.p) de u s'il existe z €
E\ {0} tel que u(z) = Az

On note Sprx(u) I'ensemble des v.p de u dans ~ K.

o Le vecteur z # Og vérifiant u(x) Az est appelé vecteur

propre de u associé & la valeur propre .

.%\mosm espace propre
Soit uw € L(E) et A une valeur propre de u
Ej(u) = ker(u — AIdg) : est appelé le sous espace propre de u
associé a la valeur propre . _
On note que Ej(u) = {0} U { les vecteurs propres de u}.

par u tels que dimFj = ny et
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i) Si T et y sont deux vecteurs propres de u associé a une valeur
propre A, alors T +y est un vecteur propre de u associé & la valeur

propre .

N

ii) Si z est un vecteur propre de u associ¢ & une valeur propre
)\, alors az est un vecteur propre de u associé & la méme valeur
propre A, Va € IK*.

.%\Tmovom..:umob
Soit u € L(E) et A € IK

&= (u— A Idg) n’est pas injective
SidimE < o©

<= (u —A Idg) n’est pas bijective.
<= det(u — A\Idg) = 0. o

W\Wnovum@amm

) est une v.p de u <= ker(u — Aldg) # {Og}. _. “%\

ii) Pour tout 1 <7 < p,on considére r; un vecteur propore assocle
a \;, alors la famille de vecteurs (x1, T2, -+, Tp) est libre.

iii) Si dim(E) < 0o, alors Sp t finie et card(S,(v)) < dim(E).

Eléments ﬁﬂéﬂﬁmninm carrée

A IC) \ {0} tel que AX = AX
NWament X £ 0 verifiant AX = AX est appelé vecteur propre

de A associé a la v.p A.
/{s note Sprx(A) = {I'ensemble des v.p de A dans IK}
e Soit A\ une v.p de A, on définit ,
Ex(A) = {X € My 1(IK)/AX = AX} = Ker(A — Al) : le sous

-

i) A est une valeurs propre de u <= E\(u) # Aomwﬂ@
1

iii) Soient u et v deux endomorphismes de Eftels q

est stable par v.

#\Huncﬁo&nmon
Soient u € L(E) et A, Az, ..., ANdes valeurs propres de u deux &
deux distincts, alors
i) Les sous espaces propres Ey,(u), Ex,(u),..., Ex,(u) sont en

somme directe c.ad.
m.f ACV + m»uﬁﬁv + ...+ m»vﬁ.:v = Nw.v.ﬁ.:v - MW»NACV D...D myu.ﬁ‘:v.

w
3,

et A une valeurs propre de u, alors le soug Sgpace propre Ej(u) M_m\w.mg arques

espace propore de A associé & la valeur propre A

)X vpde A <= det(A— X)) =0
2) Deux matrices semblables ont les mémes valeurs propres.
3) Soient u € L(E) dimE < oo et B une base de E,alors

X est une v.p deu <= det(u — A\Idg) =0
&= det(M(u,B) — Aln) =0
<= X est une v.p de M(u, B).

[Spx(u) = Spx(M(w, BY)|

Ainsi

Scanned with CamScanner


https://v3.camscanner.com/user/download

#uno_vﬁoam caractéristique d’une matrice
Soit A € My (K) .

On définit le polynéme : x4(X) = det(XI,—A) appelé _uo_uﬁoao
caractéristique de la matrice A.

On note que :

A est une v.p. de A

A est une racine du polynéme caractéristique deA
Ainsi

Spx(A)

= {racines du polynéme caractéristique}

t

W\Oobmmazmbomm | g
1) Soit A € M, (K), alors card(Spx(A) < n.

2) Deux matrices semblables ont le méme pélynome nmamoaozv.
tique. i {

3) i) Si IK = C, alors Spc(A) # 0.
ii) Si IK = R et n est impaire, alors Spr(A) # 0.
ili) Si IK =R et n est paire, on peut avoir Spr(4) =
4) Soit A = (a;;) € M,(K)
Si A est triangulaire (suprieur ou inferieur) ou diagonale, alors
xa(X) = J](X - a)

i=1

D’olt Sp(A) = {a;;, 1 < i < n}= les termes de la diagonale de A.

N

%Vwaoco&ﬁon
i) Soit M = A% m v € M,(K) tel que A € M,(IK), C
>.~u.=an~Q et De >\=ruﬁ~>\v :
Alors xar(X) = xa(X) xp(X) m

<= det(A\], -

% h .

\roo
0 A O

0
0

o OO

i) Si A=
0

N

0

P
Alors xa(X) = [ ] xa.(X)
i=1

14

I

#\TOJ&@BQ caractéristique d’un endomorphisme

Soit E un R-e.v de dimE =n > 2 et u € L(E).
Le polyndme caractéristique de u est Xu(X) = det(Xidg —u).

Soit B une base de E et A = Mat(u, B), alors xu(X) = xa(X).

km\muuovoaﬁos h
i) Soit £ un R-e.v de dimE =n > 2 et u € L(E) Alors :

X:Cﬂv =X

Z

"~ () X"+ ape2 X2+ L+ X + (—1)detu.

,v ii) Soit A € M,(K), alors

Xa(X) = X" = tr(A) X" + ane2 X2 + o+ ar X + (—1)"detA

Exemple :
Pour A € M,(IK), alors

xa(X) = X? — tr(A) X + detA.

Conséquences :
1) i) Soit u € L(E) avec dimE = n, alors deg(x,) =n

ii) Si E est un C espace vectoriel, alors Spc(u) # 0.
iii) Si E est un R espace vectoriel tel que dimE est impaire, alors

Spz(A) # 0.
2)) Si A € M,(IK)

. alors :deg(x4) = n.

Nﬁ..

' e T
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3) Soit u € L(E) (resp. A € M,(IK)) alors x,(0) = (—1)"detu (resp.
x4(0) = (=1)"detA).

JaVHuno_uOm:mob

Soit £ un IK — e.v tel que dimE =n > 1
Soit F' un s.ev. de E stable par u et ur ’endomorphisme de m,
induit par u. Alors . e |
Xur : le polynéme caractéristique de up divisey. !

On en déduit _m.sw?l C Sprx(u) ~

% Ordre de multiplicité d’une v.p
Soit u € L(FE) (resp. A € M,(IK)).

polynome caractéristique de u (resp. de A ) de multiplicité m (c.a.d
Xu(X) = (X = ))™Q(X) avec Q()) # 0. On notera mul(}) =

e On dit que A € Spyx(u)(resp.\ € Sprx(4)); est une v.p m_BEm
de u (resp. de A) si mul(A) = 1.

6& qlv

% Proposition
Soient E un I{-e.v de dimn > 1 et u € L(E).
Soit A une v.p de u et Ex(u) = Ker(u — AIdg) le sous espace
propre associé, alors

1 < dimEj) < my = mul()\)

= Zr
{ 4 /) !

Si A est une v.p simple de u, alors dgEx(u) = 1.

Conséquence :

Diagonalisation des endomorphismes et des matrices
Dans la suite E est un I K-e.v. de dimension finie.

e On dit que A € Sprx(u) (resp.A € Sprk(A)), est une v.p de u o
(resp. de A) d’ordre de multiplicité m € N* si cest une racine du

%\Hb&OBOnﬁEmEm diagonalisable

Soit u € L(E)

On dit que u est diagonalisable ¢'il existe une base B de F telle
que M (u, B) soit diagonale.

—
Il existe B = (vy, V2, ..., V) une base de E telle que M (uyB) =

diag(Aq, ... yAn). (v = MU Vke ﬁ. ..;u. i
= | . , “
= (v1,...,Un) €8t une base de £ mozsmm de vecteurs propres ﬂm
W
#\vazomﬁob ‘ -

Soit u € L(E) tel que Sp(u) = {\}. Alors

u est diagonalisable <= u = Aidg.

AN

¥ m\gm&loo_ diagonalisable

Soit A € M,(IK).

On dit que A est m.mmobm:mpzm s’il existe une matrice inversible
P € GL,(IK) et une matrice diagonale D telle que A = PDP-L,

Dans ce cas la matrice D est formée par les valeurs propres comp-
tées avec leurs ordres de multiplicitées.

“%\mvnovoﬂﬁob
Soient u € L(E) et B une base de E.
u est diagonalisable si et seulement si mat(u, B) est diagonalisable.

“%\Hrmou.mam
Soit u € L(E) ?mvv A € M, (IK))

Si u (resp. A) admet n valeurs propres 2 a 2 distincts T“v
Xu (Tesp. xa) est scindé et & racine simple), alors u (resp. A) est
diagonalisable.

Remarques :

>

1) La réciproque du théoréme précédent est fausse en général c’est &
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dire on peut avoir un endomorphisme diagonalisable mais le voaﬁoam
caractéristique n’est pas nécessairement & racines mEqum

B

#unnowoﬂn_on ‘ ,

Soient u € L(E) ?wvv A € M,(IK)) , v,:ym, .:.ku&mm v.p de
u (resp. de A) 2 & 2 distincts. Les assertions suivantes sont
équivalentes : : ,

i) u est diagonalisable i) A est &pmobm:,mmzm

b ¢

= =

P P
i) E=@D B, (u) il) Ma1(IK) = €D Ex,(4)

i=1 : coi=t .

ﬂ H ) e |

iii) dimE = Muu&ﬂ:ﬁmf?.vv

=1

resp. x4 ) est scindé dans
), dimEy=mul(}).

u est diagonalisable (resp.
NNA—N_ et VA € Spri(u) ﬁ I

Matrice et endomorphisme Trigonalisables ;-
Dans cette section E un IK e. v de dimension n > 1.

o%\U éfinition

a) Soit u € L(E)

On dit que u est Trigonalisable s’i
(v1, V2, ..., Un) telle que M(u,
b) Soit A € M,

On dit que A est Tr1
triangulaire, c. &. d. 1
matrice triangglal e

il existe une base de E, B =
txjangulaire.

istoPune matrice P € GLn(K) et une
ue : : N

A est trigonalisable A\w PTP- 1), alors la diagonale de ,H
t formée par les <&m5v propres de \» ooawamm avec leurs ordre
5&3@:93 |

2) Si wu (resp. A ) est diagonalisable, Eowm u Qmmv A') est trigo-

nalisable.

La réciproque est fausse.

%\Huwovoﬂﬁoﬁ

Soit u € L(E),
u est Trigonalisable <= M (u, B). est Trigonalisable .

%\HW@O&@E@

Soit E un IK ev de dimension n > 2 et u € L(E) (resp.
Ae M,(IK).)

u ?mmv.. \5 est trigonalisable si et seulement si son polyndme
caractéristique x, (xa) est scindé sur IK.
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W\Oonmmeﬁbom 1§

1) Puisque tout polynéme dans C[X] est scindg, alors toute ma-
trice de A € M,(C) est trigonalisable.

2) Si E est un C-espace vectoriel, alors tout mb&oSoGﬁﬁBa
u € L(E) est trigonalisable.

.%\Hunovoﬂzoz
Soient u € L(E) (resp. A € M,(K))
On suppose que xy (resp x4) est scindé dans [ K.

On note Ay, Az, ...2, les v.p de u (resp. A) 2a 2 Emesonm et o:
pose mul();) = m;. >~oﬂ..

M miA; = tr(u) (resp tr(A))

i=1

P
HHA\/ )™ =det(u) (resp det xc

i=1

Polynéme %mbaoaogr_mgm- Polyn6éme de
matrice

% Définition
Soit u € L(E) (resp. A € M,(K)), on no

A’ = I)etVk € N*uf = uou..ou Ak =
AxA.. xA kfois).

Soit P € K[X], P(X) = M..Ua b nX?

On définit I’ a:goanEm”_n.m :

P(u) = a,Idg + aju + a2u\¢ ... = MU axu® : polynéme de

k=0
I'endomorphisme u.

P
(resp. La matrice P(A) = a,[,+ajA+a, A% +...+ A, AP = M aru®
k=0

polynome de la matrice A.)

Exemple : 1) Soit P(X) = 1+ X + 2X? et u € L(E), alors]

P(u) = Idg +u + 2u?.

2) Soient D = diag(Ay, .. An) € (resp.A € M,(K)) et P € K[X],
alors

P(D) = diag(P(\), -, P(\))

063 A = diag(Ay, ..., An), alors

3) Soit A une matrice diggonal
P(A) = diag(P(A1), ...,

4) On considére

€ . K[X] et une matrice

triangulaire T , alors alors P(T) =

N

/wymuommse N@mzﬁ_w\_mo:mhﬁmv..ﬁoam

P+ Q)(u) = AP(u) + Q(u).. .

ii) Soit P,@ € K[X] u € L(E), alors

i (PQ)(w) = P(x) 0 Q)
A ‘

L’application

d’algebres.

Remarques :
(i) Soit u € L(E) et P € IK[X] alors

P(u)ou=wuo P(u)

pu K[X] —  L(E)

P - o = P(t) est un morphisme

Il s’en suit que, Ker(P(u) et ImP(u) sont stables par .
(ii) Soit P,Q € K[X] u € L(E), alors

P(u) 0 Q(u) = Q(u) o P(u)

11 'en suit que, Ker(P(u) et ImP(u) sont stables par Q(u).
¥
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»V Proposition
Soient u € L(E) (resp. A € M,(K)) et P e K[X].

Si A est une v.p de u (resp. A) associée 3 un vecteur propre z, alors

P() est une v.p de P(u) (resp. P(A)) associée au méme vecteur
.propre z.

W\ Polynéme annulateur
1) Soient u € L(E) et P € K[X].
On dit que P est un polynéme annulateur -de usi: P(u) =0.
1) Soient A € M,(K)) et P K[X].
On dit que P est un polynéme annulateur de A'sj: P(A) =0,
Remarques : _ : |
1) Soient u € L(E) et B une base de E.

P € K[X] est un polynéme annulateur de u si et seulement si P est ua |
polynéme annulateur de mat(u, B) . . .

1O 35N

2) Si A et B deux matrices semblables, alors P est un polynéme
annulateur de A <= P est annulateur de B. % |

ya

Exemples :
1) Soit p un projecteur de E <=> pop=p <= p>—p=
D'oit Q(X) = X? — X est polynéme annulateur

2) Soit S une symétrie de E <= So S = idg =0
D'oit Q(X) = X? — 1 est un poly annulateur.dg
3) Soit h une homothétie de rapgprt A € R/<="N = Mdp <=
h—Md=0<+= Q(X) =X — X est iq_poligdme gnnulateur de k. -

e SN

#\uuwomuo&ﬁomu
Soient u € L(E) (resp. A € M,(K)) et P € K[X].
Si P est un polynéme annulateur de u (resp. de A), alors

Sp(u) C {racines de P} (resp. Sp(A) C {racines de P}

Q%\Huwovo&ﬁob

Soit u € L(E)

i) Si X est une valeur propre de u, alors A¥ est une valeur propre
deuf, VkeN

it) Soit P € R[X] .

Si ) est une v.p de u, alors P()) est une v.p de P(u) et si T est
un vecteur propre de u associé a A, alors z est un vecteur propre
de P(u) associé a P()) {

=4 m\/ﬁﬁv C ME\&QAQVV.
Lo
RQiproqul de la Yproposition précédente n'est pas toujours vraie :
dire uneygacine du polyndéme annulateur de u n'est pas neces-

Remarque :

Idg. A est une v.p de u & Jz # Otel que u(z) = \z <
72 =0d'ou A =1=>1 est la seule v.p de u = Idg

Soit P(X) = X2 - X

N ) ;

P(u) =vw?—u=Idi—Idg =0=> Pestun poly annulateur de u = Idg
et les racines de P sont 0 et 1. ey

Expl : Projecteur

Soit P un projecteur de E tel que P # 0g et P =4 N&mvmp,omm
Sp(P) = {0,1}.

En effet

P projecteur & P2 =P & P2 - p =)
Soit Q(z) = X2 — X, alors Q(P) =0

Si A est une v. p de P, alors X est une racine de Q = Sp(P) c {0,1}
* Mq 0 est une v.p de P.

On a p # Idg alors Imp = Ker(p—Ig)# E

0=

d'ott Kerp # {0g} & 3z # O tel que P(z) =0 => 0 est une v.p de P
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*Mq 1 est une v.p de P.
OnaP#0& ImP # 0p & Ker(p - Idg) # 05

& #0ptq(p—Idg)(y) =0 Py) =y
d’olt 1 est une v.p de E. Ainsi, Sp(p) = {0, 1} m

Exp 2 : Symétrie

momﬂmgm@Bmﬁmmmmﬁm:oncm.wmmammﬁm_wmlEm,.m.E_m.v.u
ﬁlu_.. Hw. ,.

Exp 3 : Endomorphisme nilpotent :

Soitue LetneN*

On dit que u est un endomorphisme nilpotent d'indice n si u™ = 0 et
w1 £,

Si u est un endomorphisme nilpotent, alors Sp(u) = {0}

En effet _ »
Ona:u"=0etu*!+#0avec Q(z) = X"

< @Q est un polynéme annulateur de u
= Sprx(u) C {racinesde Q} = {0}
= Sprx(u) C {0}

® Mq 0 est une v.p de u

Onau1#0 & 3z #0g/u”(z)#0

Or u(u"(z)) =u™(z) =0

= Jy = u""1(z) # 0 tel que u(y)

= 0 est une v.p de u d’ou

i TR ST e ] e I R
‘%, Théoréme de Cayley | lton
Soit « € L(E) , alors le polynéfne caractéristique de u

§

!

{ ” ” %
" | polynome annulateur de u (resp. de A).
i  xu(w) =D (respxa(4) = On.

.

> -

P

unique polynéme unitaire 7, tel que ker(p) =
], tel que P(u) =0} = m, JK[X].

) “%\Oou.o:mmno_

Soit u € L(E)

e 5i Q est un polyndme annulateur de u, alors le polynome mini-
mal 7, divise Q. :
¢ Le polyndme minimal 7, divise le polynome caractéristique .
e Le polyndme minimal est 'unique polyn6me unitaire annulateur
de u et divise tout polyndéme annulateur de w.

e Le polyndme minimal de u est le polynéme unitaire de %m&
minimal qui annule u.

% Proposition “,. SO
Soit u € L(E)

1) Les racines du polynéme minimal 7, sont les v.p. de u.
2) Le polynéme IMyesp@y (X — X) divise 7.

Scanned with CamScanner


https://v3.camscanner.com/user/download

%\.H_E.woﬂmam
Soient u € L(E) (resp. A € M,(K))
On suppose que X, (resp Xa) est scindé dans IK.

On note Ay, Ay, ...\ les v.p de u (resp. A) deux a deux distincts.
Alors le polynéme caractéristique de u s’écrit sous la forme :

P
Xu(X) = JT(X = 2y
k=1
Le polyndme minimale 7, de u s’écrit sous la forme

P
mu(X) = [[(X = M) avec <o V1<k<p |
k=1

Remarque :

La réciproque du résultat précédent n’est pas vraie en général : c'est &

dire on peut avoir ur diagonalisable sans que u le soit.

.%\ Lemme de décomposition des noyaux

i) Soient P et Q deux polyndmes premiers entre eux et u € L(E)
(resp. A €€ M,(K)), alors

Ker(PQ(u)) = Ker(P(u)) © Ker(Q(u)).
(resp.Ker(PQ(A)) = Ker(P(A)) ® Ker(Q(A)).

ii) Soient Py, ..., P, n-polynémespremiers entre eux deux a deux
et u € L(E), alors

Ker( H.Tu?: = mw?iw ?

i=1 i=1

(resp. wiﬂ P4)) = mw Ker(P;(A))

i=1

N

N

J

Tn

ﬁvﬂrmo&sm

Soit # € L(E). On a I'équivalence suivante

i) u est diagonalisable

ﬂ . -
i) Il existe P € K[X] un polyndme annulateur de u scindées et a
racines simples. !
<~ : : M,
iii) Le polynome minimal de u est scindé et & racines simples. Umnm.‘,
ce cas :

Thieswa(X =2 i g i

QY

A °%\meEm

Soient u € L(E).
1) Soit P € IK[X] et F un sous espace stable par u, alors F' un
sous espace stable par P(u) et on a :

(P(u))r = P(ur)-

2) F un sous espace stable par u.
Si P est un polyndome annulateur de u, alors P est un polynéme
annulateur de ’endomorphisme induit upg.

%\Hﬁmou.mam

Soient u € L(E) et F un sous espace stable par u. alors
i) Le polyndme caractéristique Xy, divise Xu.
ii) Le polyn6me minimal ITup divise II,.

iii) Si u est diagonalisable, alors ur est diagonalisable. iv) Si u mmn

S.mocmrmmzm. m_cam uF est ﬁ:mo:mrmmZm

[ . —p——

Ao
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Soit u € L(E). On suppose que le polynéme caractéristique de u
est scindé (u est trigonalisable) et s’écrit sous la forme

Xu(X) = T (X = M)
k=1

. Alors
P

a) E = @ Fy, avec Fy, = ker(u — M\ Idg)®*.
k=1

b ) V1 <k < p, le sous espace F), est stable par u. On pose u

I'endomorphisme induit par u & Fi.

On pose Ny = ug — M\ Idg, alors

i) Nk est un endomorphisme nilpotent sur E

ii) uy est la somme d’un endomorphisme nilpotent et d'une hom

théthie u = N, + Aeldg.

‘%\Umgmbmmob de IK{u

On suppose de dimension de ¥ est finie et on pose

IK[u]) = {P(u); P FK[X]} C L(E).

On suppose que le polynéme minimal de u, IL,, est de degré d,
alors dim(IK[u]) = d.

R —

Soit A € My(IC), M1, .; Ap les vp de A 2a2 # et m; = ::.R\/..v
E\, = Ker(A—)I,) alors les assertions suivants sont équivalentes.

! ;
m%\OOno:m:.m
{

i) A est diagonalisable

ii) P4 : le polynomé dgractékifi A est scindé dans K[X] et
&miﬂmu»..v =m;

n

(resp.Py) est scindé et & racine simple (P, admet n valeurs
ropres 2 & 2 distincts), alors u (resp.A) est diagonalisable
Remarques :

1) La réciproque du corollaire précédent est fausse c’est & dire on peut
avoir un endomorphisme ou une matrice diagonalisable mais le poly-
noéme caractéristique n’est pas nécessairement & racines simples.

Idg est diagonalisable et Pgp(X) = (-1)*(X - 1)"
2) Soit A € M, (K) si P4 n'est pas scindé dans K[X] alors A n’est pas
diagonalisable dans M, (K).

3) Soit A € M,(R)

Si A est &mm.onm:mpzm. dans M, (R)). alors A est diagonalisable dans
M,(C).

Mais la réciproque est fausse en général.

Exemple
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w\aAk v =X2+1
P4 n’est pas scindé dans A, (R)). D’olt A n’est pas diagonalisable dans
M, (R).

® P4(X) = (z — i)(x +1) est scindé dans C[X] et & racines simples.

D’on A est diagonalisable das M, (C). . ‘

% Corollaire

Soit u € L(E) et F un s.e.v de £ de dim > 1 tel _E,S F est stable
par u. On note ur '’endomorphisme de F induit par u alors :

Si u est diagonalisable, alors up est diagonalisable. |
' Al

v

#\Nw Retenir

Soient E est un IJK-e.v. de dimension finie et u € L(E).

A, Az, oy Aplesv.pdeu2a2 distincts avec mul(Ag) = my, V1 <
k < p. Alors les assertions suivantes sont équivalentes :

i) u est diagonalisable
=

ii) 11 existe une base B de E telle que M (u, B) soit diagonale.

—

iii) Il existe une base m, = (v, ...,vp) de E formée de vecteurs

propres de u.
=

iv) xu est scindé dans K[X] et dimEy,(u) =mx ¥V 1 = k<p

=
w
v) E=(PEx
i=k JEEN
P
vi) dimE = M dimEjy,
=2 —

vii) Le polynéme minimal de u, 7, est scindées et a racines simples.
<~

viii) Il existe P € K[X] un polynéme annulateur de u scindés et
a racines simples.

19
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Méthode de travail :

Détermination du polynome caractéristique xu(X) = det( X I"--\-\-)
4 N\

Xu N'est pas scindé dans R Xu st scindé dans R (B'L 03)

P
Pi(X) = [J(x = x)™
i=1

u n’est Kas di isble

: Y
@ Spri (Wh= {\1...Ap} tel que A; # A; pour ity

4

S'il 3i, € {1,...,p} tel que
dimE), # mul(As,)
Y

u n’est pas diagonalisable 4 //

u est diagonalisable

\
C=)
Déterminer B; une base de E,, Vi € {1...p}

= B’ = (B,...B,) est une base de E et M (u, B') est diagonale
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