Probléme

"Endomorphisme nilpotent"

Soit I un I K e.v. de dimension finie nN* et f € L(E).
On dit que f est nilpotent d’indice p € N* si f? = 0.g) et Pl # 0gmy.

Soit A € IK. on dit que A est une valeur propre de / s'il existe
z € I\ {0} tel que f(z) = Az.
Partie I
1. On considére
w :IK"— IK" .
(.’L‘l, T, ..oy (L‘n) — ;c(xl, T2, ey m,,) = (0(\%1,}, £L'n_1)
a) Déterminer la matrice représentative de ¢ dans la base cano-
nique de F. \
- b) déterminer une base de ker(y) et une base de Im(y).
c) Montrer que ¢ est nilpotent d’indice n.
9. Dans cette question, on considére E = TK,[X ] et
V. E ;——-)CE"
P— P(X+1)-DP(X)’ .
a) Justifier que ¢ est un endomorphisme de FE.
b) Soit P € E, en discutant suivant le déggé
celui de ¥(P).
¢) Déterminer une base de Im(y), puis ker(f/
d) Montrer quaZl 9 est nilpotent d’indice n +§

N

Partie I

Soit f € L(£) un endom indice p.
1. a) Justifier existance d'un’xecteur 7 0 tel que fP~*(wo) # Ok.

ten

b) Montrer que la famille (zoY(20); - J*H(T0)) est libre.
c) En déduire que p < n. :

g n+1
2. Montrer que si h € ) végifi = f,alorsp < —
On suppose dans [&guite dye i ndomorphisme nilpotent d’in-

dice n = dimmE. On e

(E) tel que go f = fog}

) ={aoldg + arf + ... + an1 f*775 (@0,01, o1y Qn—1) € TK™}

(Ind : Pour g € C(/[), écrire g(zo) dans la base B.

6. Déterminer la dimension de C(f) et en donner une base.

. Soit g € L(F) tel que ¢* = Idg + f.

a) Justifier que g € C(f).
b) En écrivant ¢ = apldg + a1 f + ... + an_1f""*, montrer que
af, =1, 2apu1 =1 et aigp=i =0, ¥2€ kLn— L

i=0'
¢) Déduire que ap € {—1,1} et ¥ < k <n—1 s peut etre
exprimer de maniére unique en fonction de ao.
d) Conclure qu'il y a exactement deux endomorphismes F de

carré égale Idg + f. e
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