Préparatoire MP2 Prof : Nedra Moalla

Probléme "Commutant d’un endomorphisme"

Partie 1.

On considére dans tout le probléme E un K-e.v. de dimension finie (K = R ou C) avec dim(E) = n € N* et
u un endomorphisme non nul de E. On considére I'application

oo L(E) — L(E)
v pu(v) =uv —vu

(La notation uv = uov)

Partie I

1)

a) Vérifier que ¢, est un endomorphisme de L(E).
b) Vérifier que ker(p,) est une sous-algébre de L(F

2) On suppose dans cette question que K =R et que Sp
a) Montrer que tout sous-espace vectoriel d de dimension paire.
b) Déduire que si v € ker(yp,), alors ker v est de paire
3) On suppose dans cette question que u est un endomqQrphisme nilpotent.
a) Montrer que ker(u) # {0}.
b) Soit v € ker(¢,) tel que v est nilpo Montrer que ker(u) Nker(v) # {0}.
4) On suppose dans cette question que
Soit v € ker(y,), montrar que 4 ét v on ecteur propre commun.
5) Supposons que u est nilpo ice n.
a) Montrer qu’il existe a 0} t8que la famille B = (a,u(a),...,u" " (a)) soit une base de E.
b) Montrer que 'applicat
h:ker(p,) — E
g = gla)
est li jectl
c) Dé i ker(p,) = n et que B/ = (Idg,u, ..., u"" 1) est une base de ker(y,,).
d) Montr er(p,) si et seulement si il existe P € K[X] tel que v = P(u).
Partie II

1)

2)

On suppose que Sp(u) # 0.
Montrer que si v € ker(yp,,), alors tout sous-espace propre de u est stable par v.

On suppose que u admet n valeurs propres A, ..., A, deux a deux distinctes et on considére v € ker(ip,,).
n
i) Vérifier que E = @ Ey, (u).

i=1
ii) Déduire qu'il existe une base de E dans laquelle la matrice de u et celle de v sont diagonales.



3) On suppose que u est diagonalisable et que Ay,..., A, (p < n) sont les valeurs propres de u deux a
deux distinctes. On pose dim(E), (u)) = n,.
a) Soit v € ker(p,), montrer qu’il existe une base de E dans laquelle la matrice de v est diagonale par
blocs, sous la forme :

M) = |0 ot A € M,,,(C).
' 0
0 0 A,

b) On considére v € ker(yp,) telle que v soit diagonalisable.
i) On note v; 'endomorphisme induit par v & F),(u). Vérifier que vagst di
ii) Déduire qu’il existe une base de E dans laquelle la matrice de u et ¢

4) Pour u € L(FE), on pose

Uy L(E) — L(F)
v o= Py (v) =uv

a) Montrer que 1, est un endomorphisme de L(FE).
b) i) Soit A € Spx(u),  un vecteur propre de u ass
E. En considérant p la projection sur vect(z)
ii) Déduire que Sp(u) = Sp(¢y,).
¢) Soit @ € R[X], montrer que pour tout v € )(vf= Q(u)(v).

%@

ge 4\ supplémentaire de vect(z) dans
ent Zmontrer que A € Sp(t,,).



