Préparatoire MP2

Devoir a la maison "Bien réviser notre cours"" 6'7\ .)

Prof : Nedra Moalla

Dans tout le devoir, on considére E un I K-espace vectoriel de dimension
finie et v € L(E)

Exercice -
Montrer les assertions suivantes sont équivalentes :

(a) u est diagonalisable,
(b) E admet une base formée de vecteurs propres de u,

) E= P Ew),

A€Sp(u)

(d) dim(E)= Y dim(Ex(u)),

A€Sp(u)
(e) xu est scindé et VA € Sp(u), dim(E)(u)) = ma(u).
Probléme .

Partie 1.
Le but de cette partie est de montrer le théoréme de C ~-Hamilten".

1. Soit F un sous espace vectoriel d¢ E sta r ¢ I'endomor-
phisme induit par U sur F.

Montrer que xy, divise xu

-

2. Soit z un vecteur de £ non'n existence d’ un entierp < n
tel que
(z,U(z),...,UP"}(z)) est une famille libre de £

et UP(z) € F; = vect(z,U(z), ..., UP?(x)).
3. Déduire que F; est stable par U

A

rphistagsinduit par U sur F..

4. On note U I'endor
a) Calculer y;

b) En dédufre (#)(z) = 0 puis xy(U) =0
€ K[X] | P(u) = 0}.
idéal de K[X] non réduit & {Oxx)}-

iste un unique polynéme unitaire, noté m,, tel que

1. Soit P et Q deux polyndmes dans K[X].
Montrer que si D est le pged de p et Q, alors

ker P(u) Nker Q(u) = ker D(u).

2. a) Montrer que ker P(u) + ker Q(u) C ker PQ(u).
b) Déduire que si P et Q sont premiers entre eux, alors

ker P(u) @ ker Q(u) = ker PQ(u).

3. Déduire le lemme de décomposition des noyaux : pour tout n > 2,
si P, Py,..., P, sont des polyndmes premiers entre eux deux a deux,
alors :

ker Py (u) @ ker Py(u) © - - - @ ker Py (u) = ker(] | P)(u).
i=1

4. Montrer que si g est un projecteur de E, alors kerg & Im ¢ = E.
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5. Soit A une valeur propre de u de multiplicitée i € N°.
Montrer qu’il existe un sous espace vectoriel G stable par u tel que

E =ker ((u—Aldg)" &€ G.
6. Montrer que les assertions suivantes sont équivalentes :
(a) u est diagonalisable,

(b) Il existe P € K[X], scindé & racines simples, annulateur de u,

(c) =, est scindé a racines simples.

%Q)

3]

7. Soit u € L(E) un endomorphisme tel que son polynéme caracteris-

tique est scindé de valeurs propres Ay, ..., A, de multiplicités respec-
tives my,...,m, :

(a) Montrer que ker ((u— AIdg)™).
(b) Montrer que
morphisme de
(c) Montrer(V: I} i = NlIdg, + ng, ot n; est un endomor-
phisme e F.

F; est stable par u. Notons u; I'endo-
. '
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