Préparatoire MP 2 Prof. Nedra Moalla

Matrices Compagnons et endomorphismes cycliques

Dans tout Ie probléme I'K* désigne le corps R ou C, E un JK— &pq( Wtoqel
de dimension finie n > 2 et f un endomorphisme sur FE. g
Soit P(X) = X"+ ap_1 X™" o+ X" 2+...4apun polyndﬁiumlt g.de‘*ﬁ( (X],
on lui associe la matrice compagnon C, € M, (1K), donnée par :

NS

(\..

Partie 1

1. Montrer que C’ est inversible si et seulemex si P(0) # 0.

2. Montrer que le polynome car istique de C, est égale & P.
. Soit @ un polynome de I iner une condition nécessaire et suf-
fisante pour qu'il emst e A € M,(IK) tel que le polynome ca-
ractéristique de Ay =

4. On note !C, la ma.lmc YOsee de C,.
a) Justifier que Shgx (*C, ¥ Sprx(Cy)-

b) Soit A € terminer le sous espace propre de 'C, associée a la

valeusfpropreiA./ \
c) Monsm{ qu%gét diagonalisable si et seulement si P est scindé sur IK et
ines sont simples.

d)™Qn suppose que P admet n racines A1, A2yeeey An deux a deux distincts.
Mont¥sg que *C, est diagonalisable et en déduire que le déterminant de van-

dermon (A1, A2, -y Ay) suivant est non nul :
1 1 AN 1
D SO V.
VOndg,-md)=| X2 X2 . . A
X oant L ap

Partie II ” Endomorphisme de nilpotent”
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On suppose dans cette partie que f est un endomorphisme de £ nilpotent d'indice
p(fr'#£0et fr=0) Pour1 <k < p, onpose N} = ker f*, ny = dimNy et
on suppose que n; = 1.

1. Montrer que VO < k < p—1, Ni C Niy1 et que f(Ni41) C Nk

. ’ Y Ni T N < ‘1 + n
2. En considérant I'application it ) .’ montrer que nk+1 k-

3. a) Montrer que 8'il existe k (0 < k < p— 1), tel que Ny = Niy rft =
ker f¥+1 ) alors N; = N, Vj > k+ 1. b
b) En déduire que nk—kae {0,.. ,p-—l} et quen—g\ ,

N

Partie III ” Caracférisation des endomorphismes cygliques™

On dit que f est un endomorphsme cyclique, s'il existe tel que la
famille (zo, f(2o), ..., f*!(Zo)) s0it une base de E. Yy,
1. Montrer que f est cyclique si seulement si, il e)nst kynome Pe C[X] et

une base de E dans laquelle la matrice desf est @.

2. Montrer que si f est cyclique, alors la f (1,

L(E).

. On suppose dans la suite de cet ig.queé, la tAmille (I, f, f2,..., 1) est
libre dans £(E) et on se propose de tret®yue f est eyclique. '

3. Dans cette question, on suppose que [ 7 C et on factorise le polynome
caractéristique de f sous la forme :

2, A, f™1) est libre dans

p M
X (X i Alﬁ)mh1 f
{* Jk=1

E¥alet opres de f deux & deux distincts. Pdur 1<k <p,
on pose Fj, = Icer(f N E) | — ,
p

a) Montrer que Fi{gs Bre par f et que @Fk =E.

k=1
Pour <=k @osc
' ' ok :Fy — Fy

| -"«"—“Pk(x)——-f(i)—"ki_ ﬂ

b) i) trer que @ * = 0 et que o “1£0.
ii) Monlrgt que dirnFy = . ‘ '

c)i) Montrer que si g est un endomorphsime nilpotent d indice de nilpotence
r € N* sur un espace G avec dim(G) = », alors il existe une base de G dans
laquelle la matrice de g est :

cCo o O
oo~ COOo
o O

o oo
oo o oo

[}
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i) En déduire qu'il existe une base B de E dans laquelle la matrice de f est
diagonale par bloc de la forme

Jy 000 O M 0 00 O
0 J, 00 O 1 2 00 O
0 0 .0 0 |aveeh=| 0 1 0 0 |€ Mm,‘
0 0 O 0 o 0 . . 0
0 0 00 Jp 0 0 01
d) En utilisant la matrice compagnon de xy, montrer est C¥eliqu

Partie IV

Pour f un endomorphisme de E, On note IK[f] = {P(f) W\x]} et C(f

I’ensemble des endomorphismes qui commutent avec f.

\

C(f)={g9 € L(E); f

On admet que dimC(f) > n. \
1. On considére f un endomorphlsw choisit z; € E tel que
= (20, f(%0), F*(%0), - f" 7" (0)) 50U de E.
a.) Soit g € C(f), montrer que g € IK|
(Ind : Ecrire g(zo) dans la base B. ) 4

b) Montrer que g € C(f) si, et seulement si, il existe un polynéme R €
IK,_1[X] tel que g = R(f)
2. Montrer que si C(f) = ], afors J est cyclique.
3. Déduire que f es&cvcli si et seulement si C(f) = IK[f].
Partie VI” Cycle.s” ' !

{ A‘\faxmﬁg/ :Eo,Y(IEo),fQ(IBo), woey JPY(zp)) soit génératrice de E
P (o) = o’

2. Soit H =4k € N*, tel que (zo, f(zo), f2(0), ---» f¥(zo)) soit une famille libre}.
Justifier que H admet un maximum noté m.

3. a) Montrer que Vk > m, f*(x,) € vect(zo, f(x0), f*(Z0), .-, f™ " (Z0))-
b) En déduire que f est cyclique.

4. On suppose que f est un n—cycle
a) Déterminer C; matrice compagne de f.
b) Montrer que f est diagonalisable et déterminer une base de E dans laquelle
f est diagonale.
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